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VORWORT. 


l/er  erste  Band  dieses  Werkes  hat  bei  meinen  Facbgenossen 
im  AUgemeinen  eine  freundliche  Aufnahme  gefunden.  Von  einer 
^  sehr  herYorragenden  Stelle  ist  diesem  Bande  allerdings  ein  Yor- 
y^  warf  daraus  gemacht  worden,  dass  er  die  Thermodynamik  mit 
0  der  Kinetik  zusammen  behandelt  und  sind  ihm  Muster  für  andere 
^  Behandlungsweisen  entgegengehalten  worden.  Es  lässt  sich  dar- 
^  über  nichts  sagen,  da  jeder  Verfasser,  wenn  er  auf  Eigenart  nicht 
«-  verzichten  will,  auch  seine  eigene  Methode  anwenden  darf.     Es 

kommt  dann  nur  darauf  an,  dass  er  sie  gewissenhaft  und  gründ- 
-^  lieh  zur  Ausführung  bringt    Dass  unter  Umständen  für  Lernende 

eine  Methode  sich  besser  eignet  als  eine  andere,  darf  zugegeben  wer- 
^  den;  aber  die  ganze  Anlage  des  Werkes  thut  es  dar,  dass  es  nicht 

meine  Absicht  gewesen  ist,  für  ganz  Ununterrichtete  zu  schreiben'; 
ich  habe  sehr  erhebliche  Kenntnisse  mathematischen  und  physika- 
lischen Inhalts  und  auch  eigene  Beurtheilung  der  Aufstellungen 
durch  den  Leser  vorausgesetzt.  Ausserdem  kam  es  mir  überall 
auf  das  Wesen  der  Sache  an,  und  namentlich  auch  darauf,  dem 
Leser  zu  zeigen,  wie  man  sich  bemüht  hat,  sich  auch  gewisse 
Bilder  von  den  Vorgängen  zu  schaffen,  und  man  thut  der  Thermo- 
dynamik Unrecht,  wenn  man  ohne  Zuhülfenahme  von  Betrach- 
tungen uns  dem  Gebiete  der  Kinetik  von  ihr  irgend  welche  Vor- 
stellungen —  ich  will  entgegenkommend  sagen  uns  gewohnter 
und  lieb  gewordener  Art  —  erwartet;  sie  ist  solche  zu  liefern 
ihrer  ganzen  Anlage  nach  nicht  im  Stande.  Dazu  kommt,  dass  der 
Werth  der  Thermodynamik  gegenwärtig  öfter  ebenso  überschätzt 
wird,  wie  es  früher  bei  dem  Werth  der  Kinetik  der  Fall  gewesen 
ist  Die  Thermodynamik  ist  noch  keineswegs  ein  sicheres  Leit- 
seil durch  das  Wirrsal  der  Vorgänge;  ihre  Grundlagen  sind  zum 


VI  Vorwort. 

Theil  80  dunkel,  dass  ja  von  hervorragendsten  Forschern  Zweifel 
gegen  sie  geltend  gemacht  sind.  Einstweilen,  scheint  es  mir, 
müssen  sich  die  beiden  Wissenszweige  Thermodynamik  und 
Kinetik  noch  gegenseitig  stützen,  jede  verleiht  der  anderen  Halt. 
Es  ist  nicht  einmal  richtig,  dass  man  die  praktischen  Schluss- 
formeln in  der  Thermodynamik  immer  erhalten  kann;  man  be- 
darf überall  einer  Reihe  von  Nebenlehren,  die  meist  durchaus 
bestimmte  Vorstellungen  verlangen.  Diese  durch  nackte  For- 
meln zu  ersetzen,  wird  Wenige  befriedigen. 

Der  zweite  Band,  den  ich  hiermit  der  Oeffentlichkeit  über- 
gebe, ist  nach  derselben  Methode  gearbeitet  wie  der  erste.  Doch 
habe  ich  noch  mehr  Werth  auf  Berücksichtigung  des  Erfahrungs- 
materials gelegt  Der  Leser  wird  eine  Menge  von  Tabellen  und 
Zusammenstellungen  finden,  mehr  vielleicht,  als  er  in  einem 
Werke,  das  doch  vornehmlich  der  Theorie  gewidmet  ist,  erwarten 
dürfte.  Damit  hoffe  ich  besonders  meinen  engeren  Fachgenossen 
von  der  Physik  zu  Gefallen  gewesen  zu  sein,  denn  die  Angaben 
gehören  auch  zum  grossen  Theil  dem  Gebiete  der  Chemie  oder  der 
physikalischen  Chemie  an.  Die  Literatur  habe  ich  nach  Mög- 
lichkeit berücksichtigt  Irgend  annähernd  vollständige  Ausnutzung 
der  Literatur  ist  gegenwärtig  gänzlich  unmöglich.  Die  Zahl  der 
Arbeiten  ist  ins  Ungeheure  gewachsen,  und  oft  genug  muss  man 
viele  studiren,  ehe  man  eine  für  den  Zweck  brauchbar  findet 
Dazu  kommt,  dass  unsere  jüngeren  Gelehrten  sich  vielfach  einen 
schweren,  dunkeln  Styl  angewöhnt  haben;  die  Schüler  der  grossen 
Lehrer  setzen  vieles  als  bekannt  voraus,  was  sie  von  ihren  Lehrern 
gehört  haben  mögen,  was  aber  den  anderen  fremd  ist  Auch  die 
Darstellungsmethoden  werden  häufig  sehr  einseitig  ausgebildet 
und  angewendet  Bei  bekannten  Darstellungsmethoden  schadet 
das  nichts,  bei  unbekannten  hat  man  seine  liebe  Mühe  und  Noth. 
Wenn  in  diesem  Werke  einiges  übergangen  oder  nicht  dargelegt 
ist,  80  geschah  es  entweder,  weil  der  Verfasser  den  Werth  anders 
bemessen  hat  als  der  Urheber,  oder  weil  hervorragende  Werke 
vorhanden  sind,  welche  schon  eine  erschöpfende  Darstellung  geben, 
wie  das  ausgezeichnete  Werk  des  Herrn  Ostwald.  Was  der 
Verfasser  von  Eigenem  gegeben  hat,  wird  der  kundige  Leser 
selbst  [finden,  hier  erwähnen  will  ich  nur  die  Theorie  der 
absoluten  Temperatur  und  die  der  festen  Körper.     Die  Namen 
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der  Urheber  bestimmter  Lehren  oder  bestimmter  Ergebnisse  zu 
erwähnen,   ist,   glaube  ich,  nie  unterlassen  worden. 

Der  B&nd  führt  die  Thermodynamik  bis  zu  der  Theorie  der 
nicht  verdünnten  Lösungen.  Die  Theorie  der  yerdünnten  Lösungen 
wird  zusammen  mit  den  Lehren  der  Elektrolyse  und  verwandter 
Gebiete  in   einem  weiteren  Bande  behandelt  werden. 

Der  Verlagsbuchhandlung  muss  ich  an  dieser  Stelle  meinen 
Dank  für  die  ausserordentliche  Sorgfalt,  mit  der  sie  mir  bei  der 
Herstellung  dieses  auch  typographisch  sehr  schwierigen  Werkes 
behülflich    ge^wesen  ist,  aussprechen. 

Charlot^tenburg,  im  Januar  1903. 

Weinstein. 
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Die  absolute  Temperatun 


Den  weiteren  Betrachtungen  schicke  ich  eine  Auseinandersetzung 
über  die  absolute  Temperatur  Toraus,  welche  auch  die  im  ersten  Bande 
gegebenen  Theorieen  yerrollst&ndigen  soll.  £s  ist  aber  zu  bedauern, 
dass,  wiewohl  die  Wissenschaft  schon  seit  Jahrzehnten  darauf  dringt, 
die  Lehre  von  der  absoluten  Temperatur,  die  als  solche  ziemlich  yoU- 
ständig  gegeben  werden  kann,  auch  quantitativ  für  Messungen  frucht- 
bar zu  machen,  doch  noch  so  wenig  geschehen  ist,  ihren  Bedürfnissen 
nachzukommen.  Die  Grösse  der  experimentellen  Arbeit,  die  hierzu 
erforderlich  ist,  schreckt.  Näherungsrechnungen  kann  man  freilich  be- 
reits jetzt  ausführen.  Wir  unterscheiden  aber  nach  Seite  1 1  des  ersten 
Bandes  zwischen  der  thermodynaraischen  absoluten  Temperatur  und 
der  thermokinetischen. 

54.    Thermodynamisohe  Temperatursoals. 

Zur  Ermittelung  der  thermodynami sehen  absoluten  Temperatur 
kann  jede  Gleichung  der  Thermodynamik  dienen,  in  welcher  die  abso- 
lute Temperatur  ^  explicite  vorkommt;  Zahlenangaben  werden  erhalten, 
indem  man  für  die  betreffenden  Grössen  Ausgangsbeträge  festsetzt. 
William  Thomson,  jetzt  Lord  Kelvin,  gebührt  das  Verdienst,  zu- 
erst auf  eine  solche  Möglichkeit  der  Festsetzung  einer  absoluten  Tem- 
peratnrscala  hingewiesen  zu  haben.  Die  einfachsten  Vorgänge,  die  zu 
solchen  Gleichungen  führen,  wären  die  umkehrbaren.  Diese  ergeben 
für  die  Temperatur  [Bd.  I,  Seite  75,  Gleichung  2)]  allgemein 

also  die  Temperatur  gleich  der  vom  System  im  unendlich  kleinen  um- 
kehrbaren Process  gewonnenen  Wärme  dividirt  durch  den  Entropie- 
zuwachs des  Systems,  und  es  ist  bemerkenswerth,  dass  diese  Beziehung 
allein  au«  dem  zweiten  Hauptsatz  flieset,  wie  ja  überhaupt  der  Begriff 
der  thermodynamischen  absoluten  Temperatur  sich  allein  aus  diesem 

Weinstein,  Thermodynamik.    IL  \ 
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Hauptsatz  ergab.     Führt  man  noch  den  ersten  Hauptsatz  ein,  so  wäre 
[Bd.  I,  Seite  89,  Gleichung  GOa)] 

'>>  ^  =        JdS       ' 

worin  die  äussere  Energieänderung  d  W  eine  lineare  Function  der 
nämlichen  Di£ferentiale  sein  muss,  von  denen  die  innere  Energie- 
änderung und  die  Entropieänderung  selbstverständlich  solche  sind. 
Führt  man  das  thermodynamische  Potential  F  ein,  so  kann  man  sogar 
0-  durch  endliche  Grössen  darstellen ,  nach  Gleichung  74)  auf  Seite  90 
des  I.  Bandes  wird  dann 

U  —  F 

ü  —  P  ist  die  gebundene  Energie  des  Systems  (Seite  90  des  I.  Bandes). 
Allgemein  verwendbar  sind  diese  Gleichungen  nicht,  weil  die  einzelnen 
darin  enthaltenen  Grossen  nicht  messbar  sind.  Die  unbequemste  Grösse 
ist  die  Entropie  S.  Kennen  wir  aber  von  dem  System  etwa  drei  Zu- 
stände, von  denen  wir  bestimmt  wissen,  dass  ihnen  allen  die  gleiche 
Entropie  zukommt,  und  nennen  die  zugehörigen  Werthe  der  anderen 
Grössen  d",  ü\  F';  -ö-,  U,  F;  ^'\  U'\  F",  so  wäre 

»  —  ^^  _     ü—  ir  ^  (F—  F') 

^  ^"  —  ^'  ~  ü"  —  ü'  —  {F"  —  Fy 

^,  ü'  und  F*  sind  oflfenbar  Ausgangs  werthe  für  -ö",  [7  und  F;  wir 
können  -ö",  Z7,  F  von  diesen  Ausgangswerthen  rechnen. 

Zwischen  den  Temperaturen  in  den  drei  isentropischen 
Zuständen  besteht  alsdann  dasselbe  Yerhältniss  wie  zwischen 
den  entsprechenden  gebundenen  Energieen.  Ich  werde  bald 
zeigen,  wie  man  von  vorstehender  Beziehung,  wenn  auch  in  etwas 
anderer  Form,  zur  Construction  einer  absoluten  Temperaturscala  Ge- 
brauch machen  kann.  Macht  man  in  weiterer  Specialisirung  den  Zu- 
stand des  Systems  abhängig  von  den  gewöhnlichen  Variabein  Druck, 
Volumen  und  Temperatur,  so  hat  man  noch 

3i)  ^  =  y  (H)/  tBd-  I.  S.  99,  Gleichung  83)], 

Sa)  ^  =  -V  tAv  5  [^^-  ^'  S-  ^^^'  Gleichung  87)], 


J 


(—) 
83)  ^  =  —  \  tPt^;  [Bd.  I,  S.  101,  Gleichung  92)]. 

J  /  ^  ^  \ 

\dü)s 

Solche  Gleichungen   lassen  sich   noch   mehr  angeben,  z.  B.  auch 

durch  die  specifischen  Wärmen.     Das  einfachste  Verfahren   zur  Her- 
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stdlung    einer    absolnten  Temperaturscala   scheint    mir   das    folgende 

zu  sein. 

Man  lässt  einen  Körper  umkehrbare  Kreisprocesse  durchmachen 
(etwa  Gar  not  ^  sehe,  Seite  23  in  Bd.  I),  die  alle  gleich  geartet  sind. 
Zxmäehst  laaat  man  ihn  dabei  einer  Wärmequelle  von  der  Temperatur  d'i 
die  ^ärme  Qi  entziehen,  einer  anderen  von  der  Temperatur  d'^  die 
Warme  Q^  mittheilen.  £s  seien  erstens  die  beiden  Wärmequellen 
schmelzendes  fas  und  siedendes  Wasser,  die  dem  siedenden  Wasser 
entzogene  Wärme  sei  Qiqq  ,  die  dem  schmelzenden  Eis  mitgetheilte  Qo> 
die  Arbeit,  die  Yom  Körper  geleistet  wird,  ist 

^(Cioo  -  Qo)  =  A, 
liie  Temperatur  des  schmelzenden  Eises  nennen  wir  'd'o«  die  des  sie- 
denden Wassers  ^x^ü'  Wir  theilen  die  Arbeit  Am  100  gleiche  Theile, 
behalten  das  schmelzende  Eis  bei  und  suchen  eine  andere  Wärmequelle, 
die  so  beschaffen  ist,  dass,  während  der  Körper  an  das  schmelzende 
Eis  wieder  die  Wärme  Qo  abgiebt,  er  der  neuen  Wärmequelle  so  viel 

1  A 
Wärme  entzieht,  um  die  Arbeit  --j—  leisten  zu  können.     Die  Tempe- 

rator  '^i  dieser  Wärmequelle  nennen  wir  1^  höher  als  die  des  schmel- 
zenden Eises,  also  ^^  =  d©  +  1°-  Nun  suchen  wir  eine  weitere 
Wärmequelle,  die  so  beschaffen  ist,  dass,  während  der  Körper  an  das 
schmelzende  Eis  wieder  die  Wärme  Qq  ftbgiebt,  er  dieser  neuen  Wärme- 

2A 

quelle  so  viel  Wärme  entzieht,  um  die  Arbeit  -—r  leisten  zu  können. 

Die  Temperatur  9"^  dieser  neuen  Wärmequelle  nennen  wir  2^  höher 

als  die  des   schmelzenden  Eises.     So  fahren   wir  im  Aufsuchen  von 

immer  weiteren  Wärmequellen  fort,  indem  wir  den  Körper  immer  einen 

solchen  Process  durchmachen  lassen,  dass  das  schmelzende  Eis  dabei 

stets  die  nämliche  Wärme  Q^  erhält,  den  anderen  Wärmequellen  aber 

^  A    4-4 
je  so  viel  Wärme  entzogen  wird,  dass  der  Körper  ferner-—-,  ~^»  •  •  . 

Arbeit  leistet.  Die  Temperaturen  nennen  wir  um  3^,  4^  .  .  .  höher  als 
die  des  schmelzenden  Eises.  Auf  diese  Weise  haben  wir  offenbar  eine 
Scala  zur  Ermittelung  der  absoluten  Temperatur  irgend  eines  beliebigen 
Körpers  gewonnen;  indem  wir  den  Körper  mit  den  so  hergestellten 
Wärmequellen  nach  einander  in  Berührung  bringen,  schreiben  wir  ihm 
die  Temperatur  derjenigen  Wärmequelle  zu,  mit  der  er  von  selbst  in 
keinen  Wärmeaustausch  tritt.     Die  absoluten  Temperaturgrade  sind 

^,,  ^0  +  1^  "^0  +  20,  ^0  +  30,  .  .  .,  -a-o  +  lOQO,  ^o  +  lOl^  u.  e.  f. 
^07  die  absolute  Temperatur  des  schmelzenden  Eises,  kann  willkürlich 
angesetzt  werden. 

William    Thomson  hat  verschiedene  Methoden   zur  Ableitung 
einer  absoluten  Temperaturscala  gegeben.     Die  erste  Methode  bedient 
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sich  des  C am o tischen  Satzes  für  einen  umkehrbaren  Kreisprocess  in 
der  Form  ^) 

4)  *1  =  ^ 

WO  Qi  die  vom  System  in  diesem  Process  gewonnene,  Qo  die  darin 
yerlorene  Wärmemenge  bedeutet.  Die  Temperatur  eines  Körpers  in 
einem  Zustande  st«ht  also  zu  der  in  einem  anderen  Zustande  im 
gleichen  Verhaltniss  wie  die  Wärmemenge,  welche  beim  Uebergang  des 
Körpers  aus  dem  ersten  Zustande  in  den  zweiten  von  ihm  gewonnen, 
zu  der  Wärmemenge,  welche  von  ihm  beim  Rückgang  aus  dem  zweiten 
in  den  ersten  Zustand  verloren  wird,  wenn  Uebergang  und  Rückgang 
in  einem  umkehrbaren  Garn ot' sehen  Kreisprocess  geschehen.  Das 
Beispiel,  welches  Thomson  wählt,  ist  dasjenige,  welches  zu  der  Gla- 
peyro naschen  Gleichung  für  eine  Flüssigkeit  und  ihren  Dampf  führt. 
Nach  Seite  429,  Gleichung  28)  des  ersten  Bandes  ist 


somit 


dd"        ,  .dp 


-dp 


J  Jr 


jPi,  d'i  sind  Druck  und  Temperatur  des  Dampfes  und  der  Flüssigkeit 
im  ersten  Zustande  beim  Beginn  des  Processes,  jp^,  d'^  die  im  zweiten 
Zustande,  Vi ,  v^  bedeuten  das  jeweilige  Volumen  des  Dampfes  and  der 
Flüssigkeit  in  den  einzelnen  Stadien  zwischen  dem  ersten  und  zweiten 
Zustande,  r  ist  die  latente  Verdampfungswärme.  Man  sieht,  dass  O'^ 
durch  ^1  berechnet  werden  kann,  wenn  durch  vorgangige  Experimente 
festgestellt  ist,  in  welcher  Weise  V  und  r  von  p  abhängen.  Alsdann 
kann  man  zu  jedem  p^  ein  «^s,  durch  die  obige  Formel  berechnet,  zu- 
ordnen und  so  ein  Druckthermometer  construiren,  wie  es  von  Thomson 
theoretisch  projectirt  ist.  Thomson  giebt  noch  ein  zweites  all- 
gemeineres Verfahren  an. 

Da  in  der  Natur  umkehrbare  Kreisprocesse  kaum  hinreichend  genau 
realisirbar  sind,  und  die  Erörterungen  also  mehr  theoretisch  als  prak- 
tisch sein  können,  scheint  mir  die  oben  auseinandergesetzte  Methode 
der  Construction  einer  thermodynamischen  Temperaturscala  für  das 
Verständniss  bequemer.  Eine  praktische  Scala  kann  nur  auf  Grund 
nicht  umkehrbarer  Processe  gewonnen  werden.  Der  einzige  bisher 
hinreichend  studirte  nicht  umkehrbare  Process  ist  der  von  Thomson 
und  Joule  erdachte. 


*)  Elasticity  and  Heat  being  articles   contribated   to  the  enoyclopaedia 
britannica,  Edinburg  1880. 
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Diese  Forscher  haben  in  ihren  Abhandlungen  ^)  „On  the  thermal 
effect  of  flnids  in  motion''  die  Veränderungen  untersucht,  welche  in 
eiDem  Gase  vor  sich  gehen,  das  Yon  einer  Stelle  zu  einer  anderen,  wo 
ein  niederer  Druck  herrscht,  langsam  überströmt,  während  es  Wärme 
Teder  zu  sich  zieht  noch  abgiebt.  Sie  brachten  in  die  Mitte  einer 
cylindrischen  Röhre  einen  dicken  und  dichten  Wattepfropf  und  setzten 
das  untere  Ende  der  Röhre  durch  eine  Leitung  mit  einer  Druckpumpe 
in  Verbindung,  während  sie  das  obere  Ende  frei  in  die  Luft  ausmünden 
liessen.  Durch  die  Pumpe  wurde  das  bestimmte  Gas,  mit  dem  operirt 
werden  sollte,  in  das  Rohr  gepresst  und  der  Druck  |7,  der  gleichzeitig 
in  der  Pumpe  und  im  unteren  Theil  des  Rohres  herrschte,  so  regulirt, 
dass  das  Gas  in  schwachem  Strome  durch  den  Wattepfropf  in  den 
oberen  Theil  der  Röhre,  wo  der  Druck  jpi  der  der  Atmosphäre  war, 
zog.  In  dem  Stopfen,  also  an  der  Uebergangsstelle  aus  dem  einen 
Druck  zu  dem  anderen,  ist  die  Bewegung  des  Gases  ein  wenig  turbulent 
und  rechnuDgsmässig  nicht  recht  zu  yerfolgen.  Dort  reibt  das  Gas 
gegen  die  Fasern  der  Watte  und  entwickelt  dadurch  Wärme,  yerbraucht 
aber  dieselbe  sofort,  indem  es  eich  gleichzeitig  Yon  dem  dem  Drucke  j> 
entsprechenden  Volumen  t;  zu  dem  zum  Drucke  j>i  gehörigen  Volumen  ^i 
ansdehnt.  Wenn  das  Gas  ein  ideales  ist,  entspricht  die  während  der 
Ausdehnung  durch  Reibung  entstandene  Wärmemenge  genau  der  durch 
die  Arbeit  bei  der  Ausdehnung  verbrauchten.  Ist  das  aber  nicht  der 
Fall,  so  wird  von  jener  Wärmemenge  entweder  etwas  übrig  bleiben 
und  das  Gas  ein  wenig  erwärmen  (wie  das  bei  dem  Wasserstoff  der 
Fall  sein  soll),  oder  es  wird  noch  etwas  daran  fehlen,  und  dann  wird 
die  Temperatur  des  Gases  ein  wenig  sinken  (so  bei  Luft,  Kohlen- 
säure u.  8.  f.).  Ziehen  wir  also  die  etwa  entstehende  Temperatur- 
änderuDg  des  Gases  bei  dem  Uebergange  von  dem  Volumen  v  zu  dem 
^1  in  Rechnung  und  geben  zugleich  dem  Strom  eine  geringe  Ge- 
schwindigkeit, so  dass  wir  Ton  seiner  Bewegungsenergie  absehen 
können,  dann  dürfen  wir  die  Vorgänge  in  dem  Stopfen  ganz  ausser 
Acht  lassen  und  haben  nur  die  Zustände  des  Gases  in  den  beiden 
Tbeilen  des  Rohres  in  genügender  Entfernung  von  ihrer  Trennungs- 
stelle in  Betracht  zu  ziehen. 

Ist  q  der  Querschnitt  der  unteren  Röhre  und  u  die  Geschwindig- 
keit des  Gasstromes,  so  ist  die  in  der  Zeit  dt  durch  diesen  Querschnitt 
gehende  Gasmenge  qudt,  und  die  Arbeit,  die  die  Pumpe  leisten  muss, 
am  diesen  Durchgang  zu  bewerkstelligen,  jpg u (7^,  somit  die  Gesammt- 
i^fbeit  bei  dem  Durchpressen  einer  Masseneinheit  Gas 

ipdv  =   \pqudt, 

^-  i,  weil  p  coDstant  ist,  gleich  pv. 

Wenn  das  Gas  aus  dem  Stopfen  ausgetreten  ist,  hat  es  das  Volumen 


')  Phil.  Transactions  1853,  1854,  1863. 


6  Neuntes  CapiteL 

Vi  und  den  Druck  pi ,  und  indem  es  sich  langsam  durch  den  oberen 
Theil  der  Röhre  fortbewegt,  schiebt  es  den  Atmosphärendruck  Pi  vor 
sich  her,  vollführt  also  selbst  eine  Arbeit 

jpidv  =  ^piq^Uidt  =  pit?!. 
Die  gewonnene  Arbeit  ist  hiernach 

^  W  =  PiVi  —  pv, 
woraus  man  für  sehr  kleine  Aenderungen  ziehen  würde 

dW  =  d(pv). 
Ferner  wird,  da  das  Gas  zugleich  sich  ausdehnt  und  sich  abkühlt 
oder  erwärmt,  eine  Aenderung  der  inneren  Energie  desselben  eintreten. 
£ine  Compensation  durch  Wärmezufuhr  sollte  nicht  stattfinden,  mithin 
musB  die  Arbeitsleistung  z/  W  auf  Kosten  der  Energieänderung  ^  U 
vor  sich  gehen,  so  dass 

0  =  dW+  du 

wird.     Nun  ist  (Bd.  I,  Seite  77  und  89) 

du  =  Jc^dd"  +  {Jc9^  —  p)dv 
oder  wegen  Gleichung  58)  auf  Seite  86  von  Bd.  I 

dU  =  Jc^dd^  +  (^  J|r  —  p)dv, 

dW  =  d{pv). 
Man  hat  also 

^  dv    ^    \    dd'        ^J    ^       dv 

Ist  nun  d"  die  Temperatur  des  Gases  am  Ende  des  Versuches  und 
^  +  ^  die  ani  Anfang  desselben,  so  dass  d  die  Temperaturänderung 
angiebt,  welche  bei  dem  Uebergange  des  Gases  aus  dem  Drucke  p  zu 
dem  Pi  stattfindet,  so  hat  man  ferner  d^  =  ddy  und  damit  wird 

dd'         ^  dv  dv 

Die  Gleichung  stammt  von  Jochm  ann-  her ,  der  auf  Grund  des 
Thomson- Joule 'sehen  Versuches  zuerst  eine  strenge  Ableitung  für 
die  absolute  Temperaturscala  gegeben  hat^). 

Nimmt  man  statt  v  und  d"  die  p  und  d"  als  Variabele,  so  folgt 

welcher  Gleichung  sich  Thomson  und  Joule  bedient  haben. 

^)  Beiträge  zur  Theorie  der  Gase,  erschienen  im  Programm  des  Köl- 
nischen Bealgymnasiums.  Berlin  1859  und  in  Schlömilch's  Zeitschrift  für 
Mathematik  and  Physik.  Bd.  5,  8.  24  bis  39  u.  96  bis  131.  Ich  citire  nach 
dem  Programm. 


Jodunann's  and  ThomBon'B  Berechnung.  7 

Beide  Gleichangen  sind,  wie  man  sieht,  Differentialgleichungen 
für  ^.  Da  man  ^  nicht  messen  kann ,  so  vermag  man  auch  nicht  die 
einzelnen  darin  enthaltenen  Grössen  als  Functionen  Yon  ^  anzugeben. 
Denkt  man  sicli  aber,  dass  die  absolute  Temperaturscala  nur  als 
Function  einer  conyentionellen  Temperaturscala  t  dargestellt  werden 
kann,  für  ^welche  die  Abhängigkeit  aller  Grössen  von  ihren  Angaben 
bekannt  ist,  nnd  beachtet,  dass 

dp  dp   dt       dv  dv   dt 

dd'~ltd^'    d^~TtW 

ist,  so  geben  die  beiden  Gleichungen  unter  5)  und  6)  über  in 
^x  Ä^^  W  T     ^*         d(pv)\ 

dt 


^«>       ^d^='äiv+^'^i]^y 

dt 

woraus  dann  durch  lutergration  ^  als  Function  von  t  folgen  würde,  da 

dp   dv  ^ 

man  c»,  c«,  -r-,  -71,  p,  pv,  0  als  Function  von  t  sollte  darstellen  können. 
at     at 

Definirt  man  z.  B.  t  durch  ein  Thermometer  nach  constantem  Volumen 

von  demselben  Gase,  auf  das  sich  die  hier  behandelten  Versuche  be- 

dp 
sieben,  so  ist  -7-  constant,  und  die  erste  Darstellung  lässt  bequem  die 

absolute  Temperatur  nach  einem  solchen  Thermometer  mit  constantem 
Volumen  ermitteln.  Aehnlich  würde  die  zweite  Darstellung  die  Messung 
der  absoluten  Temperatur  auf  ein  Thermometer  mit  constantem  Druck 
reduciren.  Jochmann  hat  auf  diese  Weise  die  erste  Gleichung  ver- 
wendet. Thomson  und  Joule  dagegen  nehmen  an,  dass  man  in  der 
Function,  welche  ö  von  der  absoluten  Temperatur  d"  abhängig  macht, 
diese  absolute  Temperatur  durch  den  Näherun gswerth  273,7  +  *  er- 
setzen darf.  Alsdann  wird  die  Gleichung  sofort  intergrabel.  Sie 
fanden  ans  ihren  Versuchen,  dass  die  Grösse  8  bis  zu  6  Atmosphären 
Anfangsdruck  proportional  ist  der  Druckdifferenz  jp  —  pi  des  Gases 
in  seinem  Anfangs-  und  Endzustande  und  wohl  bis  nahe  100^  um- 
gekehrt proportional  dem  Quadrate  von  273,7  +  i,  also  setzten  sie  ^) 

~  ^^  ""  ^'^273,7  +  0^' 
woselbst  d  eine  Constante  sein  soll. 


0  Sie  nahmen  den  absoluten  Nullpunkt  bei  — 273,7  an. 
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Hiernach  wäre 


^»^  ^1^  =  ^(^  +  '^^  (273,7%  oO' 

dt 

Die  Formel  für  d  stammt  eigentlich  in  etwas  anderer  Form  von  Ran- 
kine  her^).  Als  Function  der  absoluten  conyentionellen  Temperatur 
wäre  nach  ihm 

dd  _  J^  ^_1 

dp  ~  Jcp  (273,7  +  t)^' 

Thomson  und  Joule  nehmen   einfacher  -= —  constant  gleich  d  an. 

J  Cp 

Rechnet  man  aber  die  Thomson-Joule' sehen  Versuchsdaten  einmal 
nach  ihrer  Formel,  sodann  nach  der  von  Rankine,  so  findet  man, 
dass  letztere  auf  sie  besser  passt  wie  erstere.  Als  Beispiel  nehme  ich 
Kohlensäure.     Wir  haben  für  dieses  Gas 

nach  Regnaul 1 2):  Cp  =  0,1871  +  0,000272« 

nach  E.  Wiedemann^):  Cp  =  0,1961  +  0,000211  < 
und  damit  die  folgende  Zusammenstellung: 


1                                                                 dd 

dp 

t 

beobachtet 
0  0. 

berechnet 

m 

Cp  constant 

Cp  nach  Begnault 

Cp  nach  Wiedemann 

7,1 
35,6 
54,0 
95,5 

1,309 
1,020 
0,883 
0,643 

1,214    -  95 
1,002    —18 
0,892    +    9 
0,703    +60 

1,284       -  25 
1,014       —    6 
0,884       +    1 
0,660       -j- 17 

1.265      —44 
1,012       —    8 
0,885       +    2 
0,670       4-  27 

Aus  den  neben  die  berechneten  Zahlen  hingeschriebenen  Diffe- 
renzen derselben  gegen  die  beobachteten  erhellt  zunächst  freilich,  dass 
weder  die  Rankine 'sehe  noch  die  Thomson' sehe  Formel  die  Grösse 

dd  . 

—  in  ihrer  Abhängigkeit  von  der  Temperatur  darzustellen  im  Stande 

ist;  sie  zeigen  aber  unzweideutig,  dass  man  jedenfalls  besser  thut,  für 

dd 

—  die  Ran  kine 'sehe  Darstellung  beizubehalten.     Während  nun  aus 


')  Philosophical  Transactiona  1854,  8.  337. 

')  Belation  des  exp^riences,  Tome  II,  p.  128,  dort  ist  freilich  für  cp  eine 
quadratisohe  Gleichung  angesetzt,  die  obige  lineare  genügt  ebenso  gut. 
•)  Pogg.  Ann.,  Bd.  157,  8.  25. 
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der  T  ho  m  so  Haschen  Annahme  über  Cp  in  absoluter  Temperatur  folgt: 

woraus  sieb  dann  weiter  die  im  ersten  Bande,  Seite  368  unter  4)  mit- 
getheilte  Form  der  Zustandsgieichung  ergiebt,  liefert  die  Rankine'sche 
Annahme  die  an  der  gleichen  Stelle  unter  Rankine^s  Namen  bezeich- 
nete Beziehung^   3). 

Ich  will  nun  im  nachfolgenden,  wie  es  in  meiner  Dissertation  ge- 
schehen ist  —  da  das  Schicksal  von  Dissertationen  ist,  zu  verschwinden 
—  jedenfalls  unbeachtet  zu  bleiben  —  die  Rechnungen  für  die  Joch- 
mann^scfae  Formel  ausführen,  indem  ich  dabei  dem  Fortschritt  der 
Experimentalwissenschaft  entsprechend,  schärfere  Zahlenangaben  zu 
Grunde  lege  und  Vernachlässigungen,  die  Jochmann  eingeführt  hat, 
fallen  lasse.  Selbstverständlich  muss  ich  wegen  der  Einzelrechnungen 
auf  jene  Dissertation  verweisen. 

Es  soll  also  t  die  Temperaturangabe  eines  in  schmelzendem  Eis 
gefüllten  Gasthermometers  nach  constantem  Volumen  bedeuten.  Ist 
Po,  Pioo  ^^^  Druck  des  Gases  bei  0^  bezw.  100^  und  p  der  bei  der 
Temperatur  i^  so  giebt  diese  Definition  von  i 

"  - -^  {' + ^/") = "^^ + ">■ 


also  zunächst 


und 


dp  ^ 


pv  =  pqv(1  +  ßt). 


Die  Grösse  pQ  hängt  von  v  ab,  das  heisst  von  der  Dichte  des  Gases  im 
Gasthermometer,  und  nicht  minder  die  Grösse  /).  Die  Beziehungen,  zu 
denen  wir  gelangen,  müssen  also  für  unter  verschiedenem  Druck  ge- 
füllte Thermometer  verschieden  sein.  Femer  ist  zu  beachten,  dass  bei 
der  Anwendung  der  Joch  man  naschen  Formel  auf  die  Thomson- 
Joule 'sehen  Versuche  statt  t  zu  setzen  ist  ^  -|~  ^i  ^^^^^  ^  ^^^  End- 
temperatnr  bedeutet,  nach  alledem  wird 

-^  =  (1  +  ßt)-^+p,vßj-^^povt^- 

Der  Normaldruck  sei  P,  so  ist  nach  Thomson  und  Joule,  und 
sehr  angenähert  auch  nach  Eduard  Natanson  0 


^)  Wiedemann's  Annalen,  Bd.  31,  S.  502. 
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wo  b  nur  noch  von  der  Anfangstemperatur  abhängt,  somit  nach  einigen 
leichten  Reductionen 

Po_,dß'\ 

dd 
dv 


(o  +  ßt) 


Pdv   ^    P 


dl\ 

dv) 


1 


Alles  zusammen  ist  also 


—  (7c,  — i)o«/3)b 


(1  +  ßt) 


<iPo    ,   Po.  tiß 
Pdv  "^  P      dv 


dß- 


(,  j_  a^,  d(pov)  dß-] 


Das  Gasthermometer  sei  ein  Luftthermometer,  welches  unter  Normal- 
druck, wofür  V  =  V  sei,  gefallt  ist.  Aus  Regnault's  Beobachtungen 
über  die  Compressibilität  der  Luft,  wofür  drei  nach  verschiedenen 
Methoden  ausgeführte  Messungsreihen  vorliegen,  hat  man  zunächst 


V 

1 

1                                                       PV 

1 

1              1 

t 

2 

3 

Mittel 

2,58  71 

5,17  43 

10,34  85 

20,69  70 

1        0,997  79 
0,995  15 
0,991  48 

;        0,985  70 

0,998  48 
0,996  08 
0,991  82 
0,985  31 

0,999  45 
0,998  35 
0,995  31 
0,986  22 

'        0,998  57 
1        0,996  53 
'        0,992  87 
1        0,985  74 

Die  Mittelzahlen  lassen  sich  durch  eine  Interpolationsformel 

p^  =  1  —  0,000  882  30  (-7^0  +  0,000008  902  f—  —   iV 

ausgleichen,  welche  in  Einheiten  der  5.  Decimale  die  Differenzen 
+  6  —  5  —  34  +  34  übrig  lässt.  An  sich  sind  diese  Differenzen 
im  Yerhältniss  zu  den  Abweichungen  zwischen  den  einzelnen  Versuchs- 
reihen nicht  erheblich,  ihr  Gang  zusammengehalten  mit  dem  Gang  der 
Zahlen  selbst  kann  aber  nicht  befriedigen.  Für  den  vorliegenden 
Zweck  reicht  die  Formel  aus. 

Für  den  Spannungscoefficienten   der  Luft  habe  ich  aus  den  An- 
gaben Regnault's^)  als  wahrscheinlichste  Werthe  abgeleitet 


»)  1.  c,  S.  71. 


Nnmeriiohe  Formeln.  H 

V 
für  —  =  0,3421  1,0000  2,3709  4,8100 

ß    =  0,003654      0,003665       0,003681       0,003709 
und  daraus  die  Interpolationsformel 

/}  =  0,003  652  66  +  0,000  Ol2  50—  —  0,000000 16  (^V, 

welche  die  Beobachtungen  ganz  gut  wiedergiebt.  Regnault  hielt  eine 
lineare  Gleichung  für  ausreichend,  was  auch  bis  zu  einem  gewissen 
Grade  der  Fall  ist.  Es  wird  aber  die  Zustandsgleichung  der  Luft  in 
der  couTentionellen  Temperaturscala  eines  Luftthermometers  mit  con- 
stantem  Volumen 


T  =  »+'?+<^)*  +  'h"l+»(l)T 


woselbst 

a  =  +1,00089120  l  =  +0,003  655  92 

h  =  —0,000  90010  m  =  +0,000009  22 

c  =  +0,000008  90  n  =  —0,00000014 

V 

Für  —  =  20  z.  B.  und  für  t  =  100«  findet  man  hiernach  für 

V 

pv 

-p-p  den  Werth  1,3648.    Nach  dem  Boyle-Gay-Lussac'schen  Gesetz 

sollte  diese  Grösse  1,3665  sein,  das  Yerhältniss  beider  ist  0,99875, 
während  für  0^  dieses  Yerhältniss  0,986  45  wird.  Die  Abweichung 
▼om  Boyle-Gay-Lussac' sehen  Gesetz  ist  also  bei  100^  jedenfalls 
kleiner  als  bei  0^,  was  zu  erwarten  stand.  Gleichwohl  darf  die  obige 
Formel  selbstverständlich  nicht  weit  über  100^  ausgedehnt  werden. 

Für  die  Grösse  b,  die  Temperaturänderung  der  Luft  bei  dem 
adiabatischen  Uebergang  derselben  von  dem  Drucke  einer  Atmosphäre 
zu  dem  von  zwei  Atmosphären  in  dem  Thomson- Joule 'scben  Pro- 
cease,  ergeben  die  Versuche  von  Thomson  und  Joule  i) 

bei  t  =  7,70  26,80  53,70  93JO 

b  =  0,2720         0,3250         0,2040         0,1530 

Die  Zahlen  sind  Mittelwerthe  von  den  in  der  Tafel  I  in  der  unten 
citirten  Abhandlung  zusammengestellten  Versuchergebnissen ,  und  sie 
resultiren  aus  ziemlich  abweichenden  Einzelzahlen. 

Endlich  die  Grösse  c^,   von  der  wir  schon   wissen,  dass  sie  am 

besten  mit  Hülfe  von  Cp  aus  Cp  =  -r^  berechnet  wird.     Regnault 


^)  PhiloBophical  TraDsactioDB  1863,  p.  587. 
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giebt  für  Cp  bei  Atmospharendruck  die  Zahl  0,237  51 1),  E.  Wiede- 
m a n n  ^)  0,239 23.  Da  Regnault's  Zahl  wahrscheinlich  zu  klein 
ist^),  nehme  ich  das  Mittel  beider  Zahlen  0,238  37  (die  unter  18  bis  30 
verzeichneten  Versuche  Regnault^s  geben  0,23814,  was  mit  der 
obigen  Mittelzahl  fast  genau  übereinstimmt).  Eine  Abhängigkeit  der 
Cp  von  der  Temperatur  hat  bei  Luft  noch  nicht  festgestellt  werden 
können.  Die  Grösse  k  für  Luft  ist  nach  Wüllner  gleich  1,405  26 
bei  0^  und  gleich  1,402  89  bei  100^  danach  wäre  Cv  bei  0^  Temperatur 
0,169  62  und  bei  100°  gleich  0,16  991.  Also  wäre  c  mit  der  Tempe- 
ratur, wenn  auch  nur  sehr  wenig,  variabel. 

Die  Jochmann^sche  Formel  sollte  nur  für  ein  gewöhnliches  Luft- 
thermometer nach  constantem  Volumen  angewendet  werden,  es  ist 
dann  p  =  P^  v  =  F,  und  indem 

ß,  =  0,003  665,     ^  =  ^  +  ß, 

gesetzt  wird,  geht  diese  Formel  über  in 

q.^^^  1  ri./i._L_tw«  +  25  +  3c-f<a+2w+3n) 
^d^  =  J^^  +  ^.<  +  Sb i-ZTb^; 

+  5  +  2c  +  (w  +  2»)^]. 

Jochmann  hat  bei  Benutzung  dieser  Formel  eine  Reihe  von 
Vernachlässigungen  eingeführt,  die  nicht  unbedenklich  und  auch  nicht 
nöthig  sind.  Da  nämlich  l  -\-  m  +  n  =  ßi  und  a  +  h  -{-  c  =  1 
ist,  zieht  sich  die  obige  Formel  zu  der  für  Zahlenrechnung  sehr  be- 
quemen Gleichung  zusammen 

1   4-  ^h 
dt_  _  g  +  25  +  3c  +  (^  +  2w  +  Sn)t  __JPJ_ 

df^^  ß,  1— b^i 


v' 

-1-    pv 

dv 
dt/ 

1  —  b^i 

«=7 

Die  folgende  Zusammenstellung  enthält  nun  die  Rechnungselemente 
der  Jochmann^schen  Gleichung  nach  den  obigen  und  den  sonst  schon 
mitgetheilten  Zahlenangaben: 


^)  1.  c,  p.  108. 

')  Pogg.  Ann.,  Bd.  157,  S.  20. 

")  Yerg].  meine  Dissertation,  8.  18. 
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! 

1 

t 

dt 

PV 

/Jib 

berechnet 

ausgeglichen 

7,7 
26,8 
53,7 
93,7 

1,027  407 
1,097  579 
1,196  408 
1,343  367 

0,002  454  0 
0,002  121  2 
0.001  842  0 
0,001  382  5 

0.000  997 
0,000  863 
0,000  748 
0,000  560 

1,030  93 
1.100  86 
1,199  58 
1,345  97 

1,030  93 
1,100  91 
1,199  47 
1,346  03 

dt 
Die  ausgeglichenen  Werthe  der  Grösse  ßi  ^  ^  wurden  mit  Hülfe 

der  aus  den  berechneten  abgeleiteten  Interpolationsformel 
dt 


ßi» 


dd- 


1,002  717  +  0,003  663  94  < 


erhalten,  welche,  wie  die  Vergleichung  der  beiden  letzten  Spalten  zeigt, 
völlig  ausreicht.  Integrirt  man  diese  Gleichung  und  beachtet,  dass 
ß^  =  0,003  665  ist,  so  resultirt 

^  =  c(l  +  0,003  654  02  0^'^*^ 
Für  i  =  0  folgt  ^0  =  c,  für  t  =  100  aber  -^,00  =  c.  1,365  526 
und  indem  wir  ^100  —  -^o  =  100  setzen,  wird  c  =  ^0  =  273,5791  und 

^  =  273,5791(1  +  0,003  654  02  Qi'öo«" 
als  bestimmte  Gleichung  zwischen  d"  und  der  definirten  conventionellen 
Temperatur  t     Wie  sehr  aber  eine  Gleichung  dieser  Art  von  den  An- 
nahmen über   die  einzelnen   Zahlenwerthe   abhängig  ist,    sieht  man, 

wenn  man  z.  B.  für  —=•  nicht  das  Mittel  aller  Regnaul t' sehen  Ver- 
suche, sondern  die  in  einer  Versuchsreihe,  der  ersten,  gegebenen 
Werthe  ersetzt,  es  wird  dann 

d^  =  273,3944(1  +  0,003  653  55  0 ''^^^^ 
Der  erste  Factor  273,5791  bezw.  273,3944  giebt  den  absoluten 
Nullpunkt  in  der  betreffenden  Temperaturscala,  falls  die  Luft  sich  bis 
zu  dieser  Temperatur  so  verhält,  wie  nach  den  gegebenen  Formeln 
vorauszuberechnen  ist.  Der  Exponent  1,00029  bezw.  1,000  98  be- 
stimmt die  Abweichung  der  thermodynamischen  Temperaturgrade  von 
denen  des  festgesetzten  Thermometers.  Zahlenangaben  folgen  später. 
Die  entsprechende  Berechnung  lässt  sich  auch  noch  für  ein  Kohlen- 
säurethermometer ausführen,  welches  in  gleicher  Weise  definirt  ist. 
Doch  sind  hier  naturgemäss  die  Berechnungen  verwickelter,  dafür  aber 
freilich  auch  sicherer,  weil  kein  Gas  so  sorgfältig  untersucht  ist,  wie 
eben  Kohlensäure. 

Angaben  für  den  Spannungsooefficienten  ß  der  Kohlensäure  sind 
im  ersten  Bande,  Seite  387  und  folgende  enthalten.   Dort  sind  auch  die 
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Schwierigkeiten  angegeben,  welche  einer  analytischen  Darstellung  von  ß 
entgegenstehen.     In  meiner  Dissertation  habe  ich  die  Formel  abgeleitet 

.     ,  2.285 1 

^  ^  ^  +  0.00357  '-''^^  +  ' 

^  ~  274,5  ~2_  2,285  1  ' 


^  +  0,00357   2'*«' 


woraus  folgt 

V 


ßi  = 


^       ^  +  0,009671 


274,5   V         ^^^,„,^ 
~  —  0.004750 


Gleichungen,  die  noch  bis  zum  dreissigfachen  Betrage  der  Normaldichte 
ausreichen  dürften. 

Für  ^=:  ist  an  gleicher  Stelle  aus  der  zuverlässigsten  Versuchs- 
reihe Regnaul t's,  welche  ergeben  hatte 

für  —     =  2,606         5,212  10,424         20,848 

V 

„  ^^  =  0,9879   0,9702    0,9352    0,8643 

die  Formel  ermittelt 

1^  =  1  —  0,007554  (-^  —  l)  +  0,00007738  (^  —  lY. 

Da  es  sich  um  Anwendung  bei  niedrigen  Drucken  (eine  bis  zwei 
Atmosphären)  handelt,  sind  zur  Berechnung  dieser  Formel  nur  die  drei 
ersten  Zahlen  benutzt,  die  übrig  bleibenden  Fehler  betragen  —  2,  +7, 
—  5  Einheiten  der  vierten  Decimalstelle.     Es  wird  aber 

woselbst 

a  =  1,007  631 82       5  =  —  0,007  709  2       c  =  0,000  077  38 
A  =  0.009671  f*  =  —  0,004750 

ist.  Die  Formel  darf  vielleicht  von  1  bis  15  Atmosphären  Druck 
Anwendung  finden,  wenigstens  zur  Darstellung  eines  Theiles  der 
Regn  au  Haschen  Ermittelungen.  Amagat^s  Versuche  ein  zubeziehen, 
ist  hier  nicht  zulässig,  weil  es  sich  eben  nicht  um  hohe  Drucke  handelt, 


Berechnung  für  Kohlensäure.  15 

An drew*B  Versuche  durften  kaum  die  Genauigkeit  derRegnault'schen 

haben.     Warum    tou   den  Reg nault' sehen  Versuchen   ein  Theil  hat 

ausgeschlossen  werden  müssen,  ist  in  der  genannten  Dissertation  aus- 

V 
einandergesetzt.       Für  —  =  1  findet  man  aus  der  Formel 

^=  1  +  0,003695  76  ^ 

derSpannungscoefficient  für  Normaldichte  entspricht  hiernach  dem  von 
Magnus  ermittelten  Werthe.     Femer  ergiebt  sich  für  p  =  F,  dass 

^m  —  t^o    __  Q  37Q7^  Regnault  hat  experimentell  0,3710  gefunden, 

ro 
die  Uebereinatimmung  ist  also  eine  gute,  und  das  beruhigt  über  den 
Wcrth  der  Formel  für  unseren  Zweck. 

Die    Joch  mann' sehe   Gleichung    geht    nach    einigen    Zwischen- 
rechnungeu  über  in 

1   4-  h  '^^ 

^dt_  _   \_r t__  /i  +  A  A  — ^  \-|     "^  ^  pv 

d»  —    ß^^'^    274,5    Vi   +  ^  "   "^   (1  +  F)VJ       1  -  b/J,    ' 

woselbst 

a  =  a  +  2b  +  Sc=  +0,9924455 

ist  Bedeutende  Schwierigkeiten  bietet  die  Annahme  für  c«,  Joch- 
mann  hat  die  Grösse  constant  gesetzt,  was  aber  nicht  angeht,  da  Cp 
nach  allen  Beobachtungen  yariabel  mit  der  Temperatur  ist.  Für 
Atmosphärendmck  finde  ich  aus  Regnault's  Beobachtungen^) 

Cp  =  0,1871  +  0,000272  <,'* 

Eilhard  Wiedemann  giebt  die  Formel^) 

Cp  =  0,19608  -f-  0,00021U, 

von  der  obigen  bei  niedrigen  Temperaturen  sehr  stark  abweichend. 
Indessen  haben  Formeln  der  obigen  Art  überhaupt  nur  wenig  Werth. 
Die  Grösse  Cp  bedeutet  nämlich  die  specifische  Wärme  für  die  Tempe- 
ratur t\  als  solche  wird  sie  überhaupt  nicht  beobachtet,  sondern  aus 
der  beobachteten  mittleren  specifischen  Wärme  für  weite  Temperatur- 
interyalle  errechnet.  Eine  solche  Errechnung  kann  sich  nur  auf  eine 
bestimmte  Gleichung  stützen,  und  alles  hängt  also  davon  ab,  was  für 
eine  Gleichung  man  für  die  mittlere  specifische  Wärme  ansetzt.  So 
hat  E.  Wiedemann  für  diese  mittlere  specifische  Wärme  Vp  zwischen 
22»  und  1000,  26»  und  150«,  26»  und  200»  die  Werthe  erhalten  0,2088, 
Ü,2152,  0,2196,  welche  durch  eine  lineare  Function  a'  +  ^'  (^2  —  ^1) 
darstellbar  sind.  Sie  lassen  sich  aber  mit  auffkll ender  Genauigkeit 
aach  durch  diese  Function  darstellen 


^)  Belation  des  exp^rieDces,  tome  II,  p.  123  ff. 
»)  Pogg.  Ann..  Bd.  157,  8.  25. 
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h 
Co  =  a 


(274,5  +  t,)  (274,5  +  ^  ' 

wo  ti  —  ti  das  Temperaturinteryall,  für  welches  Cp  gelten  soll,  bedeutet, 
denn  die  Abweichungen  zwischen  Beobachtung  und  Rechnung  betragen 
kaum  eine  Einheit  der  vierten  Decimale,  wenn  man  a  =  0,257  2  2 
logb  =  3,73020  setzt.  Aus  dieser  Formel  aber  würde  mit  ti  =  O 
folgen 

dCpt  r^c^rr^r.  ^373 

^=^  =  "'^^^^^-(274.5  +  0» 
und  damit  ergiebt  sich  für  0»,  100«,  200« 

0^  =  0,1859  0,2189  0,2333, 

während  die  lineare  Formel  zu  den  Werthen  führt 

Cp  =  0,1961  0,2172  0,2383, 

die  von  jenen  sehr  stark  abweichen,  nämlich  um  die  Beträge  —  102, 
+  17,  — 50  in  Einheiten  der  vierten  Decimale.  Welche  Formel  an- 
zuwenden ist,  lässt  sich  nicht  sagen ;  keine  von  beiden  ist  eine  rationelle 
Formel,  ich  würde  die  hier  gegebene  vorgezogen  haben,  wenn  die 
Regnault^ sehen  Beobachtungen  sich  durch  sie  ebenfalls  darstellen 
Hessen,  was  aber  nicht  der  Fall  ist.  Unter  diesen  Umständen  sind 
alle  späteren  Berechnungen  sowohl  mit  Regnault's  als  mitE.  Wiede- 
raann's  Zahlen  geführt.  Die  specifische  Wärme  bei  constantem  Druck 
hängt  auch  von  der  Dichte  des  Gases  ab,  jedoch  nach  Regnault's 
Versuchen  anscheinend  nicht  in  nennenswerthem  Grade  innerhalb  der 
hier  in  Betracht  kommenden  Dichten. 

Für  ^  findet  Wüllner^)  bei  0»  bezw.  100»  die  Werthe   1,3113 

bezw.  1,2843.     Hiernach  ergiebt  sich 

Cv  =  0,1426  +  0,000247  <  mit  Regnault's  Gleichung  für  Cp 
c„  =  0,1489  +  0,000203 e  mit  Wiedemann's  Gleichung  für  Cp. 

Diese  specifische  Wärme  c^  scheint  ziemlich  erheblich  von  der  Gas- 
dichte abzuhängen,  denn  Jolly  giebt  als  Werthe  unter  Drucken  von 
10  bis  20  Atmosphären  für  Kohlensäure  0,165  77  +  0,2061 9,  wo  Q 
die  Dichte  bedeutet,  worauf  aucli  Bd.  I,  S.  461  hingewiesen  ist.  Auch 
dieses  kommt  jedoch  für  unseren  Fall  nicht  in  Betracht. 

Endlich  b  ist  wiederum  aus   den  Beobachtungen  von  Thomson 
und  Joule  entnommen,  welche  ergeben  für 

t  =  7,1  35,6  54,0  95,5 

b  =  1,309  1,020  0,883  0,642. 

Für  Kohlensäure  ist  noch  eine  sehr  sorgfältig  ausgeführte  Bestimmung 
der  Grösse  b  von  Eduard  Natanson  vorbanden^).      Leider  ist  bei 


*)  Lehrbuch  der  Experimentalphysik  1896,  Bd.  2,  8.  553. 
•)  Wiedemann'B  Ann.,  Bd.  31,  8.  502. 
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dieser  Bestimmang  Dur  auf  die  Abhängigkeit  yom  Drucke  geachtet 
worden,  dagegen  nicht  auf  die. gerade  f&r  ans  so  wichtige  Abhängig- 
keit Ton  der  Temperatur,  die  Bestimmung  ist  nur  bei  einer  Tempe* 
ratar,  gegen  20^,  ausgeführt  und  bleibt  daher  für  diese  Untersuchung 
fruchtlos. 

Mit  den  Thomson- Joule' sehen  Zahlen  für  b  und  allen  früheren 
Angaben  findet  man  nun 

Cv  nach  Wülloer-Wiedemann : 


llt 


PV 


/J,b 


dt_ 


berechnet     ausgeglichen 


7,1 
35,6 
54,0 
95,5 


7,1 
35,6 
54,0 
d5,5 


1,018  864 

I      1,124  908 

1,193  372 

1,347  788 


0,012  222  9       0,004  837  8    '        281,45 


0,012  693  8  I  0,003  769  7 
0,012  997  9  j  0,003  263  4 
0,013  683  5       0,002  376  4 


281,39 
309,48  I  309,54 
327,67  327,72 

368,76       ,        368,71 


Cv  nach  Wüllner-Regnault: 


1,018  864 
1,124  908 
1.193  372 
1,347  788 


.    0,011739  3 

I    0,012  3118 

0,012  6814 

0,013  515  0 


0,004  837  8 
0,003  769  7 
0,003  263  4 
0,002  376  4 

dt 


281,28 
309,37 
327,59 
368,72 


281,23 
309,42 
327,63 
868,68 


Die  ausgeglichenen  Werthe  für  d'  -r-g;    wurden    mit    Hülfe    der 


Gleichung : 
respective 


'^TS^  274,38  +  0,987  78« 
atr 

»  -A  =  274,20  +  0,98f)35< 


erhalten. 

Joch  mann   hat  andere  Interpolationsformeln  verwendet,  indem 
er^  =  a  +  ht  +  c^^  annahm  und  a^h,  c  mit  Hülfe   der  von  ihm 

berechneten  Werthe  für  -ö"  -js;  und  der  Bedingung  ^iqq  —  do  =  100 

bestimmte. 

Die  Integration  der  obigen  Gleichungen  ergiebt: 

^  =  273,831  (1  +  0,003  6000  0'»<>i288 
respective 

&  —  273,732  (1  4-  0,003  608  0  0*'<>*<^^7, 

Auch  diese  Gleichungen  sind  später  auszuwerthen,  bemerkenswerth 

Weinstein,  Thermodynamik.    II.  2 
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ist  aber  schon  jetzt,  wie  viel  erheblicher  der  Exponent  ist  als  bei  Luft, 
während  die  übrigen  Constanten  ganz  gut  mit  den  für  Luft  abgeleiteten 
übereinstimmen. 

65.    Thermokinetisohe  TemperaturBoala. 

In  einem  Aufsatz  „lieber  die  Bestimmung  der  absoluten  Tempe- 
ratur*' hat  Boltzmann  nachgewiesen,  dass  zur  Ermittelung  einer 
Scala  für  diese  Temperatur  immer  Grössen,  wie  specifische  Wärmen, 
Erwärmungen  bei  Gompression  u.  s.  f.,  erforderlich  sind,  mit  anderen 
Worten,  dass  Druck,  Volumen  und  conventionelle  Temperatur  hierzu  nicht 
ausreichen.  Das  betrifft  aber  nur  die  therm odynamische  Temperatur- 
scala  und  folgt  schon  eigentlich  aus  dem  Begriff  dieser  Scala,  man  sehe 
beispielsweise  die  Formeln  für  die  specifischen  Wärmen  auf  Seite  77 
des  ersten  Bandes.  Anders  verhält  es  sich  mit  der  thermokinetischen 
Temperaturscala,  für  diese  ist  eine  bestimmte  Definition,  ganz  unab- 
hängig von  Druck,  Volumen  u.  B.  f.  vorhanden;  tritt  die  thermokinetisohe 
Temperatur  in  der  Zustandsgieichung  mit  diesen  Grössen  in  Verbindung, 
so  muss  sie  sich  aus  dieser  Gleichung  berechnen  lassen,  wenn  die 
darin  enthaltenen  Constanten  bekannt  sind.  Letzteres  ist  allerdings 
nicht  der  Fall ,  man  kann  jedoch  auch  hier  zu  einer  Vcrgleichung  mit 
einer  conventioneilen  Temperaturscala  gelangen.  Dieses  habe  ich 
ebenfalls  in  meiner  Dissertation  dargethan  und  will  ich  hier  weiter 
entwickeln  und  genauer  durchführen. 

Der  erste  Versuch  hierzu  ist  auch  auf  diesem  Gebiete  von  William 
Thomson  gemacht  worden.  Sind  nämlich  die  Zustandsgieichungen 
in  der  absoluten,  bezw.  Conventionellen  Temperaturscala 

so  hat  man 

1)  ft  —  t=f—  <p. 

Thomson  nimmt  für  die  erste  Gleichung  an  i) 


pv 


=  ^»  +  s  +  i(c  +  §  +  |) 


und  bestimmt  die  Grössen  Ä,  B,  0,  D,  E  mit  Hülfe  der  Regnaul  ti- 
schen Untersuchungen  über  die  Compressibilität  der  Luft  bei  4,75^ 
und  seiner  eigenen  über  den  Uebergang  der  Luft  bei  17^  aus  einem 
höheren  Druck  zu  einem  niederen.  Inzwischen  hat  schon  Jochmann 
darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  die  Berechnung  nicht  zutre£Eend  sein 
kann,  da  nirgend  von  der  Definition  der  absoluten  Temperatur  Ge- 
brauch gemacht  ist^).     Ich  selbst  bin  in  folgender  Weise  verfahren. 


^)  Philosophlcal  TranBactions  1854,  p.  355  ff. 

')  Diesen  Einwand  scheint  Thomson  anerkannt  zu  haben,  da  er  später 
auf  diese  Methode  nicht  mehr  zurückgekommen  ist,  wenngleich  er  die  schöne 
Arbeit  Jochmann's  nirgend  erwähnt. 
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Zur  YergleichaDg   soll   wieder    ein   Gasthermometer   mit    constaDtem 
Volumen  dienen.  Die  Zustandsgleichung  nach  absoluter  Temperatur  sei 

2)  p{v  —  h)  =  KQ, 

votdbst  K  noch  eine  Function  von  v  und  ^  sein  kann.     Setzt  man 

8A' 

di- 


so wird 


^  {dp\  ^       j>(i  +y) 


\d»)p 
somit 

\dt)„  \dt)p 

Es  ist  also  die  Kenntniss  yon  y  als  Function  yon  9'  und  v  noth- 
wendig.  Nach  der  van  der  Waals'schen  Zustandsgleichung  (Bd.  I, 
S.  367,  Gleichung  I4)  ist 

a(r-b) 


somit 


^'  =  ^-   #.» 


dK  _ajp—h)      dK_ a_        2a(v  —  h) 


und 

öl)  y  = 


V  —  2b 
Nach  der  Gleichung  von  Clau  sius  wäre  (Bd.  I,  S.  367,  Gleichung  2) 

also  in  gleicher  Rechnung 

in  beiden  Fällen  ist  y  nur  Function  von  v,  nicht  aber  von  ^.  Die  von 
Battelli  erweiterte  Clau  sius*  sehe  Gleichung  (Bd.  1,8.368,  Gleichung?) 
giebt  den  viel  complicirteren  Werth: 

also  dasProduct  einer  Function  nach  '0'  und  einer  nach  t;,  Unabhängig- 
keit von  %"  tritt  nur  dann  ein,  wenn  ^  =  -4.  +  B%^f{v)  ist. 

2* 
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Für  Verhältnisse,  wie  wir  sie  hier  zu  betrachten  haben,  sind  h  und 
ß  gegen  v  zu  vernachlässigen.     Alsdann  ergiebt 

64)  die  van  der  Waals'sche  Gleichung:     y  =  1 

5.-,)  die  Clausius'sche  Gleichung:  y  =  2. 

Aus  der  Battelli'schen  Gleichung  lässt  sich  nichts  schliessen, 
da  der  Factor  nach  d"  alle  möglichen  Werthe  haben  zu  können  scheint. 
Sieht  man  von  der  Batte Hirschen  Gleichung  als  rationell  nicht  ab- 
leitbar ab,  so  bleiben  zunächst  nur  die  beiden  Werthe  y  =  1  oder 
y  ^=  2,  Da  die  Glausius^sche  Gleichung,  wie  wir  gesehen  (Bd.  I, 
Achtes  Capitel),  der  Erfahrung  viel  besser  entspricht  als  die  van  der 
Wa als 'sehe,  wird  man  geneigt  sein,  eher  y  =  2  als  y  =  1  anzu- 
setzen. Die  van  der  Wa  als 'sehe  Gleichung,  wie  sie  nach  dem 
Virialprincip  eigentlich  lauten  sollte  (Bd.  I,  S.  267,  Gleichung  l^), 
würde  geben 


und 
öe) 


av 


2bUid'  +  a(v  -^21) 

Unter  gleichen  Verhältnissen  und  für  nicht  zu  hohe  Temperaturen 
wäre  auch  in  diesem  Falle  y  =  1. 

Aus  der  in  diesem  Buche  abgeleiteten  wahrscheinlichsten  Zustands- 
gleichung  folgt 

/  3fc--6 


':  (7) 


-^i; 


Fl,  F^  sind  Functionen  von  ^,  möglicher  Weise  lineare.     Daraus  folgt 
für  constantes  k 

/  \8fc— 5  1  Iv 


Rh  /7k-b\](^\    ''  l   F,v    \   F,+F,v    ' 

\        V    \     4k     )j\vJ  '^  d      %v      '^  ^v         J' 

ein,  wie  man  sieht,  recht  complicirter  Ausdruck.     Auf  S,  479  und  480 

des  ersten  Bandes  habe  ich  gezeigt,  dass  die  von  (  — )  abhängen- 

den Stossglieder  immer  gering  sind  den  anderen  gegenüber;  ferner  ist 
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aacb  Rb  eine  kleine  Zahl,  lässt  man  dieses   alles  fort  und  auch  Pro- 
dncte  kleiner  Glieder,  so  bleibt 

—  L 


5s)  y  =    —/ II 


\d^   ^  d^  ) 


Jl^'^^_!-  +  ^'  +  ^^"^ 


3      ^r        '  -^r 


oder 


5.)  y  =  — 


>- -  *  G5  +  ^.5 '-) 


F)  ist  wabrsoheinlich  eine  negative  Grösse,  ebenso  bei  Gasen  wenigstens 
-^  4"     ,  c^  v     •  ,  somit  scheint  y  grösser  zu  sein  als  1 ,  wenn  auch, 

weil  F,t?     •    und  ("r^  "^   Ä;^'  ^     *  j  ^    klein    sein     dürften    gegen 

__  j_ 
Fl  -{-  F^v     ® ,  Yielleicht  nicht  yiel  von  1  verschieden. 

Da  nun  sowohl  die  van  der  Waals'sche  als  die  Glausius'sohe 
Gleichung  sich  als  Näherungsgleichnngen  unserer  Zustand sgleichung 
herausgestellt  haben,  und  die  Anwendung  dieser  Zustandsgieichung 
einstweilen  noch  ausgeschlossen  ist,  werde  ich  die  folgenden  Rech- 
nungen sowohl  mit  y  =  1  als  mit  y  ^=  2  ausführen.  Wir  haben 
dann  aber,  indem  wir  ein  Thermometer  voraussetzen,  welches  bei  einer 
Atmosphäre  Druck  gefüllt  ist,  wofür  v  gross  im  Yerhältniss  zu  h  ist: 

'^  dd"        dp        dv 

It         IT 

oder  nach  Clausius 

dt  _3p        2v 

^*>  ^U-J3^  dl' 

dt         dt 

Für  ein  Thermometer  mit  constantem  Volumen  ist 

7)  l>=Po  (1   +  ßf). 

also 

«Lp 

V  dv  l  -^  ßt  dpo  tdß 

dt  dt 
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und 


66.    Vergleiohmig   der   sbeoluten  TemperaturBoalen    mit  den 

oonventionellen. 

Indem  wir  wieder  alles  anf  Vq  =  V  beziehen  und  von  den  An- 
gaben des  voraufgehenden  Abschnittes  Gebrauch  machen,  wird  für 
Luft 

^  _  (a—c)  +  t(l^n)  _ 

d»  l  +  m  +  n        '     y  —  ^' 

^  dt        (a  — 5  — 3c)  +  ^(Z  — m  — 3n) 

d-ö-  7  +  w  +  n  ^     y        ^ 

und  mit  den  früher  (S.  11)  zusammengestellten  Zahlen 

^  =  272,981  (1  +  0,00365283  Oi»oo«**^  y  =  1, 
-e*  =  273,114  (1  +  0,003640  70  Ol'^*»®^  y  =  2. 

Für  Kohlensäure  ist  zunächst  (S.  15) 

ft  » |1  =  (.  + r)  (.  + ft .)-.[.  + ,^i;s  (fr?"  +  ^)} 

woselbst  noch 

a  =  a  +  2b  +  3c 

ist,  demnach  wird,  indem  wir  (S.  15) 

Ä  =  0,00369576,  «  =  0,992445.  ^  (l±i  «  +  J^-) 

=  0,00372086 
haben, 

-O-  =  272,319  (1  +  0,0036431  ty^^^^,  y  =  1, 
d-  =  274,060  (1  +  0,0035913  0^'®"^^  y  =  2. 

Nunmehr  berechne  ich  für  die  thermodynamische  wie  für  die 
thermokinetische  Scala  die  Abweichungen  der  Temperaturangaben  von 
denen  eines  Thermometers  aus  gleichem  Stofif  für  constantes  Volumen, 
für  alle  Temperaturen  zwischen  0  und  100^  von  10  zu  10^  und  erhalte 
in  Tausendtheilen  des  Grades 


30 
40 
50 
60 
70 
PO 
90 
100 


Almolute  Bcala  und  conventionelle. 
I.    Für  Luft: 
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t 

^  - 

-  (K  +  t) 

tliermody  n  aroische 
Scala 

thermokinetisohe  Scala 

•c. 

y=  1 

y  =  2 

0 
10 
20 

0 
0 
0 

0 

—  4 

—  6 

0 

—  7 

—  13 

8 
9 
10 
9 
8 
6 
3 
0 


—  16 

—  18 

—  19 

—  18 

—  15 

—  12 

—  6 
0 


IL    Für  Kohlensäure: 


^  -  (^0  +  0 


therraodynamische  Scala      |    tbermokinetische  Scala 


•c. 

Cp  Regnault 

Cp  Wiedemann 

y  =  1 

y  =  2 

0 

0 

0 

0 

0 

10          1 

—  15 

-18 

—  10 

—  20 

20 

—  26 

—  31 

—  17 

—  34 

30 

—  34 

—  40 

—  22 

—  45 

40          1 

—  40 

—  46 

-  25 

—  51 

50 

—  41 

-47 

-  26 

—  53 

60 

—  39 

-45 

-24 

—  50 

70          ! 

—  33 

—  39 

-  21 

—  43 

80 

—  25 

—  29 

—  16 

—  32 

90 

—  13 

—  16 

—    9 

—  18 

100 

0 

0 

0 

0 

lu  beiden  Fällen  giebt  das  betreffende  Gasthermometer  nach  con- 
stantem  Yolunien  höhere  conventionelle  Temperaturen  an  als  absolute; 
die  abgelesene  conventionelle  Temperatur  ist  also  zu  verringern, 
am  auf  absolute  Temperatur  zu  gelangen.  Femer  zeigt  sich,  dass 
f&r  Gastbermometer  der  hier  betrachteten  Art,  die  also  bei  0®C. 
Atmospbftren druck  aufweisen,  die  Reductiouszahlen  ziemlich  gering- 
fügig sind ,  sie  erreichen  bei  Luft  selbst  nach  der  grössten 
Schätzung    nur  etwa  0,02°   und    bei   Kohlensäure    nur  gegen  0,053^. 
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Wir  haben  Grund  anzaneHmen ,  dass  sie  bei  Wasserstoff  kaum  0,001 
erreichen  würden.     Die  Reductionen  steigen  rascher  an  als  sie  fallen. 
Bei  Luft   sind  die  Reductionen  für  die   thermokinetische  Scala    nach 
beiden   Annahmen  —  ob    nach    der    van  der  Waals^ sehen     oder 
nach    der   G 1  a  u  s  i  u  s  ^  sehen   Zustandsgieichung   —    grösser    als     die 
thermodynamische,  bei  Kohlensäure  jedoch  nach  der  einen  Annahme 
—   der  van  der   Waals' sehen   Gleichung    —    kleiner ,    nach     der 
anderen   —  der  Claus ius'schen  Gleichung  —  grösser    als   für    die 
thermodynamische.    Hieraus  kann  man  den  Schluss  ziehen,  dass  wahr- 
scheinlich die  thermokinetische  Scala  mit  der  thermodynamischen  über- 
einstimmt, die  Abweichungen  liegen  vermuthlich  an  der  Unsicherheit 
der  80  verschiedenen  Zahlenangaben.      Thomson   und  Joule  haben 
für  die  thermodynamische  Scala  unter  Zugrundelegung  anderer  Beob- 
achtungsergebnisse noch  viel  grössere  Reductionszahlen  aufLuftthermo- 
meter  erhalten  als  hier  für  die  thermokinetische ,  und  fast  so  grosse, 
wie  hier  für  Kohlensäure  abgeleitet  sind.     Viel  besser  ist  die  Ueber- 
einstimmung    der    verschiedenen    Reductionszahlen    für   Kohlensäure ; 
namentlich  gilt  dieses,  wenn  man  ;^  =  2  ansetzt.    Für  diese  Reductions- 
zahlen gewinnt  man    noch    eine    gewisse  Bestätigung    in   Folgendem. 
Chappuis^)  hat  den  Gang  eines  Wasserstoffthermometers    mit   dem 
eines  Kohlen  säure  therm  ometers,  beide  Thermometer  von  der  oben  be- 
zeichneten Art,  mit  äusserster  Sorgfalt    und  Genauigkeit  verglichen. 
Demnach    sind    die    scheinbaren  Temperaturdifferenzen   ts.  —  ^oo,   i" 
0,0010 

bei   0"      10«         20«^         SO'»         40»         50°         60»         70«         80*         90»         100» 
0      —25      —43—54—59—59      —53—43—31—16  0 

Da  die  Angaben  eines  Wasserstoffthermometers  von  denen  der 
absoluten  Scala  kaum  um  wenige  Tausendtheile  abweichen  werden, 
stellen  diese  Zahlen  fast  genau  die  Reductionen  auf  absolute  Tempe- 
ratur schon  vor.  Man  findet  nun  als  Abweichungen  gegen  die  vier 
oben  aufgeführten  Reduetionsreihen,  die  ich  von  links  nach  rechts 
mit  1,  2,  3,  4  bezeichnen  will, 

bei   0»  10»  20»        30»  40»         50»         60»         70»         80» 

1)     0  —10  —17—20  —19—18—14—10—6 

2)0  —    7  —12—14  —13—12—8      —4—2 

8)     0  —15  —26—32  —34     —33     —29      —22     —15 

4)0  —    5  —9—9  —8—6—3              O-j-l 

Namentlich  die  Uebereinstimmung  mit  der  für  y  =  2  gerechneten 
Reihe  4)  ist  eine  gute,  doch  steigen  in  allen  Fällen  die  beobachteten 
Reductionszahlen  rascher  an  als  die  berechneten. 

Für  Luft  besteht  eine  ähnliche  directe  Vergleichsreihe  nicht,  doch 
kann  man  zu  einer  solchen  über  Stickstoff  gelangen.   Die  Resultate  sind: 


90» 

100^ 

—  3 

0 

0 

0 

—  7 

0 

+  2 

0 

^)  Travaux  et  memoirs  da  Bureau  inteiiiational  des  poids  et  mesures, 
Bd.  VI. 
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bei  *  =  0°      10*       20®        30®         40®       50®      60®       70®       80®      90®     100" 

ist 

'h  — 'Luft  =  ^"^     —6     —10     —11     —10     —9     —5     —1     +2     +3       0 

Die  Abweichungen  gegen  die  Berechnung  für  die  absolute  Tempe- 
ratar  betragen  hiernach,  wenn  die  drei  mitgetheilten  Reductionsreihen 
mit  1),  2),  3)  bezeichnet  werden: 

0*    10*        20"         SO»  40®  50®  60®  70®  80®  90®  100" 

HO— 6— 10— 10  —9  —    8  —    4              0  +2  +3      0 

2J0— 2—    4—    3  —1  +1  +4  -1-7  4-8  +6      0 

3)    0+14-3+6  +8  +10  -|-13  +16  +14  +9      0 

Hier  ist  die  Uebereinstimmung  gerade  für  y  =  2  die  schlechteste, 
am  besten  passt  noch  die  Annahme  }/  =  1.  Die  Differenzen  sind  so 
gross,  wie  die  Reductionszahlen  selbst  und  systematisch. 

Erklaren  kann  ich  die  Abweichungen  nicht,  vieles  wird  an  den 
Redactionsformeln  liegen,  für  welche  rationelle  Annahmen  eben  nicht 
Torhanden  sind. 

Es  ist  im  höchsten  Grade  zu  bedauern,  dass  eine  so  wichtige 
Frage  wie  die  nach  der  absoluten  Temperatur,  selbst  für  den  gebräuch- 
lichsten Theil  der  Scala  mit  so  dürftigem  und  unsicherem  Material  be- 
bandelt werden  muss.  Ich  hielt  es  aber  für  zweckmässiger,  dem  Leser 
lieber  etwas  zu  bieten,  als  ihn  ganz  im  Dunkeln  zu  lassen. 

Zuletzt  noch  einige  Bemerkungen.  Wir  hatten  für  die  thermo- 
dynamische  Scala  (S.  12) 

__PV_ 
1  —^ßi 

und  andererseits  für  die  thermokinetische 

\(ltj„  \\dtjpl,.=r 

Stimmen  beide  Scalen  überein,  so  wäre  hiernach  (S.  13  u.  19), 
falb 


\\dt)pL=v 


gesetzt  wird, 


1  +  ^^ 
-I-    py 


"    1-bA 

voraus  y  zu  berechnen  wäre  durch 


=  (i  +  )')(i  +  /JiO  — yj/, 
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JCvt> 


1  + 


PV 


l  +  ßit-y\   1  -b/Si 


y-(i  +  ßit) 


Mit  den  Zahlenangaben  auf  S.  17  findet  man  hiernach  für  Kohlen- 
säure : 

t   =  7,1«        35,6         54.0  95,5 

y  =  1,89        1,83        1,84        1.93,     c^  nach  E.  Wiedemann 

y  =  1,79         1.77         1,79         1,90,     c^  nach  Begnault, 

Werthe,  die  mit  einander  auffallend  übereinstimmen  und  auch  einen 
Gang  mit  der  Temperatur  nicht  recht  erkennen  lassen.  Ihr  Mittel 
weicht  von  2  nur  wenig  ab.  Dabei  treten  diese  Werthe  als  Brüche 
kleiner  Zahlen  auf,  wodurch  die  guteUebereiustimmung  noch  auffallen- 
der wird.  Die  Annahme,  dass  y  constant  und  gleich  2  angenommen 
werden  darf,  bestätigt  sich  also  für  Kohlensäure  ganz  gut.  Doch  darf 
nicht  vergessen  werden,  dass  der  Nachweis  sich  auf  so  geringe  Drucke 
wie  1  bis  2  Atmosphären  und  so  hohe  Temperaturen  wie  die  von 
0  bis  100^  C.  bezieht.  Indessen  sahen  wir  ja  (Bd.  I,  S.  458),  dass  die 
Clausius'sche  Gleichung,  der  jener  Werth  von  y  für  geringe  Drucke 
entspricht,  ein  ziemlich  ausgedehntes  Geltungsbereich  hat.  Ent- 
sprechende Berechnungen  bei  grösseren  Dichten  auszuführen,  fehlen 
leider  die  Daten. 

Neuerdings  werden  von  der  Deutschen  Physikalisch  -  Technischen 
Reichsanstalt  Versuche  gemacht,  eine  absolute  Temperaturscala  auf 
Strahlungsvorgänge  zu  begründen.  Die  Theorie  solcher  Vorgänge  ist 
von  ClausiuB  begründet  und  von  Wien,  Planck,  Boltzmann, 
Lummer,  Pringsheim  und  anderen  Forschern  ausgebildet  worden, 
doch  wird  sie  praktisch  naturgemäss  wesentlich  für  hohe  Temperaturen 
Anwendung  finden  können. 
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Die  Flüssigkeiten. 


57.     "Die  ZuBtandsgleicliung  der  Flüssigkeiten. 

Angesichts  der  so  complicirteD  Annahmen,  die  wir  Qber  die  Be- 
schaffenbeit  der  Flüssigkeit  zu  machen  gezwungen  sind,  wäre  es  fast 
TerwTinderlicli ,  wenn  zur  Beschreibung  ihres  Zustandes  eine  einfache 
Gleichung  angegeben  werden  könnte.  Flüssigkeiten  sehen  wir  als  ein 
Gemisch  von  Molekeln  aller  möglichen  Constitution  an,  worunter  sich 
selbst  dampfförmige,  gasförmige  und  in  Atome  zerlegte  Molekeln  be- 
finden« Berücksichtigt  man  noch,  dass  das  Vcrhältniss  der  einzelnen 
Componenten  in  diesem  Gemisch  zu  einander  je  nach  dem  Zustand 
(der  Temperatur  und  der  Dichte)  in  sehr  weiten  Grenzen  wechselt,  so 
wird  man  eigentlich  um  eine  Definition  für  wirkliche  Flüssigkeiten 
überhaupt  in  Verlegenheit  sein.  Und  in  der  That  lässt  sich  eine  solche 
physikalisch  nicht  wohl  angeben,  und  wenn  man  eine  solche  angiebt, 
nicht  unter  allen  Umständen  aufrecht  erhalten,  namentlich  nicht  an 
den  Grenzübergängen  zur  Starrheit  einerseits  und  zur  Dampfförmigkeit 
andererseits.  Weiss  man  doch  noch  nicht  einmal,  welches  Molekular- 
gewicht den  Flüssigkeiten  zuzuschreiben  ist,  ob  nicht  z.  B.  die  Formel 
für  Wasser  bei  0»  eher  H3O4  lautet  als  HgO  (vergl.  S.  54). 

Dementsprechend  ist  auch  noch  keine  Zustandsgleichung  bekannt, 
welche  den  Flüssigkeiten  rationell  zugeschrieben  werden  könnte.  Die 
Tan  der  Wa als* sehe  ist,  wie  wir  bereits  wissen  und  wie  aus  dem 
Folgenden  noch  schärfer  erhellen  wird,  keine  solche  Gleichung.  Nur 
um  eine  Anpassung  innerhalb  eines  mehr  oder  minder  engen  Zustands- 
interralls  kann  es  sich  handeln.  Es  sei  an  das  berühmteste  Beispiel 
der  isopiestischen  Zustandsgleichung  des  Wassers  erinnert.  Unzählige 
Versuche  sind  gemacht  worden,  die  Ausdehnung  des  Wassers  unter 
coDstantem  Druck  durch  die  Wärme  analytisch  durch  eine  Formel 
darzustellen,  aber  selbst  für  das  Intervall  0  bis  100^  sind  bis  zu  fünf 
rerschiedenen  Gleichungen  aufgestellt,  deren  jede  nur  für  einen  Ab- 
schnitt dieses  Intervalls  gilt. 
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Es  kann  sich  daher  im  Folgenden  nur  um  eine  gewisse  Uebersicht 
handeln. 

Gelten  die  Zustandsgieichungen  des  Virialprincips  auch  für  Flüssig- 
keiten ohne  Rücksicht  auf  deren  Zusammensetzung  aus  so  heterogenen 
Molekeln,  so  sollte  nach  yan  der  Waals  der  Druck  proportional  der 
Temperatur  sein.  Es  betragen  nun  nach  Amagat*s  Versuchen,  die 
wohl  die  ausgedehntesten  sind,  über  welche  die  Wissenschaft  verfügt  ^), 
für  je  10^  G.  die  Druckzunahmen  ^jp  in  Atmosphären  für 

1.    Aether. 


0  bis 

10  bis 

20  bis 

30  bis 

40  bis 

50  bis 

60  bis 

70  bis 

80  bis 

90  bis 

V 

100 

20« 

30^ 
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SO» 

60^ 

70« 

80° 

90« 

100*» 

Jp 

1,000 

100 

99 

99 

97 

97  '   95 

96 

94 

92 

92 

0,990 

105 

104 

103 

101 

100 

99 

98 

97 

— 

— 
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104 
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102 

102 

— 

— 
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112 
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110 

109 

109 

109 

106 

— 

— 

— 

0,960 

117 

115 

114 
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114 

— 

— 

— 

— 
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119 
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1  

— 

— 

— 

— 

0,940 

126 

124 

124 

— 

— 

— 

— 

— 

— 

— 

In  allen  Reihen  nimmt  also   die  Druckzunahme  mit  wachsender 
Temperatur  ab,  wenn  auch  freilich  nicht  sehr  bedeutend. 

2.    Wasser. 


0  bis 
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20  bis 
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32 

58 

79 
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32 

59 

79 
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83 
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80 
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— 
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34 

61 

82 
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38 

62 

84 
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— 
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29 

55 
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61 
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45 

67 

89 
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— 

~" 

— 

— 

Wasser  verhalt  sich  hiernach  ganz  anders  als  Aether;  nicht   nur 
wächst  hier  der  Spannungsunterschied  für  gleiche  Temperaturintervalle 


Annales  de  cbimie  et  de  physique  1893,  Tome  29,  p.  514. 
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mit  wachsender  Temperatur  an,  statt  wie  beim  Aether  abzunehmen, 
sondern  das  Anwachsen  ist  auch  sehr  bedeutend.  Hier  genQgt  also 
eine  lineare  Abhängigkeit  des  Druckes  von  der  Temperatur  ganz  gewiss 
nicht  Aethylalkohol  scheint  sich  ähnlich  wie  Wasser  zu  verhalten, 
wenn  auch  die  Zunahme  des  Spannungsunterschiedes  nur  sehr  gering  ist, 
bei  Methylalkohol  und  Schwefelkohlenstoff,  die  freilich  nur  zwischen  0^ 
und  39^  bezw.  49^  untersucht  sind,  kann  dieConstanz  des  Spannungs- 
nnterschiedes  für  gleiche  Temperaturintervalle  angenommen  werden. 
Aber  die  ganz  enormen  Aenderungen  bei  Wasser  genügen  schon ,  die 
Unzulänglichkeit  der  van  der  W aal s^ sehen  und  aller  ähnlich  gebauten 
Gleichungen  darzuthnn. 

Die  Clan  sin 8 'sehe  Gleichung  giebt  als  Isotherme 

1)      p  =  A»  +  ^. 

Diese  schliesst  sich  den  obigen  Zahlen  annähernd  an;  doch  kann 
man  die  Zahlen  auch  mit  dieser  nicht  hinreichend  darstellen,  es  bleiben 
Differenzen,  die  bis  zu  10  Proc.  gehen  und  anscheinend  viel  grösser  sind, 
als  die  möglichen  Beobachtungsfehler,  wenn  man  auch  letztere  nicht 
zu  gering  schätzen  darf.  Die  Differenz  scheint  systematisch  zu  sein; 
stimmen  die  berechneten  Zahlen  mit  den  beobachteten  an  den  £nden 
der  Reihe  überein ,  so  sind  die  berechneten  mittleren  Zahlen  gegen  die 
beobachteten  zu  klein. 

Gleicht  man  beispielsweise  die  erste  Reihe,  für  eine  Dichte  gleich  1, 
nach  dieser  Formel  vollständig  aus,  so  wird  A  =  37 7,5 1 ,  JB  =  — 28  383  800 
und  die  Differenzen  gegen  die  beobachteten  Zahlen  betragen 

+  7,4;    +  3,2;   -^0,2;   —  0,8;   —  4,2;    -  9,4;    +  2,0;    +  0,1; 

+  1,0;   +  0,9. 

Den  £indruck  jedoch  gewinnt  man,  dass  die  Formel  physikalisch 
selbst  für  "Wasser  zulässig  ist,  und  das  will  schon  viel  sagen,  da  Wasser 
offenbar  einen  ganz  extremen  Fall  bildet.  Die  Grösse  B  ergiebt  sich 
in  diesem  Fall  als  negativ,  wie  die  Clausius'sche  Formel  verlangt 
(vergl.  jedoch  Seite  38,  wo  sich  das  Gegentheil  ergeben  wird),  bei 
Aetber  wäre  B  im  Gegentheil  positiv,  was  der  Clausius' sehen 
Gleichung  nicht  entsprechen  würde. 

Die  hier  abgeleitete  Zustandsgleichung  ergiebt  für  den  Spannungs- 
coefficienten  gleichfalls  eine  Abhängigkeit  von  der  Temperatur.  Wir 
bätten  (Bd.  I,  S.  482,  am  Ende) 

8fc  — 6 
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Die  Grösse  k  wird  für  Wasser  bei  0^  za  1   angegeben,  bei    lOO^ 

3^  —  6                          1  1 

dürfte  sie  1,25  betragen,  also  liegt  — —r —  zwischen  — — -  nnd  -—* 

Somit  haben  wir  für  -ö"  **     Werthe  zwischen  0,065  und  0,246,    der 
erste  Factor  des  zweiten  Gliedes  wächst  also  von  0  bis  100^  auf  den 

etwa  vierfachen  Betrag.    Im  zweiten  Factor  liegt  — —t —  zwischen  +  — 

3  dk 

und  -| — -,  auch  dieses  Glied  wächst;  ^-3;  ist  positiv  und  wächst  sehr 

wahrscheinlich  mit  d'^  denn  bei  25 ^  ist  X;  =  1,010,  bei  50^  bereits 

1,036,  bei  100^  aber  1,25;  logd'  wächst  ebenfalls;  —rz  nimmt  freilich 

4Ä^ 

5 

von  1,25  bis  0,8  ab;  ebenso  -rr^^^ogd'  von  etwa  1900  bis  1770;   da 

4  K 

dk 
indessen  ^  nur  etwa  0,0006  beträgt,   fällt  das  ganze  zweite  Glied 

unter  normalen  Verhältnissen  nur  sehr  wenig  ins  Gewicht,  im  Ganzen 

wird  also  der  zweite  Factor  mit  wachsendem  O  zunehmen,  also  jeden- 

dFi  dF.2 

falls  das  ganze  mit  Eh  multiplicirte  Glied.     Von  -^  und  -^^  wissen 

wir  nicht,  ob  sie  constant  sind,  wachsen  oder  abnehmen«  Da  ^1,  JF^ 
mit  wachsendem  d"  fallende  Functionen  sind,  könnte  man  sie  ganz 

gut  auch  durch  Functionen  A  +  ^  dargestellt  denken,  dann  würden 

die  Differentialquotienten  der  F  mit  wachsendem  d"  abnehmen.  Ent- 
scheidung lässt  sich  leider  nicht  treffen,  so  lange  diese  wichtigen  Grössen 
unbekannt  sind,  was  um  so  bedauerlicher  ist,  als  gerade  von  diesen 
Functionen  die  Abhängigkeit  von  der  Temperatur  wesentlich  bedingt  ist. 
Jedenfalls  ist  aber  in  der  Formel  nichts  enthalten,  was  der  Erfahrung 
widerspricht,  wir  werden  sogar  sehen,  dass  die  Annahme  von  Abhängig- 

7? 
keiten  nach  Art  der  Functionen  Ä  -{-  -^  durchaus  plausibel  ist. 

Der  Spannungscoefficient  hängt  augenscheinlich  auch  von  der 
Dichte  der  Flüssigkeit  ab,  beim  Aether  wie  beim  Wasser  und  ebenso 
bei  anderen  Flüssigkeiten  nimmt  er  mit  wachsender  Dichte  zu.  Diese 
Zunahme  ist  ihrerseits  eine  Function  der  Temperatur,  was  vornehmlich 
beim  Wasser  hervortritt,  woselbst  die  Zunahme  mit  wachsender  Tem- 
peratur geringer  wird.  Ich  habe  für  Wasser  die  Constanten  Ä^  B  der 
Claus  i  US 'sehen  Formel  für  mehrere  Dichten  durch  Ausgleichung  be- 
rechnet und  gebe  nebenstehend  die  Werthe  (siehe  nächste  Seite). 

Die  A  schwanken,  wie  man  sieht,  hin  und  her,  bei  den  B  besteht 
die  Tendenz,  mit  abnehmendem  v  ebenfalls  abzunehmen.  Nach  Clau- 
sius  sollte  A  mit  abnehmendem  v  wachsen,  ebenso  B,  denn  es  ist  A 


Prüfang  der  Formeln. 
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17 

Ä 

B 

1,0000 

+  377,5 

—  28  383  800 

9985 

1       390,3 

29  539  300 
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9900 
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9800 
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28  160  600 

9700 
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—  26  039  100 
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und  B  proportional 


Amagat's    Ver- 


gache  an  Wasser  widersprechen  also  der  Claus  ins 'sehen  Formel  min- 
destens für  das  von  ^~   abhängige  Glied,   doch   ist  freilich  der 

Unterschied  zwischen  dem  kleinsten  v  und  dem  grössten  zu  gering, 
um  sicli  bei  so  unsicheren  Ausgleichungsrechnungen  mit  Sicherheit  be- 
merkbar zu  machen.  Wahrscheinlich  ergiebt  sich  darum  A  fast 
const&nt,  während  die  nicht  unerhebliche  Abnahme  von  B  darauf  hin- 
deutet, dass  die  Glausius'sche  Gleichung  hinsichtlich  ihrer  Ab- 
hängigkeit Yom  Volumen,  bei  Flüssigkeiten  wenigstens,  nicht  ganz  hin- 
reicht.   In  unserer  Formel  ist,  wenn  für  die  F  Functionen  der  Form 

A  -\-  —  angenommen  werden  und  wenn  man  von  dem  unbedeutenden 

Stossgliede  absieht,  die  Grösse  B  als  Function  von  v  von   der  Form 

fl  +  &t?    * 

2 :  diese  aber  kann  mit  wachsendem  v  auch  abnehmen,  da  der 

Differentialquotient  nach  v  von  dieser  Grösse  offenbar  je  nach  den 
Werthen  von  a,  h  und  v  positiv  oder  negativ  sein  kann.  Unsere 
Formel  präjudicirt  also  in  dieser  Beziehung  nichts,  Ä  müsste  selbst- 
verständlich auch  nach  dieser  Formel  mit  abnehmendem  v  wachsen. 

Die  Abnahme  der  Variabilität  mit  wachsendem  d"  erklärt  sich 
nach  beiden  Formeln  gleich  gut. 

Für  die  Ausdehnung  der  Flüssigkeiten  liegen  unzählige  Versuchs- 
reihen vor,  die  meisten  bei  gewöhnlichem  Druck.  Zur  analytischen 
Darstellung  hat  man  vorzüglich  Potenzreihen  nach  der  Temperatur 
angewendet  und  solche  Reihen  genügen  in  der  That  in  sehr  vielen 
Fällen.  £in  classisches  Beispiel  hierfür  ist  die  Ausdehnung  des  Queck- 
silbers nach  Regnault's  Versuchen,  für  welche  auch  WüUner's^) 
strenge  Durchrechnung  eine  Formel 

3)  a  =  a  +  bd'  +  c»^ 


*)  Lehrbuch  der  Physik,  Bd.  2,  S.  76. 
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ergiebt,  worin  cc  die  mittlere  Ausdehnung  von  d'o  bis  d"  bedeutet  und 
a,  h  und  c  Constanten  sind,  was  um  so  bemerkenswerther  ist,  als  es 
sich  um  ein  so  weites  Intervall  wie  0^  G,  bis  300^  C.  handelt.  Denn 
die  Differenzen  gegen  die  beobachteten  Werthe  sind  (nach  Zeichen  und 
Grösse)  regellos  genug  vertheilt  und  erreichen  höchstens  einige  Tausend- 
theile  der  ganzen  betreffenden  Zahl. 

Der  wahre  AusdehnungscoefQcient  wäre  dann 

4)  (ll)  =  ^  («<^)  =  a  +  2b»  +  3cd«  +  .  .  . 

In  anderen  Fällen  gilt  eine  Formel  dieser  Art,  wenn  man  nicht 
die  Constanten  ins  Ungemessene  vermehren  will,  nicht.  Man  hat 
darum  auch  andere  Darstellungen  in  Vorschlag  gebracht.  Avenarius 
z.  B.  setzt 

5)  V  =  v'  +  hlogid"  —  -e-), 

woselbst  V*  das  kritische  Volumen ,  ^'  die  kritische  Temperatur  und  h 
eine  Constante  sein  soll.     Mendeleef's  Formel  ist 


6) 


1 


1  +  hd- 


Beide  genügen  in  vielen  Fällen. 

Eine  merkwürdige  Formel  hat  de  Heen  ^)  vorgeschlagen,  nämlich 

woselbst  a  und  m  Constanten  sind.  In  der  Regel  soll  man  m  =  2,333 
nehmen  können,  de  Heen^)  giebt  auch  eine  Art  theoretischer  Ableitung 
für  seine  Formel,  die  darauf  beruht,  dass  erstens  die  Grösse  jST,  die 
als  innerer  Druck  aufgefasst  werden  kann  (Bd.  I,  S.  373),  proportional 
ist  dem  Quadrat  der  Dichte,  und  zweitens  in  erster  Näherung  gleichen 
Zunahmen  der  Temperatur  gleiche  Ausdehnungsarbeit  entspricht.  Es 
müsse  also  sein 

und  da  iT  =  — —  ist,  folge  auch,  wenn  man  (K)  als  constant  ansieht, 
die  Gleichung 

»)  II = «... 

also  mit  m  =  2.  In  der  That  soll  auch  die  Erfahrung  für  m  zu 
Werthen  in  der  Nähe  von  2  führen,  wenigstens  in  einiger  Entfernung 


*)  De  Heen  la  chaleur,  p.  163. 
*)  1.  c,  p.  165. 
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Ton  dem  Siedepunkte.  In  der  Regel  freilich  soll  m  za  2,333  anza- 
nehmen  sein.  Die  Vergleichszablen,  welche  de  Heen  in  seinem  Werke 
La  chaleur  gegeben  hat,  scheinen  die  Formel  gut  zu  bestätigen.  Frei- 
lich fehlt  dabei  der  Prüfstein  aller  solcher  Formeln,  die  Yergleichung 
für  Wasser,  de  Heen  hat  seiner  Formel  noch  etwas  grössere  Strenge 
verliehen;  eine  genauere  Rechnung  giebt  ihm 


10) 


cv 


—  =  (a  +  l>^)t;'\ 

Cv 


welche  an  Quecksilber  mit  hinreichendem  Erfolg  geprüft  wird,  indem 
wie  in  allen  anderen  Fällen  m  =  2,333  gesetzt  wird.  Dehnt  sich  die 
Flüssigkeit  unter  einem  Drucke  i^n  i>2t  •  •  •  ft^s,  so  setzt  de  Heen  aus 
gleichen  Gründen 


const  =  Ä. 


Daraus  zieht  er  den  Schluss,  dass  der  Ausdehnungscoefficient  um 
60  weniger  mit  der  Temperatur  variirt,  je  höher  der  Druck  ist,  und 
das  entspricht  in  der  That  den  Versuchen   von  Amagat^).     So   ist 

nach  letzterem  die  Grösse  —  r-r  in  Einheiten  der  6.  Decimale  für 

A  e  t  h  e  r  : 


Druck 

in 

Atmosphären 


0  bis 
20* 


20  bis 
40® 


40  bis 
60* 


60  bis 
80« 


80  bis 
100<> 


100  bis  ' 
138*'     I 


138  bis 

les«* 


50 

1511 

1687 

1779 

1947 

2112 

__ 

__ 

100 

1445 

1523 

1649 

1782 

1904 

— 

— 

200 

1319 

1390 

1469 

1522 

1614 

1749 

2156 

300 

1235 

1271 

1333 

1366 

1418 

1502 

1694 

400 

1153 

1193 

1225 

1250 

1305 

1327 

1436 

500 

1094 

1117 

1143 

1157 

1175 

1216 

1278 

600 

1045 

1060 

1074 

1086 

1098 

1115 

1165 

700 

999 

1006 

1027 

1032 

1026 

1040 

1078 

800 

958 

961 

985 

981 

962 

983 

1008 

900 

926 

931 

940 

926 

928 

923 

946 

1000 

900 

900 

905 

894 

888 

880 

890 

(Für  Wasser  siehe  nächste  Seite.) 

Hieraus  ergiebt  sich  das  obige  Gesetz  allerdings,  da  es  selbst  für 

I  cv 

—  :r--  gilt  und  sich  auch  für  andere  Flüssigkeiten,  wie  Alkohol,  be- 

V   Cv 


')  1.  c. 

Weinstein,  Thennod/nainik. 
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Wasser. 


Druck 

in  Atmo- 
sphären 


0  bis   10  bis 
10"   I    20® 


20  bis  1 30  bis  40  bis 
30®        40®       50° 


50  bis  60  bis 
60®      70^ 


70  bis  80  bis 
80«      90® 


90  bis 
100® 


100  biB 
198® 


U&Jp 


1 

100 
200 
300 
400 
500 
600 
700 
800 
900 
1000 


14 

43 

72 

98 

123 

149 

169 

192 

213 

229 


149 

257 

334 

422 

490 

556 

165 

265 

345 

422 

485 

548 

183 

276 

350 

426 

480 

439 

205 

286 

357 

423 

481 

528 

221 

298 

363 

429 

478 

527 

236 

306 

370 

429 

482 

523 

250 

319 

372 

429 

484 

520  1 

262 

326 

377 

434 

478 

523  1 

272 

339 

378 

438 

480 

518  1 

289 

338 

389 

437 

479 

514 

1 

343 

396 

437 

474 

512 

— 

— 

600 

__ 



590 

641 

682 

575 

626 

673 

566 

611 

661 

557 

605 

650 

550 

598 

637 

546 

595 

630 

550 

584 

621 

554 

581 

610 

109 
105 
102 
99 
96 
93 
91 
88 
86 
84 


stätigt  findet.  Zweifellos  ist  den  de  Hee naschen  Speculationen  und 
Ergebnissen  ein  gewisser  Werth  nicht  abzusprechen.  Ich  werde  spater 
selbst  noch  eine  annähernde  Bestätigung  beibringen,  aber  mehr  als 
einen  Näherungswerth  wird  in  ibnen  de  Heen  selbst  nicht  sehen. 
Für  Wasser  insbesondere  hat  die  Darstellung  der  thermischen 
Ausdehnung  grosse  Schwierigkeiten  bereitet.  Potenzreihen  genügen 
nicht  recht.     Mendeleef  giebt  die  Gleichung  ^) 


12) 


V 


^(t  —  4)2 


(94,1  4-  i)  (703,5  —  t)l,9 

Sie  gilt  für  Atmosphären  druck,  woselbst  das  Dichtemaximum  sehr 
nahe  bei  4^  C.  liegt,  bei  steigendem  Druck  fällt  die  Temperatur  des 
Dichtemaximums.  So  beträgt  sie  nach  Amagat  bei  etwa  42  Atmo- 
sphären 3,3^  bei  93  Atmosphären  2,2^  bei  145  Atmosphären  0,6^  und 
Yor  3000  Atmosphären  bereits  ist  das  Dichtemaxiroum  überhaupt  ver- 
schwunden. Berechnet  man  mit  der  Mendeleef'schen  Formel  die 
Dichte  für  100®  C,  so  findet  sich  0,95859,  während  nach  der  be- 
kannten Kos setti'schen  Tabelle  diese  Dichte  0,95886  sein  sollte,  der 
Unterschied  ist  nicht  unbedeutend.  Thiesen^)  benutzt  als  Formel 
J_  _  (f  —  3,98)2  t  +  283 
V   ~  "503  570 


13) 


t  -f  67,26' 

giebt  jedoch  selbst  an,  dass  sie  sich  wesentlich  dem  in  der  betreffenden 
Veröffentlichung  allein  in  Frage  kommenden  Temperaturintervall  0^ 
bis  40®  anschliesst;  die   grösste  Abweichung  zwischen  den  in    diesem 

^)  Beiblätter,  Bd.  15,  8.  758. 

')  Wissenschaftliche  Abhandlungen  der  Physikalisoh-Technischen  Reichs- 
anstalt, Bd.  m,  B.  67. 
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Interrall  von  ihm  und  anderen  (Scheel  und  Diesselhorst)  beobach- 
teten and  berechneten  Zahlen  beträgt  noch  keine  Einheit  der  sechsten 
Deci malstelle.  Bei  100^  dagegen  würde  die  Abweichung  mehrere  Ein- 
heiten der  vierten  Decimalstelle  betragen,  ungefähr  wie  bei  der  Men- 
deleef  sehen  Formel,  mit  der  sie  die  Zahl  der  Constanten  gemein  hat. 
Für  Quecksilber  endlich  hat  Bosscha^) 

14)  V   =    t;,e0.r00l80  77« 

gesetzt  und  damit  bis  zu  etwa  260°  Regnault's  Beobachtungen  hin- 
reichend genau  dargestellt,  was  um  so  bemerken swerth er  ist,  als  sie 
nur  eine  einzige  Constante  enthält.  L.  Le  v  y  ^)  hat  in  einer  bemerkens- 
werthen  Dissertation  als  Formel  eine  Potenzreihe  gewählt. 

Die  Gleichungen,  welche  aus  dem  Virialprincip  folgen,  geben  keine 
bequeme  Darstellung  für  v  als  Function  von  p  und  ^,  Wir  sahen 
jedoch  bereits  im  ersten  Bande,  dass  alle  diese  Gleichungen  hinsicht- 
lich der  Abhängigkeit  der  Ausdehnung  von  der  Temperatur  der  Er- 
fahrung entsprechen  können,  denn  wie  bei  den  Gasen  steigt  die  rela- 
tive Ausdehnung  auch  bei  den  Flüssigkeiten  zuerst  mit  wachsender 
Temperatur,  dieses  lehren  die  beiden  oben  mitgeth eilten  Tabellen  ohne 
Weiteres.  Ein  späteres  Abnehmen  der  relativen  Ausdehnung  mit  wach- 
sender Temperatur,  wie  solche  sich  bei  den  Gasen  findet,  ist  bei  den 
Flüssigkeiten  anscheinend  nicht  vorhanden,  was  auch  leicht  verständ- 
lich ist.  Nach  Seite  401  des  ersten  Bandes  würde  hiernach  die  van  der 
Waals'sche  Formel  verlangen,  dass  v  nicht  grösser  sein  darf  als  3&, 
das  heisst  als  das  kritische  Volumen.  Also  bis  zum  kritischen  Zustande 
soll  ein  stetes  Ansteigen  der  relativen  Ausdehnung  stattfinden.  Bei  der 
Clausius' sehen  Gleichung  findet  das  nämliche  statt  (Bd.  I,  S.  404). 
Die  hier  abgeleitete  Formel  kann  man  streng  nicht  prüfen,  weil  die 
Abhängigkeit  des  Ic  von  %'  bei  den  Flüssigkeiten  fast  gänzlich  unbekannt 
ist.  Sieht  man  von  einer  solchen  Abhängigkeit,  die  wohl  auch  nur 
geringfügig  sein  muss,  ab,  so  bleibt 

8fc-~6  _i 


+i 


i?2  3      t;2      +^^t;2     4A; 


'0 


f2      ^       v^     ^k     \v) 


*)  Poggendorff  8  Ann.,  Ergänzungsband  5. 
^)  Dissertation,  Halle  1881. 
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oder  unter  Vernachlässigung  der  Stossglieder  überhaupt 

/dl\    .    8F,  _i\  1 


16) 


J^  gt; 


Diese  Gleichung  präjudicirt  nichts  in  Bezug  auf  —  rr-^  • 

Auch  hinsichtlich  der  Abhängigkeit  vom  Druck  stehen  die  Flüssig- 
keiten zum  Theil  auf  gleicher  Stufe  mit  den  Gasen,  doch  treten  auch 
Gegensätze  auf.     Vergleicht  man  z.  B.  die  Tabelle  auf  Seite  365  des 
ersten   Bandes  für  Kohlensäure   mit  den   hier  gegebenen   Zahlen   für 
Aether,  so  nimmt  dort  der  relative  Ausdehnungscoefficient  mit  wach- 
sendem Druck  bei  niedrigen  Temperaturen  stetig  ab,  bei  höheren  erst 
zu,   dann  wieder  ab.     Bei  Aether  dagegen  fällt  der  Goefficienjb  stetig. 
Das  würde  man  im  Verhältniss  zu  den  Grasen  nach  dem  Beispiel   der 
Kohlensäure  erwarten.     Dagegen   zeigt  sich  bei  Wasser   zuerst   eine 
ständige  Zunahme  des  Goefficienten  mit  wachsendem  Druck  und  später, 
erst  nach  60  bis  70^,  eine  Abnahme  wie  bei  Aether.     Während   also 
Aether  einen  Zustand  darstellt,  der  als  Fortsetzung  des  gasförmigen 
Zustandes  nach  Seiten  der  niedrigen  Temperaturen  angesehen  werden 
kann,  findet  das  bei  Wasser  nicht  statt,  es  bildet  diese  Fortsetzung 
erst  bei  Temperaturen  über   60^.      Hieraus   wäre    man  versucht    zu 
schliessen,  dass  Aether  nur  darum  als  jene  Fortsetzung  erscheint,  weil 
es  seinem  kritischen  Zustande  im   untersuchten  Intervall  näher   steht 
als  Wasser,  dass  es   aber  bei  niedrigeren   Temperaturen   als  die    zur 
Beobachtung    gelangten     sich    wie    Wasser    verhalten    dürfte.       Die 
Zahlen  auf  Seite  34  unterstützen  diese  Annahme  in  etwas,    weil    die 
Abnahme    des    Goefficienten    mit   wachsendem   Druck   bei    steigender 
Temperatur  ziemlich   stark   anwächst,  mit  fallender  Temperatur  wird 
sie  mehr  und  mehr  sinken  und  zuletzt  wohl  in  eine  Zunahme  über- 
gehen.     Ist    also    das  Verhalten   des  Wassers    das    allgemeinere    für 
Flüssigkeiten    anzunehmende,    so    sollte    der   relative    Ausdehnungs- 
coefficient mit  wachsendem  Druck  je  nach  der  Temperatur  (ob  niedrig 
oder  hoch)   erst  steigen,  dann  fallen   (um   im    gasförmigen   Zustande 
bei  noch  weiter  anwachsender  Temperatur  abermals  für  grosse  Drucke 
zu  steigen). 

Nach  der  van  der  Waals^ sehen  Gleichung  fällt  nun  der  relative 
Ausdehnungscoefficient  mit  wachsender  Dichte  stets,  so  lange  V  <^  2h 
ist  (Bd.  I,  S.  402),  er  fällt  auch  noch,  wenn  v  etwas  grösser  ist  als  2h. 
Das  sollte  also  z.  B.  bei  Aether  der  Fall  sein,  und  zwar  würde  selbst 
bei  der  niedrigsten  angegebenen  Temperatur  v  noch  kleiner  sein  als 
der  aus  der  Bedingungsgleichung  (Bd.  I,  S.  402) 
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8b         .            106»           ,         4b» 
1,,  i-i  4.      t»  _ V  +  r =  0 

5.^-2  U-2  ^»-2 

c  e  c 

sich  ergebende  Werth  für  v.  Bei  Wasser  würde  v  oberhalb  60®  eben- 
UUb  kleiner  sein  als  dieser  besondere  Werth,  unterhalb  60®  grösser. 
Das  ist  aber  ganz  nn verständlich,  also  kann  die  van  der  Waals'sche 
(zieichung  für  Wasser  keine  Anwendung  finden. 

Die  Gl  au  siu  Busche  Gleichung  führt  zu  einer  sehr  complicirten 
Bedingung;  es  müsste 

/       2^                     6c        \/      1_    .  _c  \ 

(        ^         __  2^ \  / V  2  c 


+  «       I.  +  AS/-,  r  ß^^oj 


c 


positiv  sein  für  Temperaturen  über  60®,  negativ  für  Temperaturen 
unter  60^.  Der  einzige  Factor,  welcher  negativ  sein  kann  (wenn  c 
positiv  sein  soll,  worüber  bald  Näheres),  ist  der  im  ersten  Product  zu- 
erst stehende.  Ist  er  negativ,  so  wird  jedenfalls  Wasser  sich  wie  Aether 
verhalten.     Die  Bedingung  wäre  unter  allen  Umständen 

2^  6c 

^^*^  (V  —  hy~  ^{v  +  ßy  ^  ^' 

während  sie  an  sich  noch  nicht  genügen  würde.  Möglich  ist  diese 
Bedingung  gewiss,  da  sie  für  ^  =  oo  schon  erfüllt  ist.  Diese  Bedingung 
setzt  V  in  Abhängigkeit  von  d'  und  zwar  sollte  v  um  so  grösser  sein, 
je  kleiner  ^  ist,  darüber  lässt  sich  aus  den  Zahlenangaben  für  Wasser 
nichts  entnehmen,  da  die  Zahlen  in  den  einzelnen  Spalten  anscheinend 
nur  wachsen  oder  nur  fallen ,  doch  ist  es  plausibel.  Das  entgegen'^ 
gesetzte  Verhalten  tritt  jedenfalls  ein,  wenn 

18.1  2^  ^'^  <-0 

ist.  £s  kann  jedoch  auch  schon  vorhanden  sein,  wenn  diese  Grösse 
noch  positiv  ist.  Auch  diese  Bedingung  ist  möglich,  und  zwar  gerade 
für  niedrige  Temperaturen,  also  kleine  O.  Die  Claus  ins' sehe  Glei- 
chung ist  hiernach  günstiger  gestellt  als  die  van  der  Wa  als 'sehe. 
Gleiches  gilt  von  der  hier  abgeleiteten  Gleichung.  Das  ist  alles  nur 
qualitativ.  Zu  quantitativen  Ergebnissen  zu  gelangen,  ist  im  gegen- 
wärtigen Stande  der  Wissenschaft  nicht  wohl  möglich. 

Wir  haben  nun  noch  eine  Frage  zu  behandeln.  Wasser  zeigt  ein 
Minimum  des  Volumens,  welches  bei  Atmosphärendruck  bekanntlich 
fast  genau  auf  die  Temperatur  <  =  4®  C.  fällt.     Lassen  die  Zustands- 
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gleicbuDgen  ein  solches  Minimum  erkennen,  selbstverständlich  nicht 
die  darauf  eingerichteten,  wie  die  von  Mendeleef,  Thiesen  und 
anderen  ? 

Die  de  Heen'sche  Zustandsgieichung  würde  ein  solches  Minimum 

des  Volumens  nur  in  der  zweiten  Form  angeben  lassen,  woselbst  -;r-^  =  0 

0  IT 

werden  kann,  wenn  a  4~  b'd'  =  0  ist,  während  in  der  ersten  Form 
V  =  0  sein  müsste.  Also  ist  die  erste  Form  unzulässig,  wenigstens  für 
Flüssigkeiten,  die  sich  wie  Wasser  verhalten. 

Nach  der  van  der  Wa als' sehen  Gleichung  kann  ^  =  0  nur 

sein,  wenn  (Bd.  I,  S.  401) 

d'  2c(v  —  h)   _ 


18s) 


V  —  h  v^ 


ist.  Soll  d"  =  CD  ausgeschlossen  sein,  so  kann,  da  V  niemals  0  sein 
wird,  nur  noch  v  =  b  in  Frage  kommen,  alsdann  wieder  wäre  ^  =  0. 
Die  van  der  Waals'sche  Gleichung  lässt  also  hier  gänzlich  im  Stich. 

Nach  der  Clausius' sehen  Gleichung  ist  ^  =  0,  wenn  entweder 

1  c 

oder 

^ 2c _ 

'^  (v  —  h)^        ^(v  +  (iy^  ""  "^ 

ist.  Soll  in  der  C 1  au sius' sehen  Gleichung  für  Flüssigkeiten  c  wie 
für  Gase  eine  positive  Grösse  und  ausserdem  v  '^  h  sein,  so  scheidet 
die  erste  Möglichkeit  aus,  es  bleibt  nur  die  zweite,  und  diese  ist 
wiederum  für  plausible  Werthe  unerfüllbar.  Hieraus  schliessen  wir, 
dass  entweder  die  Glausius'sche  Gleichung  für  Flüssigkeiten  wie 
Wasser  unzulässig  ist,  oder  dass  die  Con staute  c  darin  keine  Gonstante 
ist,  sondern  vom  Aggregatzustaude  abhängt  und  negativ  sein  kann, 
während  sie  für  Gase  positiv  sein  soll.  Oder,  dass  zwar  c  positiv  ist, 
aber  t;  <  6  sein  kann.  Dieses  ist  aber  wieder  mit  positivem  c  unver- 
einbar, denn  dann  wäre  j)  negativ,  also  bleibt  nur  die  Annahme,  dass 
c  negativ  und  V  ^  h  ist.  Hierin  finde  ich  eine  sehr  starke  Stütze  für 
meine  frühere  Behauptung,  dass  Gase  und  Flüssigkeiten  nicht  die 
nämliche  Zustandsgieichung  mit  gleichen  Constanten  haben,  und  es  ist 
zu  verwundern,  dass  man  dieses  einfache  Kriterium  anzuwenden  unter- 
lassen hat.  Darf  aber  c  auch  negativ  sein  und  ersetzen  wir  diese 
Grösse  durch  —  «^  so  wäre  nach  der  Gl ausius' sehen  Gleichung  das 
Volumenminimum  v  bestimmt  durch 


IS«) 


v  —  b        »»(v  +  ßy 
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und  da  zugleich 


ist,  80  hätten  wir 


v  —  h         Bd'' 


oder 

19)  p(p  —  h)  =  2B». 

Druck,  Temperatur  und  Gkenzvolumen  wären  also  mit  einander 
nach  einer  dem  Boyle-Gay-Lusaac'schen  Gesetze  entsprechenden 
Regel  verbunden.  Nach  Amagat's  Versuchen  soll  die  Temperatur  des 
Dichtem aximums  mit  wachsendem  Druck  sinken,  also  müsste  auch  mit 
wachsendem  Druck  die  Grösse  p(v  —  h)  stetig  kleiner  werden,  was 
sehr  glaublich  ist,  da  diese  Grösse  mit  wachsendem  p  der  Null  zustreht. 
ZahlenmäBsig  ist  die  Formel  mit  Amagat's  Versuchen  nicht  ver- 
einbar, sie  würde  für  h  einen  viel  zu  grossen  Werth  geben.  Indessen 
sind  diese  Versuche  selbst  sehr  unsicher. 

Die  hier  aufgestellte  Zustandsgieichung  ergiebt  wie  die  Glau- 
8  ins 'sehe   die  Möglichkeit  eines  Dichtemaximums.     Nach  der  Formel 

l     dv  . 

für  —  :r-^  auf  Seite  35  folgt,  dass  nur  der  Zähler  Null  sein  kann,  und 
V  ov 

sie  würde   erfordern,  dass  für  Flüssigkeiten  -^^  -\-  v    ^   -^-s;    eine 

positive  Grösse  ist,  worüber  sich  von  vornherein  nichts  sagen  lässt. 

Das  Auffallende  der  mangelnden  Uebereinstimmung  zwischen 
Theorie  und  Erfahrung  verliert  jedoch  seine  Bedeutung,  wenn  man 
bedenkt,  dass  Flüssigkeiten,  wie  schon  bemerkt,  innerlich  überhaupt 
nicht  homogen  sind,  sondern  als  variable  Gemische  angesehen  werden 
müssen,  für  welche  einheitliche  Formeln  ja  nicht  bestehen.  Die  Con- 
stanten alier  Formeln  sind  aus  entsprechenden  Constanten  der  ein- 
zelnen Theile  der  Flüssigkeiten  zusammengesetzt,  und  zwar  nach  mit 
den  Umstanden  variablen  Verhältnissen.  Indessen  sind  dadurch  die 
Widersprüche  zwischen  den  verschiedenen  Annahmen,  die  dem  Leser 
gewiss    nicht  entgangen    sein  werden    (sie    betreffen    namentlich    die 

O   TT»  ?^   TT         i\ 

Grossen  c  und  -^-^    +   -^-~  v    ^  j ,  nicht    ganz    zu  erklären.      Dieses 

dürfte  hauptsächlich  daran  liegen,  dass  wir  Grössen  als  constant  an- 
sehen und  mangels  ausreichender  Erfahrungen  als  constant  ansehen 
müssen,  die  es  höchst  wahrscheinlich  keineswegs  sind,  namentlich  nicht 
in  so  weiten  Intervallen  der  veränderlichen  Grössen.  So  hängt  die 
ffConstante''  B  ab  von  dem  Molekulargewicht  der  Substanz.  Welches 
Molekulargewicht  haben  Flüssigkeiten?  Und  ist  dieses  Molekular- 
gewicht immer  das  nämliche?     Die  Frage  wird  im  nächsten  Abschnitt 
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behandelt.  Nach  neueren  Untersuchungen  scheint  es  Flüssigkeiten  za 
geben,  welche  in  ziemlich  weiten  Intervallen  der  Versuchsbedingungen 
ein  constantes  Molekulargewicht  aufweisen,  wie  Benzol,  Aethjloxyd 
und  andere;  ja  dieses  Molekulargewicht  scheint  sogar  mit  dem  im 
dampfförmigen  Zustande  übereinzustimmen.  Für  solche  Flüssigkeiten 
hat  jR  einen  constanten  Werth  und  sogar  den  im  dampfförmigen  Zu- 
stande der  Substanz  geltenden.  Bei  anderen  Flüssigkeiten  trifft  das 
aber  nicht  zu,  zum  Beispiel  bei  der  Reihe  der  Alkohole,  der  Säuren  u.  s.  f. 
Nicht  bloss  ist  bei  ihnen  das  Molekulargewicht  im  flüssigen  Zustande 
ein  anderes  als  im  dampfförmigen,  sondern  es  ändert  sich  auch,  wie 
erwartet  werden  muss,  mit  der  Temperatur,  indem  es  mit  wachsender 
Temperatur  abnimmt  und  bei  der  kritischen  Temperatur  vielleicht  den 
im  dampfförmigen  Zustande  geltenden  Werth  erreicht.  So  scheint  das 
Molekulargewicht  des  flüssigen  Wassers  bei  0^  C.  und  Atmosphären- 
druck fast  viermal  so  gross  zu  sein  wie  das  des  Wasserdampfes,  es 
nimmt  dann  mit  steigender  Temperatur  ab,  ist  aber  selbst  bei  140^  C. 
immer  noch  fast  zweieindrittelmal  so  gross  wie  das  des  Dampfes.  Bei 
Wasser  ist  also  B  kaum  eine  Constante,  sondern  eine  Grösse,  die  von 

2  8 
der  Temperatur  abhängt  und  von  0  bis  100®  C.  auf  ^  ihres  Werthes 

o,o 

sinkt.  Wie  sollen  da  die  einfachen  Zustandsgieichungen  Anwendung 
finden  können,  wenn  Über  so  enorme  Veränderungen  ihrer  „Constanten^ 
keine  Gewissheit  und  keine  Uebersicht  besteht?  Denn  was  von  der 
Grösse  R  gesagt  ist,  gilt  nicht  minder  von  allen  anderen  in  diesen 
Gleichungen  enthaltenen  Grössen.  Die  Untersuchung  der  Molekular- 
gewichte der  Flüssigkeiten  scheint  die  weitaus  dringendste  für  eine 
Einsicht  in  das  Wesen  dieser  Substanzen  zu  sein.  Bis  jetzt  sind  dazu 
nur  erst  Anfänge  gemacht,  und  es  wird  auf  diese  Frage  noch  oft  zu- 
rückgekommen werden  müssen. 

58.    Capillarität  der  FlÜBsigkeiten. 

Kaum  ein  Abschnitt  der  Physik  ist  so  oft  und  von  so  vielen  Seiten 
bearbeitet  worden,  als  der  von  der  Capillarität  der  Flüssigkeiten 
handelnde.  Die  Theorie,  wie  sie  zuerst  von  Young  concipirt  wurde, 
sah  ursprünglich  einfach  genug  aus;  je  tiefer  jedoch  man  in  die  Sache 
eindrang,  desto  verwickelter  zeigten  sich  die  Verhältnisse  und  eigent- 
lich besitzen  wir  auch  jetzt  noch  keine  wirklich  befriedigende  Einsicht 
in  den  Grund  der  Erscheinung.  Gegenwärtig  müssen  wir  zwischen 
der  älteren  mechanischen  Theorie  und  der  neueren  thermodynamischen 
unterscheiden.  Die  letztere  scheint  strenger  als  die  erstere  zu  sein, 
weil  sie  von  einem  allgemeinen  Princip  Gebrauch  macht,  welches  auch 
die  Wärmeerscheinungen  einbezieht.  Dass  sie  jedoch  die  Erscheinungen 
dem  Verständniss  näher  bringe  als  jene,  kann  man  nicht  behaupten. 
Sie  wird  später  dargelegt  werden. 
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Die  mechanische  Theorie  hat  ihren  Höhepunkt  in  der  genialen 
Uearbeitung  Yon  Ganas  erreicht  (Werke,  Ausgabe  7on  1867,  Bd.  5, 
S.  31  bis  77).  Sie  untersucht  lediglich  die  Aenderungen,  welche  die 
potentielle  Energie  einer  Flüssigkeit  erfahren  kann,  welche  bei  oder 
io  Beröhning  mit  Substanzen  irgend  welche  Gestaltänderungen  durch* 
macht  Die  Gestalt  einer  Flüssigkeit  ist  in  stabilem  oder  labilem 
Gleichgewicht,  wenn  diese  potentielle  Energie  unter  den  besonderen 
Verhältnissen  einen  Grenzwerth  hat,  ihre  Variation  also  für  alle  unter 
diesen  Verhältnissen  möglichen  Veränderungen  gleich  Null  ist.  Doch 
hat  Gauss  selbst  auf  die  noth wendige  Erweiterung  dieser  Theorie 
hingewiesen,  wenn  man  die  Wärmeeracheinungea  einbeziehen  wilL 

Sei  die  innere  potentielle  Energie  der  Flüssigkeit  für  sich  ü^,  die 
der  Substanzen,  mit  denen  sie  in  Berührung  steht,  (^2*  ^^^  ^^^  äusseren 
Kräfte  ü\  so  wäre  die  ganze  potentielle  Energie 

1)  ü=ü,  +  ü,  +  U\ 

Man  nimmt  nun  an,  dass  die  Wirkung  zwischen  den  einzelnen 
Theilchen  einer  Flüssigkeit,  und  ebenso  die  von  Theilchen  von  Sub- 
stanzen auf  einander  selbst  ein  Potential  hat.  Wir  nennen  dieses 
Potential  für  den  ersten  Fall  /,  für  den  zweiten  F,  dann  wird 


2) 


rr,  =  V  fprfrfpF((ir,  dT)dT 


za  setzen  sein.  ^,  q'  sind  die  Dichten  der  Flüssigkeit  an  den  Raum- 
elementen dr«  dt';  P  bedeutet  die  Dichte  der  betrefiPenden  Substanz 
an  der  Stelle  d  T;  die  Integrationen  erstrecken  sich  über  die  Flüssig- 
keit und  die  sie  berührenden  Substanzen.  Es  ist  schon  im  ersten  Bande, 
Abschnitt  15,  erwähnt,  wie  diese  Ausdrücke  unter  der  Annahme,  dass 
die  Dichte  weder  in  der  Flüssigkeit  noch  in  den  sie  berührenden  Sub- 
stanzen yariirt,  auf  Flächenintegrale  zurückzuführen  siud.  Für  con- 
tinuirlich  vertheilte  Substanz  hat  man  (Bd.  I,  S.  51,  Gleichung  26), 

3)  ZT^  =  (2n  Q^iK)v  —  ^  ^  Q^  (H)  s)  +  IT 
and  für  molekular  vertheilte  (1.  c.  Seite  64) 

4)  IT^  =  27id^if{0)®  —  ]-7cd^[d'  (0)  —  ^a]  2:  +  U[^\ 

[K)  und  (jET)  sind  die  Gaussischen  Capillaritatsconstanten ,  t;,  S  sind 
Volumen  und  Oberfläche  der  Flüssigkeit,  i^  (0)  und  ['^■(O)  —  -Ö*«]  ent- 
sprechen den  Constanien  (K)  und  (H),  doch  sind  sie  durchaus  anderen 
Werthes  als  diese  Gonstanten,  denn  &  und  ^  bedeuten  Volumen  und 
Oberfläche  der  Molekeln,  wodurch  d  die  Dichte  einer  Molekel  bezeichnet. 
Wir  haben  (Bd.  I,  S.  50) 
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dl  d.  öl 

ö)       (X)= -f  aV(a)^a.     (H)  =  +   \  dß  \  a^  f  (cc)da, 

daffeffen 

6)  ^(0)  =  —  {  a^(p(a)da,     »(0)  —  »a  =  \  dß\a^(p(pc)  d a 

0  0  (i 


/3 

£s  ist  schwer  zu  sagen,  worauf  sich  die  Variationen  beziehen 
sollen,  wenn  von  der  zweiten  Form  der  inneren  Energie  ausgegangen 
wird,  denn  @  und  2J  wird  man  geneigt  sein,  bei  constanter  Temperatur 
für  unveränderlich  zu  halten.  Und  sollten  diese  Grössen  variabel 
sein,  so  müsste  mindestens  auch  ^a  variabel  sein,  da  diese  Grösse  von 
der  Grösse  einer  Molekel,  also  auch  von  H  abhängt.  Die  (H)  ent- 
sprechende Grösse  'Ö'CO)  —  ^a  müsste  also  bei  der  Variation  von  TJx 
mit  variirt  werden  und  es  gäbe  eine  eigentliche  CapillaritätsconstaDte 
nicht  recht.  Eine  andere  Schwierigkeit  besteht  noch  darin,  dass,  wenn 
0  variirt,  auch  2^  variiren  sollte  und  umgekehrt.  Oder  soll  man  an- 
nehmen, dass  auch  bei  den  Molekeln  Aenderungen  möglich  sind,  wobei 
die  Dichte  und  Grösse  unbeeinflusst  bleiben  und  nur  die  Oberfläche, 
Inhalt  und  Gestalt  variirt?  Endlich  bezieht  sich  2J  auf  alle  Molekeln, 
auch  auf  die  im  Innern  der  Flüssigkeit  befindlichen,  während  sonst  nur 
die  Verhältnisse  an  der  Oberfläche  als  maassgebend  angesehen  werden. 
Wie  diesen  Schwierigkeiten  auf  Grund  der  mechanischen  Theorie  der 
Capillarität  Herr  zu  werden  ist,  weiss  ich  nicht.  Es  ist  mir  wohl  bekannt, 
dass  Boltzmann  nachgewiesen  hat,  dass  man  auch  auf  Grund  von 
Summationen  statt  Integrationen  zu  den  Formeln  der  gewöhnlichen 
Gapillaritätstheorie  gelangen  kann;  allein  eine  solche  Summenrechnung 
ist  nicht  gleichbedeutend  mit  einer  Rechnung  auf  Grund  der  Annahme 
induvidueller  Molekeln.  Es  scheint,  als  ob  allein  durch  mechanische 
Betrachtungen  eine  sichere  molekulare  Gapillaritätstheorie  sich  nicht 
begründen  lässt  und  dazu  in  der  That  auf  thermodjnamische  Principien 
eingegangen  werden  müsse.  Und  dieses  ist  auch  ziemlich  verständ- 
lich, da  bei  den  Capillarerscheinungen  die  einzelnen  Molekeln  zu  ein- 
ander in  Concurrenz  treten  und  diese  Goncurrenz  durch  ein  besonderes 
Gesetz,  das  Entropieprincip,  geregelt  wird. 

Die  mechanische  Theorie  der  Capillarität  wird  also  wohl  oder 
übel  von  der  Ansicht  einer  continuirlichen  Vertheilung  der  Substanz 
ausgehen  müssen.  Dann  aber  bleibt  noch  ein  Zweifel  übrig,  der  gegen 
sie  erhoben  worden  ist.  Nämlich  sie  setzt  voraus,  dass  die  Dichte  der 
Flüssigkeiten  in  der  ganzen  Substanz,  bis  zur  mathematischen  Ober- 
fläche hin,  überall  die  nämliche  ist.     Indessen  hat  schon  Poisson  ge- 
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zeigt,  dass,  wenn  man  diese  Voraussetzung  für  die  Oberfläche  fallen 
lasat,  man  ebenfalls  zu  den  gewöhnlichen  Formeln  gelangt.  Die  Rech- 
nnngen  sind  jedoch  recht  schwierig.  Auch  hat  Yillard  Gibbs  nach- 
gewiesen, dass  man  selbst  in  der  thermodynamischen  Theorie  Unter- 
schiede in  der  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit  nicht  anzunehmen  braucht. 
Bleiben  wir  also  bei  den  angegebenen  Formeln,  so  wären  die  eigent- 
lichen Capillaritätsgrössen  die  Grrössen  K  und  H. 

Die  Grösse  K  ist  (Bd.  I,  S.  367)  zuerst  von  van  der  Waals 
in  die  Zustandsgieichung  der  Flüssigkeiten  eingeführt  worden  und 
spielt  seitdem  in  der  Theorie  dieser  Substanzen  mit  Recht  eine  grosse 
RoUe.  van  der  Waals  hat  jedoch  einen  anderen  Ausdruck  für  diese 
Grösse,  als  die  hier  nach  Gauss  abgeleitete,  er  findet  nämlich  für  sie 
wie  Laplace 

7)  K=2nQ^[dl  [xdx{f{r)dr. 

Ol,  X 

Dieser  Ausdruck  aber  ist  mit  dem  von  Gauss  ermittelten  nicht 
identisch.  Bei  der  Wichtigkeit,  welche  diese  Constante  nunmehr  er- 
langt hat,  ist  es  nöthig,  hierauf  etwas  genauer  einzugehen,  zumal  die- 
selbe  auch  benutzt  wird,  um  Schlüsse  auf  die  molekularen  Verhält- 
nisse der  Flüssigkeiten  zu  ziehen ;  ich  folge  dabei  dem  Gedankengange 
in  meiner  Abhandlung  0  7,  Untersuchungen  über  dieCapillaritäf.  Nach 
Laplace  ist  K  diejenige  Kraft,  mit  der  ein  beliebig  langer  Flüssig- 
keitsfaden, dessen  Querschnitt  eine  Flächeneinheit  beträgt,  von  einer 
beliebig  ausgedehnten  Flüssigkeitsmenge  nach  unten  gezogen  wird, 
wenn  diese  Flüssigkeitsmenge  sich  unterhalb  einer  ^bene  befindet,  die 
durch  das  untere  Ende  des  Fadens  zu  diesem  senkrecht  gelegt  ist. 
Diese  Kraft  haben  wir  aus  unseren  Potentialausdrücken  abzuleiten. 
Das  Potential  einer  Flüssigkeitsmasse  yon  der  Dichte  Q  auf  ein  Flüssig- 
keitselement dx^  yon  der  Dichte  q'  ist  zunächst 


8) 


P'Q'di'  =  9'(it'  [[[p/(dr,dr')d^. 


Wenn,  was  hier  der  Fall  sein  soll,  d  t  nicht  der  anziehenden  Masse 
angehört  und  Q  überall  den  gleichen  Werth  hat,  geht  dieses  nach  dem 
Green'schen  Satz  (Bd.  I,  S.  46)  über  in 

woselbst  r  gleich  dem  Abstand  des  Flächenelementes  dS  vom  Raum- 
element dz'  ist  und  ^(r)  die  Grösse 


^)  WiedemaDn's  Annalen,  Bd.  27,  6.  544  ff. 
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10)  1^(r)  =  -Jl»/(l)d| 

r 

bedeutet,  in  der  das  Integral  für  J  =  d^  verschwinden  soll.  Das  Ele- 
ment dz*  stehe  von  der  Grenzfläche  der  Flüssigkeit  um  ^  ab,  ange- 
zogen wird  es  dann  von  allen  den  Flüssigkeitstheilchen ,  welche  aus 
dieser  Flüssigkeit  durch  eine  yon  dt'  aus  geschlagene  Kugel  ausge- 
schnitten werden,  deren  Radius  gleich  dem  Wirkungsradius  ^  der 
Molekularkräfte  ist.  Si  sei  nun  der  ebene  Theil  der  Flüssigkeitsober- 
fläche,  der  sich  innerhalb  dieser  Kugelfläche  befindet,  Sa  das  Stück 
dieser  Kugelfläche,  welches  innerhalb  der  Flüssigkeit  liegt,  dann  ist 
also 

11)  P'Q'dz'  =  pp'^rYjj^  tl;(r,)  cos  (r,,  n,) 

+  11  -yr  *(**2)  cos(r2,  «a) 

fii  verläuft  ausserhalb  der  Flüssigkeit  senkrecht  zum  ebenen  Element  d  Sj. 
n2  innerhalb  der  Flüssigkeit  senkrecht  zum  Kugelflächenelement  dS^. 
Wir  haben  also 

t 
cos  (fi,  «i)  =  — ,    cos(r2,  «2)  =  —  li    ferner  r^  =  z/, 

somit 

J]^  n>(r,)  cos(r,.«,)  =  -  "^^WäS,  =  -2«  ^(^  -  g) 

und,  wenn  wir  mit  u  den  Abstand  des  Elementes  d  Si  von  der  die  ebene 
Grenzfläche  senkrecht  schneidenden  Axe  des  Fadens  bezeichnen,  ferner 


yjt. 


J j^tf;(r,)  cos{r,,n,)  =  27t^udu  ^^  1  =  23r  jg^(r)  ^, 

0  ; 

letzteres,  weil  r^  =  u^  +  g^  also  udti  =  Tidr^  ist. 
Zusammen  wird 

Die  Kraft  in  Richtung  von  ^  wird  erhalten  durch  Difl'erentiation  nach  ^ 
und  die  Kraft  auf  den  ganzen  Faden  durch  fernere  Integration  nach  g 
von  0  bis  l,  wenn  l  die  Länge  des  Fadens  bedeutet,  also  haben  wir 
für  diese  Kraft,  die  wir  mit  Kl  bezeichnen  und  welche  eben  die 
La  place' sehe  Constante  K  sein  soll,  wenn  noch  q  =  q'  ist 


12, 
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indem  dem  Faden  der  Qaerschnitt  1  zuertheilt  wird. 

Lässt  man  die  Integration  gegen  die  Differentiation  sich  aufheben, 
80  bleibt 


12,)  KL   =   27tQ^U 

Qod  veil 


I  */,').,_ 


^-i 


i>W 


t(^n 


|*ir).,  =  *«)_^  +  ,,,„.. 


i 


ist,  wird 


12,)  Kt  =  2xQ^Ua)-i'(^+t^rf{r)dr 

I  kann  nur  gleich  ^  sein,  also 


;=o 


12J   Kl=  27rQ^tlf(0)  —  2nQ^ 


^{^)- 


(•f 


rf(r)dr 


Das  erste  Glied  ist  gerade  die  Gaussische  Constante  K,  die  wir 
jetzt  mit  Ko  bezeichnen.  Der  Laplac ersehe  Ausdruck  für  K  ergiebt 
eich,  wenn  wir  erst  differenziren  und  dann  integriren.  Wir  haben 
alsdann 

)    Kl=  2xQ^{dt   {  r  f  ir)dr  =  2n  Q^  {  di  {  rdr^  f  (r)dr. 

In  den  Grenzen  dürfen  wir  ^  durch  oo  ersetzen,  so  dass  Kl  in 
der  That  das  Laplace^sche  K  ist.     Es  wird  aber 


also 
12.. 


13) 


Ki,=Ka—  2  «9» 


t(J) 


-H 


rf{r)dr 


i^{^  kann   nach    seiner  Definition   allerdings   gleich  Null  angesetzt 
werden,  soll  auch  [t{rf(r)dr\      gleich  Null  sein,  so  müsste  f  rf{r)  dr 
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endlich  sein,  and  dessen  ist  man  von  vornherein  in  keiner  Weise  sicher. 
Schon  die  Annahme  einer  Anziehungskraft  umgekehrt  proportional 
der  vierten  Potenz  der  Entfernung,  welche  doch  bereits  von  mehreren 
Seiten  gemacht  worden  ist,  würde  unzulässig  sein. 

Also  ist  die  Laplace'sche  Gonstante  K  nicht  identisch  mit  der 
Gaussischen;  nicht  einmal,  ob  sie  mit  ihr  von  gleicher  Grössenordnung' 
ist,  steht  fest. 

Nun  wäre  noch  zu  fragen,  welcher  Ausdruck  für  K  in  die  Zu- 
Standsgleichung  einzutreten  hat.  Nach  der  hier  dargelegten  Theorie 
muss  es  der  Gaussische  sein.  Es  ist  leicht  zu  beweisen,  dass  anch 
in  der  van  der  Waals'schen  Formel  das  K  diese  Gaussische  Gon- 
stante ist,  nicht  die  Laplace'sche,  und  dass  auch  van  der  Waals 
eigentlich  zu  ihr  hätte  gelangen  müssen.  Nämlich  er  berechnet  K  als 
entgegengesetzt  gleich  derjenigen  Arbeit,  die  man  leisten  muss,  wenn 
man,  während  eine  Molekel  erhalten  bleibt,  alle  innerhalb  seiner 
Wirkungssphäre  vorhandenen  Molekeln  allein  unter  dem  Einflüsse  der 
Wirkung  dieser  einen  Molekel  ins  Unendliche  zerstreut.  Wie  die 
Zerstreuung  stattfindet,  ist  gleichgültig.  Lassen  wir  die  Molekeln  sich 
radial  von  der  festen  Molekel  entfernen  und  bezeichnen  mit  m  die 
Masse,  mit  /'(|)  die  Anziehung  dieser  Molekel  im  Abstände  |,  so 
wird  die  Arbeit 


14) 


^,  =  — 4;r[r«drj/'(g)d|.».p, 


0 

wodurch  man  sofort  auf  den  Gauss iscben  Ausdruck  für  K  geführt 
wird,  van  derWaals  dagegen  zerschneidet  die  Wirkungskugel  durch 
die  Aequatorebene  in  zwei  Hälften  und  denkt  sich  jede  der  Hälfben  als 
starres  System  für  sich  fortgeführt.  Die  Arbeit  ist  dann,  wie  sehr  leicht 
abzuleiten, 


15) 


Ä,  =  —  4Äptnj(;rJ|d|[/(|)-/'(VS2  +  ^2_^.i)]. 


Anscheinend  lässt  nun  van  der  Waals  das  Glied/'  (VS^  +  ^^  —  »"0 
fort,  was  gar  nicht  nöthig  und  auch  nicht  ohne  Weiteres  zulässig  ist. 
Wir  haben  aber 

00  oo 

r  J 

J  00 

^  =  — 4;r(>m  j(Jr  j|d|/'(|) 


somit 


0  r 
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^^^  =  —  47tQni  [  dr[Jf(J)], 
0 


d^ 


^^1      .1 :.j    ^^1   _  ^^a 


Genau  denselben  Werth  hat  auch  -r-^  also  wird    -    j  =  -^-v  und, 

weil  Äi  und  ^3  zugleich  yerschwinden  müssen,  Ai  =  A^, 

Rechnungen  genau  derselben  Art,  jedoch  etwas  schwieriger  durch- 
zuführen, lassen  erkennen,  dass  auch  die  Gonstante  H  nicht  in  der 
Laplace^schen,  sondern  in  der  Gaussischen  Form  gewählt  werden 
muss,  und  zwar  sowohl  in  den  Formeln  der  Gapillaritätstheorie  als  in 
den  ZuBtandsgleichungen.  Laplace  hat  bekanntlich  drei  Theorieen 
der  Capillarität  ausgearbeitet,  und  es  ist  bemerkenswerth ,  dass  er  in 
der  dritten  Theorie  für  H  ebenfalls  zu  dem  Gaussischen  Ausdruck 
gelangt  ist  Wie  pich  die  thermodynamische  Theorie  der  Capillarität 
zu  diesen  Constanten  y erhält,  wird  später  erörtert  werden. 

Die  Grössen  K  und  H  sind,  wie  schon  bemerkt,  mit  der  Tempe- 
ratur Teränderlich,  yon  der  Grösse  H  wissen  wir  das  anscheinend  be- 
stimmt; Ton  der  Grösse  K,  die  selbst  der  experimentellen  Ermittelung 
unzugänglich  ist,  müssen  wir  es  nach  der  Feststellung  fürHyermuthen. 
Die  einfachste  und  am  meisten  angewandte  Methode  zur  Bestimmung 
yon  H  besteht  in  der  Beobachtung  der  Steighöhe  der  Flüssigkeit  in 
einer  engen  Röhre.  Seien  £»1,  S2,  S^  die  Oberflächen  der  Flüssigkeit, 
der  darüber  befindlichen  Substanz  und  der  Röhre,  812«  Sig,  £^3  die  Be- 
rührungsflächen zwischen  den  drei  Körpern,  i/j,  H^^  H-a  die  betreffen- 
den Werthe  yon -ff  für  diese  drei  Körper,  Hi2^  ffis,  i/2a  dio  Werthe  der 
Dämlichen  Grössen  yon  Körper  zu  Körper,  dann  sind  die  Flächen- 
glieder der  potentiellen  Energie 

+  Hi^Sii  +  H13S13  +  ffjs  S28. 

Bedeuten    aber  S',  S",  S'"  die  freien  Theile  yon  81,82,83,  so 
wird  auch 

Si  =  S'  +  S12  +  Sisi  82  =  8"  -f"  812  +  823, 

83  =  8'"  +  818  +  823. 

Die  Werthe  S\  8",  8'"  werden  in  dem  betreffenden  Experiment  als 
nnTeränderlich  angesehen,  für  die  Variation  kommt  also  allein  in  Be- 
tracht die  Grösse 

,7)        Q  =  (ür,  -  ^-^)  S.,  +  [h,,  -  ^'  t_^)  S„ 

+     ^i/2S ~-~  "J    8,3. 
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Bei  BestimmuDg  der  Steighöhe  jedoch  ist  nur  das  erste  Glied  ent- 
scheidend, wenn  der  Randwinkel  der  Flüssigkeit  gegen  die  Röhre 
gleich  Null  ist  Sei  nun  diese  Steighöhe  h^  der  Radius  der  Röhre  r 
und  bezeichne  a^  den  sogenannten  Gapillaritätscoefficienten ,  bestimmt 
etwa  durch  die  Gleichung 

18i)  a3=rr(Ä  +  |-), 

SO  hat  man 

19)  ?L±^  _  H.,  =  l  giQ,  -  Q,)  a\ 

woselbst  Qx  die  Dichte  der  Flüssigkeit,  Q^  die  der  darüber  befindlichen 
Substanz  (Gas,  Dampf  oder  eine  andere  Flüssigkeit)  ist,  und  g  die 
Schwereconstante  bedeutet.  Richtet  man  sich  so  ein,  dass  über  der 
Flüssigkeit  sich  der  Dampf,  oder  Luft  oder  ein  anderes  Gas  befindet, 
so  sind  in  hinlänglichem  Abstand  vom  kritischen  Zustand  H3,  Hi^  sehr 
klein  im  Yerhältniss  zu  H^.  In  diesem  Falle  ist  auch  Q^  geringfügig 
gegen  Qi  und  die  Gleichung  ergiebt  unmittelbar 

19i)  H^  =  9Qia\ 

Also  wäre  H  proportional  a^Q,  Man  darf  aber  die  Bedingungen 
nicht  yergessen,  an  welche  eine  solche  Gleichung  gebunden  ist;  zu  je 
höheren  Temperaturen  man  schreitet,  desto  weniger  zulässig  sind  diese 
Bedingungen,  weil  einerseits  (i^  abnimmt  und  sich  dem  Q2  nähert  und 
gleiches  auch  für  Hy  gilt,  welches  sich  H^  und  Hi^  nähert.  Im  kriti- 
schen Zustand  wäre  schon  allein  wegen  Qi  "=  Q21  ^1%'=^ 


H,  4-  i/2 


2 

auch  abgesehen  davon,  dass  etwa  auch  a  verschwindet.  Also  sind  wir 
nicht  eigentlich  in  der  Lage,  die  Veränderlichkeit  der  Gapillaritats- 
constante  für  eine  Flüssigkeit  zu  ermitteln,  immer  kommen  noch  andere 
Grössen  dazu.  Aber  angenähert  kann  man  wenigstens  für  gewisse 
Temperaturintervalle  diese  Veränderlichkeit  feststellen. 

£s  sind  nun  eine  grosse  Menge  von  Untersuchungen  über  die 
Grösse  a^  ausgeführt  worden,  und  es  sind  auch  für  sehr  viele  Flüssig- 
keiten Zahlenangaben  vorhanden.  Sämmtliche  Untersuchungen  stimmen 
darin  überein,  dass  a^  mit  wachsender  Temperatur  fällt  und  zwar 
rascher  als  das  Volumen  wächst,  so  dass  auch  {H)  mit  wachsender 
Temperatur  abnimmt.  Statt  bereits  anderweitig  veröfifentlichte  Ergeb- 
nisse anzuführen,  theilt  der  Verfasser  einige  von  ihm  selbst  erhaltene 
Zahlen  mit,  die  sich  auf  das  so  viel  untersuchte  Wasser,  auf  Alkohol, 
Glycerin,  Terpentinöl  und  Olivenöl  beziehen,  indem  er  zugleich  die 

Werthe  —  hinzufügt.     Die  Dichten  sind  dabei  entnommen  für  Wasser 

aus  der  Tafel  von  Rossetti,  für  die  anderen  Flüssigkeiten  aus  einigen 
allerdings  nicht  sehr  genauen,  jedoch  für  diesen  Zweck  ausreichenden 
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eigenen  Beobachtungen.  Für  Terpentinöl  lagen  keine  entsprechenden 
Zahlen  yor.  Für  Wasser  sind  14  Yersnchsreihen  mit  14  Röhren  im 
TemperatnrinterTall  0  bis  95® C.  ausgeführt,  für  die  übrigen  Flüssig- 
keiten, bei  denen  die  Beobachtnngsschwierigkeiten  sehr  viel  geringer 
sind  als  bei  Wasser,  nur  je  2  an  je  2  Röhren.  Die  Bearbeitung  der 
Ergebnisse  geschah  bei  allen  Flüssigkeiten  nach  der  gleichen  Methode, 
worüber,  wenigstens  für  die  drei  erstgenannten  Flüssigkeiten,  auf  eine 
Veröffentlichung  verwiesen  werden  mag  ^).  Für  Wasser  gebe  ich  die 
Zahlen  von  5  zu  5  Grad,  für  die  anderen  Flüssigkeiten  nach  den 
Temperaturen,  bei  welchen  sie  ermittelt  wurden. 


Capi 

llari 

tätscoefficienten. 

Wasser 

AlkOlK 

3l 

Gly cerin 

t 

a* 

?«• 

* 

a« 

ga* 

t 

1      a« 

ea* 

0« 

14.99 

14,99 

14,5» 

5,77 

5,68 

15,5* 

10,68 

1     10,66 

5 

1    14,88 

'      14,88 

29,7 

5,53 

♦      5.36 

52,1 

10,51 

1     10,40 

10 

14,77 

14.76 

50,9 

5,21 

4,93 

76,5 

'     10,26 

1     10,06 

15 

,     14,65 

14,64 

66,3 

4,98 

4,63 

112,5 

i       9,84 

i       9,45 

20 

}     14,53 

14,50 

147,9 

9,32 

8,74 

25 

14,39 

14,35 

163,9 

9,12 

8,47 

3ö 

14,27 

14,20 

35 

14.14 

14,06 

40 

1     14,00 

13,89 

45 

13,86 

13,73 

50 

13,73 

13,56 

55 

1     13,59 

13,40 

80 

13,44 

13,22 

i 

65 

13,30 

13,05 

70 

13,16 

12,87 

75 

13,03 

12,70 

80 

12,89 

12,54 

85 

12,72 

12,32 

90 

12,57 

12,14 

95 

12,42 

11,95 

(Für  Terpentin-  und  Olivenöl  a.  f.  S.) 


Die  Zahlen  für  ä^  sind  in  cmm  gegeben,  Q  ist  bei  Wasser  die 
wahre  Dichte,  bei  den  anderen  Flüssigkeiten  die  auf  die  Dichte  bei  0^ 
bezogene.  In  allen  Fällen  ist  zu  erkennen,  wie  stark  a^  mit  wachsen- 
der Temperatur  abnimmt,  noch  stärker  natürlich  pa^  also  auch  (H). 
Zur  analytischen  Wiedergabe  der  Abnahme  kann  man   sich  beliebiger 


*)  Weinstein,    Capillaritätauntersuchungen ,    Metronomische    Beiträge 
Nr.  6.  Berlin,  J.  Springer. 
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TerpeDtin 

öl 

Olivenöl 

t 

a« 

^a« 

t 

a* 

ea* 

20,7«      ! 

5,93 



16,3<> 

7,22 

7,13 

46,3        i 

5,69 

— 

51,0 

6,90 

6,62 

62,9 

5,40 

— 

66,4 

6,78 

6,44 

81,0 

5,01 

— 

81,3 

6,65 

6,29 

104,7 

4,55 

— 

119,3 

6,09 

5,69 

123,4 

4,24 

— 

142,5 

5,85 

5,29 

139,6 

4,05 

— 

165,6 

5,76 

5,12 

155,6 

3,88 

— 

184,4 

5,51 

4,72 

199,6 

5,20 

4,40 

212,7 

5,19 

4,34 

221,2 

1          4,99 

4,15 

244,6 

4,78 

3,81 

Darstellungen  bedienen.    Für  Wasser  bekommt  man  beispielsweise  die 
einfache  Formel 

a»  =  14,987  (1  —  0,0014580  Q. 

Die  übrig  bleibenden  Differenzen  gegen  die  beobachteten  Werthe 
gehen  nur  wenig  über  0,060  hinaus.  Andere  haben  bei  gleicher  Formel 
andere  Constanten  ermittelt,  darauf  brauche  ich  hier  nicht  einzugehen. 

Für  Glycerin  kommt  das  bemerkens werthe  Resultat  heraus,  dass 
die  Grösse  a^  durch  eine  Beziehung 

a»  =  10,7312  ^»»1»» 
dargestellt  werden  kann,  welche  gegen  die  Beobachtungen  nur  Diffe- 
renzen übrig  lässt,  die  kaum  0,03  erreichen.  Dagegen  genügt  eine 
lineare  Formel  nicht  recht  und  eine  quadratische  sohliesst  sich  den 
Beobachtungen  nicht  besser  an,  als  die  obige  um  eine  Gonstante  ärmere 
Formel.  Wiederum  reicht  bei  Wasser  eine  solche  Formel  gar  nicht; 
berechnet  man  nämlich  die  beiden  Constanten  aus  den  zusammen- 
gehörigen Werthen  für  0^  und  95^  und  dann  mit  der  Formel  das  a^ 
für  50^,  so  ergiebt  sich  eine  Abweichung  von  mehr  als  0,5  gegen  den 
beobachteten  Werth. 

Für  Alkohol  wiederum  genügt  eine  einfache  lineare  Gleichung  für 
a^,  ebenso  für  Terpentinöl  und  Olivenöl,  für  welches  man  sogar  ange- 
sichts der  Unsicherheit  der  Beobachtungen  schon  eine  hinreichende 
Darstellung  erhält,  wenn  man  die  Constanten  auch  nur  aus  den  Beob- 
achtungen bei  den  äussersten  Temperaturen  ermittelt.  Da  auch  die 
Darstellung  für  Glycerin  durch  eine  lineare  Formel,  wenn  auch  nicht 
eine  ganz  befriedigende,  doch  keineswegs  eine  schlechte  ist,  so  scheint 
in  Verbindung  mit  Ergebnissen  anderer  Beobachter  in  den  meisten 
Fällen  die  Beziehung 


20) 


a^  =  a'  +  h'% 
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stattzufinden.  Infolge  der  immerhin  nicht  bedeutenden  Abweichungen 
der  Ausdehnung  der  Flüssigkeiten  vom  linearen  Gesetz  innerhalb 
des  hier  in  Frage  kommenden  Temperaturinteryalls  lassen  sich  auch 
die  a^Q  durch    lineare   Formeln    nach    der  Temperatur   ausgleichen. 

Eine  Formel  a*  =  a"  +  "ä"    passt  nicht,    sie   giebt  in  allen  Fällen, 

wenn  sie  aus  den  Endwerthen  berechnet  ist,  für  die  Mitte  zu  kleine 
Werthe.  Besser  eignet  sich  eine  solche  Formel  für  die  Werthe  a*p, 
denen  die  Werthe  von  (H)  entsprechen  würden.  Für  Wasser  bei- 
gplelsweise  würden  Abweichungen  übrig  bleiben,  welche  0,1  nicht 
erreichen. 

Für  Temperaturen,  welche  bis  zur  kritischen  Temperatur  heran- 
reichen, besitzen  wir  u.  a.  sehr  umfangreiche  Untersuchungen  von 
W.Ramsay  und  J.  Shields^),  die  genauer  besprochen  werden  müssen. 
Die  Methode  war  ebenfalls  die  der  Steighöhen.  Aus  der  für  die 
Koppenkrümmung  corrigirten  Steighöhe  h'  ist  die  „Oberflächen- 
spannnng*'  y,  wie  ich  sie  einstweilen  mit  den  genannten  Forschern 
bezeichnen  will,  vermittelst  der  Formel  (vergl.  18i  und  I82) 

berechnet. 

Die  Beobachtungen  reichen,  wie  bemerkt,  bis  zur  kritischen 
Temperatur  heran.  Multiplicirt  man  die  Grösse  y  mit  dem  Molekular- 
Tolnmen  t)  der  Flüssigkeit,  erhoben  zur  Potenz  Vst  bo  nennt  Ostwald 
aus  leicht  verstandlichen  Gründen 

22)  9  =  y  (ü)«/« 

die  molekulare  Oberflächenspannung,  und  es  variirt  diese  aus  doppelten 
Granden,  einmal  weil  y  mit  der  Temperatur  sich  ändert  und  dann, 
weil  das  Molekularvolumen  gleichfalls  nicht  constant  bleibt  Es  ist 
schon  oft  vermuthet  worden,  dass  bei  manchen  Flüssigkeiten  das 
Uolekolargewichtm  mit  fallender  Temperatur  zunimmt,  indem  Molekeln 
sich^assocüren*',  zuGomplexen  zusammentreten,  mit  steigender  Tempe- 
ratur wird  alsdann  m  abnehmen  und  sich  dem  für  den  Dampf  gelten- 
den Werth  n&bem.  Ferner  wächst  v  mit  steigender  Temperatur  an, 
also  kann  jedenfalls  mv  =r>  mit  wachsender  Temperatur  sich  ändern. 
Ob  es  zunehmen  oder  abnehmen  wird ,  hängt  von  dem  Verhältniss  der 
Veränderung  des  Molekulargewichtes  zu  dem  der  Dichte  ab,  und  es 
kann  wohl  sein,  dass  es  erst  abnimmt,  dann  zunimmt  oder  auch  für 
ein  bestimmtes  Temperaturintervall  constant  bleibt  u.  s.  f.  Die  Herren 
I^amsaj  und  Shields  haben  nun  gefunden,  dass  für  gewisse  Flüssig- 
keiten, wenn  man  für  sie  m  unveränderlich  annimmt,  die  molekulare 


0  Ostwald,  Zeitschrift  für  physikalische  Chemie,  Bd.  12,  S.  433  ft\ 
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Oberflächenspannung  bis  zu  etwa  6^  Abstand  von  der  kritischen  Tempe- 
ratur dargestellt  werben  kann  durch  eine  lineare  Formel  der  Tempe- 
ratur, nämlich  durch 

23)  9  ==  y(t))*/»  =  A:(d'  —  -9-  —  d). 

<&'  ist  die  kritische  Temperatur,  d  eine  Constante,  etwa  6^.  Wählten 
sie  für  m  die  Molekulardichte  im  Dampfzustande ,  so  war  k  für  alle 
diese  Flüssigkeiten  fast  gleich  2.  Sie  führen  eine  Reihe  von  36  solchen 
Flüssigkeiten  an,  bei  denen  k  nur  zwischen  2,307  und  1,956  schwankt. 
Die  Formel  stimmt  mit  ihren  Beobachtungen  bis  zu  dem  genannten 
Abstand  von  der  kritischen  Temperatur  in  der  That  ausgezeichnet, 
wie  für  einige  Flüssigkeiten  aus  der  folgenden  Zusammenstellung  zu 
entnehmen  ist. 


Aethyloxyd 

Ameisensaures 

Methyl 

Benzo 

1 

&»  —  » 

0 

^'— * 

i 

3 

&'  —  9 

d 

beob. 
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beob. 
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beob. 
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343,2 

188,5 
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134,5 
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322,6 
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251,0 
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341,6 

340,9 
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229,5 

230,2 

144 

282,7 

282,0 

158,5 

320.3 

319,8 
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208,1 

208,4 

134 

262,0 

261,6 
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299,0 

298,8 
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186,9 

186,8 
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241,5 

241,1 
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278,1 

277,8 

84,5 

165,3 
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221,2 
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256,7 

74,5 
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118,5 

253,2 
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64,5 

122,0 

121,6 

94 

180,0 

179,9 

1C8,5 

213,8 

214,6 

54,5 

100.4 

99,9 

84 

159,4 

159,6 

98,5 

193,4 

193,6 

44,5 

78,7 

78,2 

74 

138,3 

139,1 

88,5 

172,5 

172,5 

34,5 

58,6 

56,5 

64 

118,0 

118,6 

78,5 

151,9 

151,5 

24,5  ; 

39,0 

34,8 

54 

97,1 

98,2 

68,5 

131,0 

130,5 

14,5 

19,9  „ 

13,0 

44 

76,9 

77,8 

58,5 

110,1 

109,4 

9.5! 

12,3 

2,2 

34 

57,3 

57,4 

48,5 

89,0 

88.4 
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5,5 

-8,7 

24 

37,7 

37,0 

38,5 

68,7 

67,3 

14 

19,2 

16,5 

28.5 

48,6 

46,3 

' 

4 

4,0 

—  3,9 

18,5 
13,5 

8.5 

28,8 

19,9 

9,0 

25,3 

14  8 

4,2 

Die  Formeln  für  diese  drei  Substanzen  lauten 
g  =  2,1716  (194,50  —  t  —  8,50),  =  2,0419  (214« 

=  2,1043  (288,50  —  t  —  6,60), 
als  Einheiten  gelten  Gramm,  Centimeter,  Secunde. 


-  t  -  5,90), 
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Für  die  Berechnuog  in  unmittelbarer  Nähe  der  kritischen  Tempe- 
ratur, wofür,  wie  bemerkt,  Formeln  dieser  Art  nicht  reichen,  soll  folgende 
Darstellong  znm  Ziele  führen 

24)  g  =  Ä;(^  _  ^  _  j  (1  _  10"^^^'-^^)). 

TanderWaals  glaubt  i),  dass  wenigstens  für  y  eine  Formel  von  der 
Form 


25) 


=  .(.-*V 


/ 


Ramsay's  und  Shields'  Beobachtungen  bis  zur  kritischen  Temperatur 
selbst  darstellt;  für  Flüssigkeiten  mit  constantem  Molekulargewicht 
sollen  A  und  3  constant  sein,  für  solche  mit  variablem  soll  mindestens 
B  Teranderlich  sein ,  und  zwar  mit  wachsender  Temperatur  (wachsen- 
der Dissociation ,  abnehmendem  Molekulargewicht)  anwachsen.  Auch 
diese  Formel  stimmt  gut  mit  den  Beobachtungen,  und  dass  sie  bis  zur 
kritischen  Temperatur  stimmen  muss,  wenn  sie  überhaupt  stimmt,  ist 
aus  ihr  selbst  zu  ersehen. 

Aus  diesem  Verhalten  haben  nun  Ramsay  und  Shields  ge- 
schlossen, dass  alle  diese  Flüssigkeiten  und  überhaupt  sämmtliche,  für 
welche  A;  etwa  den  Werth  2  hat,  als  Flüssigkeiten  das  nämliche  Mole- 
kulargewicht haben  wie  als  Dftmpfe.  Mag  das  yielleicht  etwas  zu  weit 
gehen,  jedenfalls  haben  diese  Flüssigkeiten  ein  constant  es  Molekular- 
gewicht 

Bei  anderen  Flüssigkeiten  findet  das,  wie  gesagt,  nicht  statt.  Als 
Beispiel  führe  ich  mit  den  Forschern  die  Alkohole  an. 


Temperatur  t  zwischen 

Substanz 

16°  und  46<» 

46°  uud  78° 
k 

78°  und  132° 
k 

Methylalkohol 

Aethylalkohol 

I^opylalkohol 

Isopropylalkohol 

Batylalkohol 

laobutylalkohol 

Amylalkohol 

AUyIalkohol 

GIvcol  

0,933 
1,083 
1,234 
1.053 
1,364 
1,361 
1,351 
1,393 
1,036 

0,969 
1,172 
1,213 
1,087 
1,475 
1,403 
1,494 
1,401 
1,159 

1,046 
1,352 

1,454 
1,529 
1,570 

1,286 

Also  bei  Annahme  des  Molekulargewichtes  im  Dampfzustande 
kommen  erbeblich  kleinere  Zahlen  für  k  heraus  als  2  und  ausserdem 
mit  der  Temperatur  veränderliche.      Die  Zahlen  wachsen   der   2  zu. 
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Aehnlich  liegen  die  Yerhältnisse  bei  gewissen  organischen  Säuren,  wie 
Ameisensäure,  Valeriansänre,  Buttersäure  u.  s.  f. 

Wasser  haben  die  genannten  Forscher  noch  besonders  untersucht. 
Die  folgende  Tabelle  enthält  die  Ergebnisse  für  g^,  g  unter  der  An- 
nahme von  f»  =  18,  für  das  Molekulargewicht  (Molekulargewicht  des 

dt 

wie  Vielfaches  von  m  =  IS  man  bei  jeder  Temperatur  annehmen 
müsste,  um  mit  der  Formel  g  =  Je  (^'  —  d"  —  d)  dem  ermittelten  Werth 
von  g  jedesmal  nachkommen  zu  können. 


Wasserdampfes) , 


und  zuletzt  eine  Zahl  x,  welche  angiebt,  ein 


t 

r 

0 

dt   -^ 

X 

0 

73,21 

502,9 

10 

71,94 

494,2 

0,87 

3,81 

20 

70,60 

485,3 

0,89 

3,68 

30 

69,10 

476,0 

0,93 

3.44 

40 

67,50 

466,0 

0,98 

3,18 

50 

65,98 

456,7 

0,99 

3,13 

60 

64,27 

446,4 

1,02 

3,00 

70 

62,55 

436,0 

1,03 

2,96 

80 

60,84 

425,9 

1,06 

2,83 

90 

58,92 

414,3 

1,07 

2.79 

100 

57,15 

403,7 

1,11 

2,66 

110 

55,25 

392,3 

1,12 

2,61 

120 

53,30 

380,4 

1,16 

2,47 

130 

51,44 

369,2 

1,16 

2,47 

140 

49,42 

356,8 

1,21 

2,32 

Auch  hier  sieht  man,  wie  h  ständig  mit  der  Temperatur  anwächst 
und  wie  deshalb  x  abnimmt.  Das  Molekulargewicht  des  flüssigen 
Wassers  wäre  hiernach  bei  O^C.  mehr  als  3,8  mal  so  gross  wie  im 
Dampfzustande,  bei  140^0.  aber  nur  noch  etwa  2,3  mal  so  gross. 

Bei  so  wandelbarer  Constitution  kann  man  auch  hier  nicht  er- 
warten, für  Flüssigkeiten,  wie  Wasser,  die  Alkohole,  Säuren  und  so  fort, 
zu  irgend  welchen  einfachen  und  rationellen  Beziehungen  zu  gelangen, 
die  durch  die  ganze  Temperaturscala  genügen.  Dieses  klarzustellen, 
habe  ich  die  wichtigen  Untersuchungen  von  Ramsay  und  Shields, 
denen  übrigens,  wie  diese  Forscher  selbst  hervorheben,  die  von 
EötvösO  lind  Schifft)  entsprechen,  genauer  dargelegt. 

Aber  es  ist  noch  etwas  zu  bemerken.  Die  Grösse  y  wird  von  den 
genannten   als  Oberflächenspannung  der  Flüssigkeit  bezeichnet.      Sie 


0  Wiedemann's  Annalen,  Bd.  27,  S.  452. 
*)  Annalen,  Bd.  233,  S.  47. 
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^heilen  Thatsachen  über  Dampfperlen  in  ihren  Beobachtungsröhrchen 
mit,  aus  denen  sie  schliessen  zu  müssen  glauben,  dass  der  Randwinkel, 
wenn  die  Flüssigkeit  immer  mit  ihrem  Dampf  in  Berührung  steht, 
also  nicht  mit  Luft,  stets  Null  ist.  Wie  diese  Behauptung  mit  den 
Ermittelungen  anderer  Forscher,  welche  die  Flüssigkeitskuppe  sich 
standig  abflachen  sahen  (siehe  unten  S.  56),  zu  yereinigen  ist,  weiss 
ich  nicht.  Aber  dieses  selbst  zugegeben,  ist  doch  die  festgestellte 
Grösse  y  nichts  anderes  als 

26)  y  =  ^L^  _  H,„ 

und  diese  ist,  namentlich  in  Temperaturen  nahe  der  kritischen  Tempe- 
ratur, durchaus  nicht  allein  yon  der  Flüssigkeit  abhängig,  sondern 
auch  yon  ihrem  Dampf,  denn  es  ist  die  mittlere  Oberflächenspannung 
Yon  Flüssigkeit  und  Dampf  (jedes  gegen  sich  selbst),  abzüglich  der 
Oberflächenspannung  Ton  Flüssigkeit  gegen  Dampf.  Die  Berechnung 
einer  „molekularen  Oberflächenspannung''  g  hat  also  gar  keinen 
physikalischen  Sinn,  sofern  das  Molekularvolumen  von  Flüssigkeit  und 
Dampf  ein  yerschiedenes  ist.  Nur  in  hinreichender  Entfernung  Tom 
kritischen  Zustand,  woselbst  M^  und  ^^2  g^ge^^  ^i  zu  yemachlässigen 
sind,  gewinnt  die  Grösse  g  an  Werth  und  man  darf  sie  physikalisch 
als  molekulare  Oberflächenspannung  gelten  lassen.  Vielleicht  ist  es 
diesem  Umstände  zuzuschreiben,  dass  die  Formeln  bei  Annäherung  an 
den  kritischen  Zustande  yersagen,  auch  abgesehen  yom  yariabeln  Mole- 
kulargewicht der  Flüssigkeiten. 

Führen  aber  fem  er  diese  Formeln ,  wie  z.  B.  die  y  a  n  der 
W aal 8* sehe,  zu  einem  Werthe  ^^  =  0  für  den  kritischen  Zustand,  so 
folgt  hieraus  absolut  nicht ,  dass  eines  der  B.  gleich  Null  ist.     Es  ist 

Tf    -4-  TJ 
lediglich  flja  =  — ^—z ^ ,  und  das  ist  wohl  glaublich,  da  dann  wahr- 

scheinlich  sogar  Hi  =  H^  =  Hi^  wird.  Die  Oberflächenspannungen 
selbst  aber,  welche  doch  yon  molekularen  Anziehungskräften  abhängen, 
können  und  werden  kaum  jemals  yerschwinden.  Ist  man  doch  selbst 
bei  den  sogenannten  idealen  Gasen  in  Zweifel,  ob  yon  Molekularkräften 
ganz  abgesehen  werden  kann. 

Ein  anderer  Umstand ,  auf  den  yorübergehend  schon  hingewiesen 
ist,  betrifil  Folgendes: 

Die  Capillaritätserscheinungen  sind  richtige  Oberflächen- 
erscheinungen.  Sobald  die  Oberfläche  sich  ändert,  ändert  sich  auch 
die  Erscheinung.  Und  so  kann  man  beispielsweise  zeigen,  dass  die 
Steighöhe  in  einer  Röhre  wenig  yon  der  Temperatur  der  Flüssigkeits- 
masse abhängt,  dagegen  fast  ganz  yon  der  der  Kuppe  am  Ende  des 
Flüssigkeitsfadens.    Das  ist  u.  a.  yon  Bö  de  in  Versuchen  an  Alkohol^) 


^)  Becherches  sur  la  capillaritö,  p.  198. 
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geschehen,  aus  denen  sich  ergieht,  dass  die  Steighöhe,  wenn  nur  die 
Kuppe  erwärmt  wurde,  fast  ebenso  gross  war,  wie  wenn  die  ganze 
Flüssigkeit  die  betreffende  Temperatur  erhielt.  Auf  durchschnittlich 
44  Millimeter  Steighöhe  betrug  die  Differenz  bis  zu  46^  Temperatur 
nur  wenige  Zehntel  Millimeter.  Wolf  ^)  ermittelte  an  Wasser,  dass 
die  Steighöhe  sogar  anwuchs,  wenn  ein  Theil  der  Flüssigkeitssäule 
erwärmt  wurde,  entsprechend  der  dadurch  entstandenen  Yolumenver- 
grösserung,  und  dass  sie  sofort  abnahm,  sobald  die  Kuppe  erwärmt 
wurde.  Auch  der  Verfasser  ist  zu  keinem  anderen  Ergebniss  gelangt; 
bei  Wasser,  wenn  die  die  Kuppe  umgebende  Luft  etwa  lö^C.  hatte, 
fand  sich  fast  immer  die  gleiche  Steighöhe,  ob  die  übrige  Flüssigkeit 
eine  Temperatur  von  0^  oder  30^  aufwies;  ebenso  bei  Alkohol  und 
Glycerin. 

Hiernach  sollte  eigentlich  in  allen  Formeln  die  Dichte  diejenige 
der  Flüssigkeit  in  unmittelbarer  Nähe  der  Kuppe  sein,  und  es  ist  nicht 
ausgeschlossen,  dass  diese  Dichte  mit  der  Temperatur  anders  yariirt 
als  die  der  übrigen  Flüssigkeit.  Aus  theoretischen  Erwägungen  hat 
de  Heen  in  seinem  bereits  genannten  Werke  schliessen  zu  müssen 
geglaubt,  dass  die  thermische  Ausdehnung  der  Flüssigkeit  an  der  Ober- 
fläche grösser  ist  als  die  in  der  Masse,  und  zwar  um  etwa  zwei 
Drittel  des  Betrages. 

Zuletzt  ist  noch  zu  bemerken ,  dass  (H)  nur  dann  a^  Q  gleich- 
gesetzt werden  darf,  wenn  der  Randwinkel  der  Flüssigkeit  gegen  die 
Röhrensubstanz  0^  ist.  Das  trifft  gewiss  selbst  bei  gut  benetzenden 
Flüssigkeiten  nicht  für  alle  Temperaturen  zu.  Wolf  fand  schon,  dass 
die  Kuppenhöhe  mit  wachsender  Temperatur  abnimmt.    Sie  betrug  bei 

Wasser        Aether    Schwefelsäure 
in  der  Temperatur  18®  .    .    .    1,95  1,80  1,81  mm 

„     n  „  lOO«»   .    .    .    1,87  1,60  1,73     „ 

Mir  selbst  ergab  sich  für  eine  so  gut  benetzende  Flüssigkeit  wie 
Alkohol  bei 

20^  42°  54°  70® 

Kuppenhölle 1,108         1,098         1,087         1,072  mm 

und  ähnlich  bei  Wasser,  wo  in  einer  Röhre  die  Kuppenhöhe  von 
1,97  mm  bei  20^  bis  1,82  bei  85»  abnahm. 

Wenn  nun  der  Randwinkel  nicht  immer  Null  ist,  so  besteht  a^ 
aus  zwei  Factoren,  einem,  der  schon  bezeichnet  ist  und 


^Ha   +   7/2 


^^0  jjq;-q^) 


beträgt,  und  einem  zweiten,  der  den  Cosinus  dieses  Rand  winkeis  co  ent- 
hält.    Es  ist  aber 


*)  Poggendorflfs  Annalen,  Bd.  101,  S.  570. 
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TT           x/     J_  -^1  —  ^9 
-"23  —  -"18  n 2 

27)  cos  (O  == 


TT          Hi-\-  H^ 
^12 2 


also  lehrt  die  BeobachtuDg  der  Steighöhe  auch  nicht  mehr  angenähert 
die  Grösse  H  für  die  Flüssigkeit  kennen,  sondern  die 


9 

oder 


9 
Setzen  wir  nun 


^^^  l   ^1     =  QlQl   (i^l),  ^2     =   P2  92  (^2). 

so  wird  diese  Grösse 

^^^  ^  ""  g  (gt   -  Q,)  {^'  fP«  (^^»^  ~  ^'  (^"^^ 

In  der  kritischen  Teinp«ratar  soll  nun  Qi  =  (f^  werden,  dann  haben  wir 


30) 


^'  =  7T^)  (..[(Bi)-W.)l  +  »,  <-^^=™), 


nod  hieraus  folgt,  dass  in  der  kritischen  Temperatur  die  Steighöhe 
unbestimmt  wird.  Einige  Forscher  behaupten,  dass  diese  Steighöhe, 
indem  der  Meniscus  zwischen  Flüssigkeit  und  Dampf  verschwindet, 
selbst  gleich  Null  wird.  Aus  der  Formel  ist  dieses  jedoch  nicht  zu 
entnehmen,  denn  wenn  auch  {H^s)  =  (His),  (H{)  =  (Hi)  werden 
sollte,  bleibt  H'  doch  unbestimmt.  Andere  sind  der  Ansicht,  dass  im 
kritischen  Zustand  überhaupt  eine  Auflösung  der  Flüssigkeit  in  dem 
Dampf  und  des  Dampfes  in  der  Flüssigkeit  vor  sich  geht,  so  dass 
überall  Flüssigkeit  und  überall  Dampf  vorhanden  ist  (Bd^  I,  S.  417). 
Das  würde  mit  der  Unbestimmtheit  von  H'  in  diesem  Zustande  gut 
stimmen. 

Dagegen  muss  jedenfalls  (Qi  —  Q^)  H  im  kritischen  Zustand  gleich 
^ull  sein,  sowohl  wegen  q^  =  g^^  als  wegen  Hi  =  H2,  HU  =  ^28. 
Setzt  man  die  Ermittelungen  von  a^  cos  (O  fort,  so  sollte  €i^(Q\  —  Q^)  cos  o 
im  kritischen  Zustande  verschwinden.  Das  ist,  wie  bemerkt,  der  Fall. 
Deshalb  wird  die  Grösse  (^i  —  Q^)  H  auch  durch  eine  Function 

(^i  -Q,)H=Ä(^i-  ^y=  Äil  -  r)« 
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dargestellt  werden  können ,  woselbst  0*'  die  kritische  Temperatur  be- 
deutet, wie  früherer  Bemerkung  zufolge  von  van  der  Waals  ge- 
schehen ist. 

Hiemach  zeigt  sich  abermals,  wie  unsicher  noch  alles  auf  unserem 
Gebiete  ist,  da  man  noch  nicht  einmal  weiss,  welche  physikalischen 
Grössen  man  eigentlich  durch  Beobachtungen  der  beschriebenen  Art 
ermittelt,  und  da  diese  Beobachtungen  ausserdem  mehrere  physikalische 
Grössen  zugleich  betrefifen,  die  man  zu  trennen  noch  nicht  ver- 
mocht hat. 

Wir  haben  nun  die  thermodynamische  Theorie  der  Capillarität  zu 
betrachten  und  können  uns  hier  an  die  Entwickelungen  von  Gibbs 
oder  von  van  der  Waals  anschliessen.  Gibbs  hat  zuerst  eine  solche 
Theorie  in  aller  nur  wünschenswerthen  Vollständigkeit  und  Allgemein- 
heit gegeben,  van  der  Waals  hat  eine  andere  solche  Theorie  aus- 
gebildet, weil  er  glaubte,  jener  habe  die  Möglichkeit  einer  Dichte- 
&nderung  der  Flüssigkeit  nach  der  Oberfläche  hin  nicht  in  Betracht 
gezogen,  was  freilich  nicht  zutrifft,  da  Gibbs  über  die  Verhältnisse 
an  der  Oberfläche  überhaupt  keine  Annahme  macht.  Beide  Forscher 
gehen  von  den  Principien  der  Thermodynamik  aus  und  bedürfen  dazu 
zunächst  einer  Ermittelung  der  Energie  der  Flüssigkeit. 

Ich  betrachte  erst  die  yan  der  Waals 'sehe  Theorie,  weil  eine 
Haupt bemerkung ,  die  zu  machen  ist,  sich  an  das  Vorhergehende  an- 
schliesst,  und  weil  eine  Angabe  van  der  Waals'  richtig  gestellt 
werden  muss,  wenn  man  nicht  die  mechanische  Theorie  als  ganz  yer- 
fehlt  (eigentlich  unrichtig)  ansehen  will,  van  der  Waals  ^)  nimmt 
au,  dass  die  Dichte  einer  Flüssigkeit  sich  nach  der  Oberfläche  hin  und 
namentlich  unmittelbar  in  deren  Nähe  ändert  und  glaubt  nachgewiesen 
zu  haben,  dass  alsdann  die  Constante  if,  die  bisher  immer  als  die 
eigentliche  Capillaritätsconstante  angesehen  worden  ist,  herausfällt  und 
an  ihre  Stelle  eine  andere,  sehr  viel  kleinere  tritt.  Er  leitet  für  die 
Energie  einer  Flüssigkeit,  deren  Dichte  nach  der  Oberfläche  hin  sich 
ändert,  und  die  an  der  Oberfläche  yon  einer  Ebene  begrenzt  ist,  auf 
eine  Masseneinheit  an  einer  beliebigen  Stelle  in  ihrem  Innern  den 
Ausdruck  ab 

31)  L,  =  C-ap--  — --  —  ... 

C  enthält  irgend  einen  Anfangs werth  und  die  kinetische  Energie 
(die  übrigens  als  unveränderlich  angesehen  wird),  a  soll  die  in  seiner 
Zustandsgieichung  ebenso  bezeichnete  Constante  sein,  c^,  C4,  .  .  .  sind 
reine  Constanten,  h  ist  eine  Richtung  senkrecht  zur  Oberfläche.  Cf,  c^ 
sind  Integrale  nach  Art  der  für  {KX  (H)  angegebenen,  jedoch  mit  K 
selbstverständlich,  mit  H  aber  auch  nicht  übereinstimmend,     a  ist 


0  Theorie   tbermodynamique  de  la   capillarit^  dans  rhypothöse  d'one 
Variation  continue  de  la  density,  Archives  N^erlandaises,  Tome  XXVm. 
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die  Gonstante  (X),  (H)  selbst  aber  steht  nicht  in  der  Gleichung. 
Wäre  nun  van  der  Waals'  Behauptung,  dass  (H)  in  der  That 
in  der  Energiegleichung  nicht  vertreten  sei,  richtig,  so  müsste  die 
Gaussische  Theorie  der  Capillaritat  falsch  sein,  denn  yan  der  Waals' 
Formel  muas  in  die  Gaussische  übergeben,  sobald  q  constant  an- 
genommen ist.  Das  musB  eigentlich  yon  yomherein  gegen  diese  Be- 
hauptung misstrauisch  machen,  da  die  Gaussischen  Entwickelungen 
bisher  noch  von  allen  als  Muster  mathematischer  Strenge  und  physi- 
kalischer Eleganz  angesehen  werden.  Aber  die  Sache  liegt  sehr 
einfach.  Für  ein  constantes  Q  folgt  ü'  =  C  —  aQ.  Diese  Gleichung 
setzt  yan  der  Waals  an,  und  ohne  Begründung  wird  behauptet, 
a  sei  die  in  seiner  Zustandsgieichung  yertretene  Gonstante,  also  (K). 
Dass  man  für  ü*  eine  Form  der  obigen  Art  annehmen  darf,  ist  klar, 
ebenso  klar  ist  jedoch  die  Unzulässigkeit  jener  Identificirung  yon  a 
mit  (JST).  Sieht  man  yon  C  ab,  worauf  bei  dieser  Frage  nichts  an- 
kommt, so  ist  die  potentielle  Energie  auf  eine  Stelle  der  Flüssigkeit 
p  JJj/(r)cir,  also  ist  a  =  — JJj/W^^»  "°^  dieses  ist  durchaus  nicht 
gleich  (iC),  vielmehr  findet  sich  aus  dem  Green* sehen  Satz 

woselbst 

*.  <». 

*  =  -  jlV(l)'?f ,    tC'  =  -  j^'M)di 

r  u 

ist.  Also  a  besteht  aus  zwei  Theilen,  einer  ist  allerdings  proportional 
(K)^  der  zweite  aber  ist  ein  Flächenintegral,  das  zur  Grösse  (U)  führt, 
sobald  man  eben  weiter  die  Energie  nicht  an  einer  einzelnen  Stelle, 
sondern  für  die  ganze  Flüssigkeit  sucht.  Absolut  nichts  berechtigt 
dazu,  diesen  zweiten  Theil  fortzulassen.  Deshalb  ist  auch  die  yon 
▼an  der  Waals  für  diesen  Fall  aufgestellte  Schlussgleichung  für  die 
Energie  mindestens  ungenau.  Er  findet  zunächst,  wenn  pi'die  Dichte 
an  irgend  einer  AusgangssteUe  der  Flüssigkeit  ist 

00 

32i)  u[  =  C—  ag^  —  (g  —  g^)  {if(u)du. 

0 

M('(t«)(2tt  ist  die  Laplace'sche  Gonstante  (K).     Da  er  a  dieser  Gon- 

0 

staute  gleich  ansieht ,  erhält  er  —  agi  —  (g  —  gi) (K)  =  ag  und 
damit  die  oben  angegebene  Formel.     Es  muss  aber  sein 

«ei  -  ((>  -  Qi)(S)  =  -  (K)Q  -  Q^^^^  ^dS 
und  damit 
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32,) 


ü:  =  C-(K)Q-9,^^^^dS, 


wodarcb  sich  diese  ganze  Theorie  ändern  würde.  Sie  mnss  sich  auch 
ändern,  denn  da  ganz  dieselbe  Vernachlässigung  später  auch  bei  der 
Ableitung  der  Energiegleichung  für  den  Fall  einer  von  einer  Kugel- 
fläche  begrenzten  Flüssigkeit  gemacht  wird,  führt  diese  Theorie  über- 
haupt nicht  zu  geometrischen  Verhältnissen,  und  in  der  That  wird 
man  auch,  wie  ich  glaube,  vergeblich  nach  den  bekannten  Formeln 
der  Capillaritätstheorie  suchen,  die  doch  nicht  dadurch  verschwinden 
können,  dass  man  die  Voraussetzungen  so  verallgemeinert,  dass  die 
einfacheren  Grundlagen  als  Specialfall  angesehen  werden.  Sie  müssen 
doch  mindestens  bei  der  Specialisirung  zum  Vorschein  kommen. 

Hiervon  ganz  unabhängig  ist  der  Werth  der  thermodynamischen 
Capillaritätstheorieen.  Bei  den  Capillaritätserscheinungen  soll  die  Tem- 
peratur ungeändert  bleiben.  Aus  den  beiden  von  Gibbs  angegebenen 
allgemeinen  Principien  (Bd.I,  S.  21,  22),  dass  zum  Gleichgewicht  eines 
abgesonderten  Systems  es  noth wendig  und  hinreichend  ist,  dass  für 
alle  möglichen  Aenderungen  bei  constanter  Energie  des  Systems  die 
Aenderung  der  Entropie  Null  oder  negativ  ist  und  bei  constanter  Entropie 
die  Aenderung  der  Energie  Null  oder  positiv  ist,  leitet  van  derWaals 
zunächst  die  Beziehung  ab,  dass  bei  den  in  Frage  kommenden  Er- 
scheinungen die  freie  Energie  (Bd.  I,  S.  90)  einen  Grenzwerth  hat 
unter  der  selbstverständlichen  Bedingung,  dass  die  Masse  des  Systems 
ungeändert  bleibt.  Also  soll  sein,  wenn  wir  unsere  früheren  Bezeich- 
nungen aufnehmen 

d  [[[(>(ü^—  J^S  —  A)  dt  =  0. 

ü — Jd'S  ist  die  freie  Energie,  A  ist  der  Lag  rang  ersehe  Multi- 
plicator  zur  Berücksichtigung  der  Bedingung,  dass  jjj  (^dr  constant 
ist.  ü  soll  die  kinetische  und  potentielle  Energie  der  Molekeln  ent- 
halten; die  Energie  der  äusseren  Kräfte  einzuführen,  ist  in  concreten 
Fällen  selbstverständlich  nicht  zu  umgehen,  für  die  thermodynamischen 
Betrachtungen  aber  kann  sie  foi^tgelassen  werden.  Da  übrigens  in 
diesen  Betrachtungen  die  kinetische  Energie  der  Molekularbewegung 
als  constant  angesehen  wird,  so  unterscheidet  sich  die  thermodyna- 
mische  Theorie  von  der  mechanischen  nur  durch  Hinzufügung  des 
Gliedes  Jd'S.     Demnach  haben  wir 


33) 


mechanische  Theorie :  öllp(r7  —  k)dt  =  0 

thermodynamische  Theorie:  ^111  q(U — A  —  Jd'S) dt  =  0, 


woraus  recht  deutlich  erhellt,  dass  beide  Theorieen,  da  auch  d  constant 
bleiben  soll,  für  S  =  Const.  genau  das  nämliche  geben  müssen.     Mit 
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anderen  Worten,  die  beiden  Theorieen  unterscheiden  sich  nur  dadurch 
Ton  einander,  dass  die  eine,  die  mechanische,  die  Capillarvorgänge  als 
adiabatische  (also  auch  als  isentropische ,  Bd.  I,  S.  93)  behandelt,  die 
andere  dagegen  in  dieser  Beziehung  nichts  voraussagt.  Letzteres  ist 
zweifellos  ein  Vorzug  der  thermodynamischen  Theorie,  sie  muss  mehr 
lehren  als  die  mechanische,  aber  was  die  mechanische  entwickelt,  muss 
sie  auch  vollständig  enthalten;  thut  sie  es  nicht,  so  ist  sie  eben  unrichtig 
oder  unter  unstrengen  Annahmen  durchgeführt.  Die  yan  der 
Waals'sche  Theorie  bezieht  sich  nur  auf  solche  Verände- 
rungen, von  denen  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  unberührt 
bleibt.  Sie  ist  nicht  eigentlich  eine  CapiUaritätstheorie,  sondern  eine 
Ergänzung  zu  einer  solchen.  Nun  nimmt  van  der  Waals  an,  dass 
die  Entropie  nur  als  Function  der  Dichte  angesetzt  zu  werden  brauche, 
wie  er  selbst  sagt,  weil  eine  andere  Annahme  nicht  zu  Gebote  steht 
Ist  also  F'(q)  der  Theil  der  freien  Energie,  der  nur  von  der  Dichte 
abhängt  und  F"  (q)  der  von  den  Veränderungen  der  Dichte  in  der 
Nähe  der  Oberfläche  F  bestimmte,  so  ist  nach  ihm 


34) 


Ä  jj|9(F'(p)  +  F"(Q)  -  k)dT  =  0. 


Wir  haben  für  den  Fall  variabler  Dichte  diese  Gleichung  noch  zu 
ergänzen  durch  die  Glieder 

80  dass  thatsächlich  wird 


(g  —  Jg')Sl\f(r)dt^Qdz'  =  0. 


Mögen  nun  auch  die  hinzugefügten  Glieder  Functionen  von  q  und 
von  dessen  Veränderungen  ergeben,  die  sich  mit  F'(q)  und  F"  (q)  ver- 
einigen, so  müssen  sie  doch  einerseits  die  Capillarconstante  H  mit- 
bringen und  andererseits  auch  Flächenglieder,  die  in  Bezug  auf  die 
Fläche  variirt  werden  müssen.  Als  allein  zu  variirende  Grössen  sieht 
van  der  Waals  Q  und  dessen  Veränderungen  an.  Darf  man  die 
Variation  der  Fläche  als  unabhängig  von  derjenigen  der  Dichte  und 
ihrer  Veränderungen  ansehen,  so  wird   man  zwei  Systeme  von  Glei- 
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chungen  erhalten,  eins  für  die  rein  geometrischen  Verhältnisse  ent- 
sprechend der  alten  Theorie,  ein  zweites  für  die  rein  thermodyna- 
mischen  entsprechend  der  —  wie  wir  jetzt  sagen  müssen  —  Ergänzung' 
aus  der  Thermodynamik.  Vielleicht  war  das  die  Ansicht  von  yan  der 
Waals.  Doch  ist  es  mir  zweifelhaft,  ob  diese  Betrachtung  an  sich  zu- 
lässig ist,  nur  dass  die  Erfahrung  die  reine  mechanische  Theorie  so 
▼ollkommen  bestätigt  hat,  giebt  zu  dieser  Betrachtung  ausreichendes 
Recht.  Aber  mag  das  auch  sein,  so  scheidet  doch  darum  die  Capillar- 
constante  ^durchaus  nicht  aus  der  Capillaritätstheorie  aus,  um  einer 
anderen  Platz  zu  machen,  sondern  sie  yerbleibt  in  allen  auf  die  geome- 
trischen Verhältnisse  sich  beziehenden  Formeln  und  die  neue  Con- 
stante  tritt  nur  nebenbei  auf  und  mehr  in  den  Eormeln  für  die  thermc 
dynamischen  Verhältnisse.  Um  das  noch  schärfer  zu  erweisen,  will  ich 
untersuchen,  zu  welchen  Ergebnissen  die  Gaussische  Theorie  führt, 
wenn  man  in  derselben  Q  als  yariabel,  jedoch  nur  in  unmittelbarer 
Nähe  der  Oberfläche  als  yariabel  ansieht.  Die  potentielle  Energie  in 
einem  Flüssigkeitselement  dt,  in  dem  die  Dichte  Q  herrscht,  ist,  wie 
wir  yorstehend  schon  angegeben  haben, 

f{r)dr  \QdT. 

Im  ersten  Flächenintegral  rechts  ist  Q  die  Dichte  Qt>,  in  der  Ober- 
fläche, im  zweiten  ist  -r—  die  Aenderung  (  -tt-  )   der  Dichte,  wenn  man 
dn  ®  \dnjF 

yon  der  Oberfläche  in  die  Flüssigkeit  eindringt.  Abgesehen  yon  Stellen, 
wo  Kanten  und  Spitzen  yorhanden  sind,  können  wir  beide  Grössen  als 
constant  ansehen,  also  yor  die  Integralzeichen  setzen.  In  den  anderen 
Gliedern  ist  Q  yariabel.  Wenn  wir  nun  durch  nochmalige  Integration 
die  Energie  der  ganzen  Masse  bilden,  so  haben  wir  als  erstes  Glied 


=  ^n^\\\ 


Qqdx. 


Wir  setzen  Q  =  p,(l  +  c),  woselbst  Qi  die  constante  Dichte 
innerhalb  der  Flüssigkeitsmasse  und  £  die  Abweichung  davon  an  der 
Oberfläche  sein  soll,  so  ist 

I  =  4.7Ci>Qlz  +  S^r^e/j  I  j  «dr  +  An^g^  [[[t^dx. 

Da  nun  B  nur  in  der  Nähe  der  Oberfläche  yon  Null  y erschieden 
ist,  so  sind  die  beiden  dreifachen  Integrale  mit  £  und  £^  nur  über  eine 
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Sehale  za  erstrecken ,  welche  aussen  von  der  Oberfl&che  F^  innen  von 
einer  anderen  Fläche  F'  begrenzt  wird ,  von  der  aus  nach  innen  der 
Flüssigkeitsmasse  hin  £  =  0  ist.  jjj  ^^^  =  ^  giebt  das  Volumen 
dieser  Schale,  wenn  sie  an  jeder  Stelle  im  Yerbältniss  von  £  zu  1  ge- 
dehnt ist,  f jj  s^dr  =  t"  gleichfalls  das  Volumen  dieser  Schale,  wenn 
die  Dehnungen  jeder  Stelle  im  Verhältniss  von  6^  zu  1  stattgefunden 
haben.     Also 

Das  zweite  Glied  im  Ausdruck  (36)  dreimal  integrirt  giebt 

Der  erste  Theil  in  diesem  Gliede  ist  der  von  Gauss  bestimmte, 
im  zweiten  Theile  bedeutet  r  den  Abstand  des  Raumelements  dt  vom 
Oberflächenelement  dF.  Wiederum  ist  der  Raum  auf  die  Schale  ein- 
zuschränken. Aber  hier  kommt  nicht  einmal  die  ganze  Schale  in 
Frage,  sondern  nur  derjenige  schalenförmige  Theil  derselben,  der 
aussen  von  F,  innen  von  einer  i^  parallelen  und  von  F  um  den 
Wirkungsradius  B  abstehenden  Fläche  JP"  begrenzt  wird.  In  einer 
solchen  Schale,  die  gegen  die  erst  betrachtete  auch  nach  van  der  Waals 
unendlich  dnnn  sein  soll,  darf  man  6  als  constant  ansehen  und  gleich 
seinem  Werth  an  der  Oberfläche  annehmen,  also  setzen 

£  =  ?^  —   1    =   ^^  —  Q< 
Demnach  wird  das  zweite  Integral 

In  beiden  Integralen  unter  II  kommt  somit  die  nämliche  Grösse 

Tor,  aber  die  Integration  nach  r  erstreckt  sich  im  ersten  Integral  über 
den  ganzen  Kaum,  im  zweiten  nur  über  die  Schale  zwischen  JP  und 
-F".  Kedacirt  man  jedoch  beide  nach  Gauss'  Verfahren  oder  mit 
dem  Green^schen  Satz  (Bd.  I,  S.  47fiP.)  auf  Flächenintegrale,  so  erhält 
man,  indem 

t 

—  \il,(r)dr  =  »{0), 
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gesetzt  wird,  woselbst  das  Integral  für  r  =  d^  Terscfawinden  soll,  für 
beide  Integrale  erst  das  nämliche  Glied  ^^(0),  und  dann  je  ein  Doppel- 
flächenintegral nach  F  und  fär  das  zweite  Integral  ausserdem  abzüg- 
lich noch  ein  weiteres  Doppelflächenintegral  nach  F  bezw.  F".  Gauss 
hat  nun  bewiesen,  dass  solche  Doppelflächenintegrale  bei  den  üblichen 
Annahmen  über  die  Molekularkräfte  yerschwindend  klein  sind,  und 
das  gilt  auch  hier  für  das  Doppel  flächenintegral  nach  F  und  JP",  weil 
diese  Flächen  einander  unendlich  nahe  sind.  Also  bleibt  für  beide 
Integrale  das  nämliche  Glied  7cd'{0)  allein  stehen  und  es  ergiebt  sich, 
dass  II  mit  dem  Gaussischen  Ausdruck  stimmen  muss,  wenn  man 
nur  daselbst  Q  durch  seinen  Werth  Q^  an  der  Oberfläche  ersetzt.  Das 
dritte  Glied  ist  aus  gleichen  Gründen 

+  (— )(II),1^KJ1I?-)- 

Abermals  ist  die  Integration  im  zweiten  TheiJe  auf  die  Schale 
zwischen  i^  und  F^'  einzuschränken.  Genau  die  nämliche  Reduction, 
die  zur  Gleichung  für  Qdtü'  geführt  hat,  giebt  nun  (Bd.  I,  S.  47) 

worin  (p{r)  die  nämliche  Function  von  — ^istwie  ^(r)  von/(r),  also 

T 

'»4  <»4 


ist,  wobei  das  Integral  für  ^4  verschwinden  soll.  Im  ersten  Integral 
ist  F  dieselbe  Fläche  wie  F^  im  zweiten  ist  F  die  Fläche  F  und  die 
Fläche  F",  also 

"■=''(i)Jh(ll-5S)+("-")(i^), 

(J]-"^£)- 

Diese  beiden  Glieder  sind  aber  verschwindend  klein ,  da  für  die 
Functionen  q)  mindestens  dasselbe  wie  für  die  Function  /(r)  gelten 
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moM.  In  diesem  Falle  nämlich  darf  man  das  Kweiie  Fl&ohenintegral 
auf  ein  Flächenstückchen  beschränken,  welches  dF  umgiebt  nnd  sehr 
klein  ist,  so  dass  man  ausserdem  dieses  Stückchen  wie  eben  ansehen 

darf,  alsdann  ist  '^—  =  0  und  dF  proportional  r^,  also  das  Integral 

jedenfalls  Null.  Das  Gleiche  gilt  von  dem  zweiten  Doppelintegral  im 
«weiten  Gliede,  da  F"  an  F  unendlich  nahe  liegt.  III  ist  also  ganz 
fortzulassen. 

Nun  das  letzte  Glied,  es  zerfallt  in  zwei  Theile: 

In  beiden  Theilen  kann  sich  die  zweite  Integration  nach  t  nur  auf 
die  schon  bezeichnete  Schale  zwischen  F  und  F'  beziehen.  Im  zweiten 
Theile  erstreckt  sich  auch  die  erste  Integration  nach  t'  auf  diese  Schale, 
im  ersten  Theile  dagegen  sollte  diese  Integration  die  ganze  Substanz 
betreffen.  Bedenkt  man  aber,  dass  /(r)  nur  einen  Werth  hat  für 
r  •<  ^f  wenn  ^d  den  Wirkungsradius  bedeutet,  so  zeigt  sich,  dass  diese 
erste  Integration  sich  auf  eine  Schale  zwischen  F  und  einer  neuen 
Fläche  Fl  bezieht,  die  nach  innen  von  F'  dieser  parallel  im  Abstand  ^ 
gezogen  ist.  Also  zerfallt  der  erste  Theil  in  zwei  Theile,  einen,  in  dem 
die  erste  Integration  die  Schale  zwischen  J\  und  F'  umfasst,  und  einen 
zweiten  f^r  die  Schale  zwischen  F'  und  F.  Wir  unterscheiden  diese 
beiden  Theile  durch  (1)  und  (2).  Indem  wir  nun  die  zweite  Integration 
ausfuhren,  brauchen  wir  im  Theil  (1)  nur  den  Theil  der  Schale  zwischen 
F'  und  F  zu  beachten,  der  an  F*  anliegt  und  nicht  dicker  ist  wie  z/, 
der  Radius  der  Wirkungssphäre,  der  also  zwischen  F'  und  einer  dieser 
Fläche  nach  aussen  im  Abstände  ^  parallel  gezogenen  Fläche  F^  liegt. 
In  dieser  Schale  aber  wird  die  Dichte,  wenn  sie  auch  von  Qi  yer- 
ichieden  ist,  doch  nur  unendlich  wenig  yariiren.  Da  nun  die  zweite 
Integration  sich  gerade  auf  Variationen  der  Dichte  bezieht ,  so  entfällt 
der  ganze  Theil  (1).  Genau  in  derselben  Weise  ist  zu  ersehen,  dass 
auch  der  Theil  (2)  entfällt  und  überhaupt  das  ganze  Glied  lY,  immer 
weil  die  grössten  Integrations weiten  sich  nur  Über  2^  erstrecken. 
Also:  Unter  der  Annahme,  dass,  wie  auch  die  Dichte  in  der  Nähe 
der  Oberfläche  sich  verändert,  sie  doch  innerhalb  einer 
Wirkungssphäre  als  unveränderlich  angesehen  werden  darf, 
ergiebt  sich  für  die  potentielle  Energie  einer  Flüssigkeit  der  Werth 

37)  r  =  -  (K)  Q^  (t  +  2t'  +  r")  +  1  (H)  (f^^ F, 

woselbst,  um  68  nochmals  hervorzuheben, 

Wtioitain,  Thermodyiutinik.    II.  5 
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38)  Q  =  Qi{l  +  «),  t'  =  llj  sdr,    t"  =  jj|«*dT 

ist.  Also  der  Unterschied  gegen  den  Ausdruck  für  constante  Dichte 
besteht  nur  darin,  dass  r  durch  die  Volumina  2ir'  und  r"  yergrössert 
erscheint  (wahrscheinlich  verkleinert,  da  s  negativ  sein  wird)  und  dass 
im  Fläohenglied  statt  der  inneren  Dichte  die  Oberflachen  dichte  steht. 
Die  Capillaritätserscheinungen  hängen  vom  zweiten  Gliede  ab,  also 
ändert  sich  nichts,  als  dass  an  Stelle  der  inneren  Dichte  die  oberfläch- 
liche gesetzt  ist,  und  das  ist  zweifellos  eine  Verbesserung,  nach  dem 
was  oben  (S.  55)  über  die  Abhängigkeit  dieser  Erscheinungen  fast 
allein  von  der  Oberfläche  gesagt  ist.  Der  obige  Ausdruck  weicht  ganz 
und  gar  von  dem  von  van  der  Waals  abgeleiteten  ab,  wofür  ich  keine 
rechte  Erklärung  habe.  Die  Rechnung  noch  weiter  zu  führen,  indem 
die  obige  Annahme,  dass  innerhalb  einer  Wirkungssphäre  die  Dichte 
constant  ist,  fallen  gelassen  wird,  hat  keine  Schwierigkeit,  aber  auch 
keine  Bedeutung.  Das  Wesentliche  kann  dadurch  nicht  geändert 
werden. 

Nun  die  thermodynamische  Theorie  von  Gibbs.  Dieser  Forscher 
trägt  der  Oberflächenenergie  von  vornherein  Bechnung,  wie  aus  der 
Grundgleichung  497  auf  Seite  269  seiner  von  Ostwald  übersetzten 
„Thermodynamischen  Stadien"  hervorgeht,  woselbst  in  der  Energie- 
änderung ein  Glied  ödF  aufgenommen  ist,  zum  ausdrücklichen  Zweck 
den  Flächenänderungen  Rechnung  zu  tragen.  Ich  will  seine  Theorie 
hier  mit  den  mir  nöthig  scheinenden  Modiflcationen  vortragen. 

Wenn  ein  aus  verschiedenen  Substanzen  Ai,  A^^  Aj^  ,  ,  ,  be- 
stehendes System  Zustandsänderungen  erfährt,  so  kann  die  Aenderang 
seiner  Energie  dargestellt  werden  durch  (Bd.  I,  S.  115  u.  ff,) 

39)  öU=JZ^dS  —  2:pdv  +  2:ii'öm'  +  2:ii"dm''  +  '"  +2:(TÄF. 

Die  m'  bedeuten  die  Stoffmengen  einer  Art,  die  m''  die  einer 
anderen  Art,  die  m'"  die  einer  dritten  Art  u.  s.  f.,  welche  alle  oder 
zum  Theil  in  den  einzelnen  Substanzen  Ai ,  ^2»  ^s  enthalten  sind,  das 
Glied  2JödF  trägt  den  Energieänderungen  in  Folge  irgend  welcher 
Oberflächenänderungen  Rechnung.  Von  äusseren  Kräften  ist  der  Be- 
quemlichkeit halber  abgesehen.  Das  System  soll  ein  in  sich  ab- 
geschlossenes sein,  dann  haben  wir 

40i)  äZm'  =  0,     dUm"  =  0,  .  .  . 

Femer  soll  es  sich  im  Gleichgewicht  befinden.  Es  muss  dann  öü  >  0 
sein,  während  2J  S  constant,  also 

40,)  dSS  =  0 

ist.  Ist  nun  der  Vorgang,  welcher  zum  Gleichgewicht  führt,  umkehr- 
bar, so  hätten  wir 
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41)  8ü  =  0 
also  zufolge  jener  Bediogungen 

42)  ^^  =  ^2=^3=... 

Die  Temperatur  muss  also  im  ganzen  System  die  nämliche  seii^ 
darf  dch  nicht  ändern  heim  Uehergang  von  einer  Suhstanz  za  einer 
der  anderen.     Ferner  müssen  wir  hahen 

K  =  K  =  K  =  •  •  • 


43) 


K  =  K  =  K  - 


Die  ^  nennt  Gihhs  die  Potentiale  der  Bestandtheile.  Die  Gleich- 
heit der  entsprechenden  fi  setzt  hestimmte  chemische  Beziehungen  fest. 
Endlich  haben  wir  noch 

44)  Zpbv  =  HööF. 

Es  handle  sich  um  eine  Flüssigkeit  und  eine  mit  ihr  in  Berührung 
befindliche  Substanz,  dann  geht  die  letzte  Gleichung  über  in 

Piiv^  +i?a*^2  =  <JÄF. 
Entsteht  nun  8  F  dadurch,  dass  alle  Theile  von  F  in  Richtung  der 
betreffenden  Normale  n  um  8n  bewegt  werden,    so  lehrt  die  mathe- 
matische Betrachtung  ^),  dass 


FSn 


45)  8F  =  F(y  -{- ^8n,    dvi=zFdn,    dv^  ^- — 

ist,  falls  /,  r"  die  Krümmungsradien  bedeuten  und  positiv  sind, 
wenn  die  Krümmungsmittelpunkte  in  der  Flüssigkeit  liegen,  woselbst 
Pi  der  Druck  ist.     Also  bekommen  wir 

46)  öQj^  +  ^^  =  p,  -  p^. 

Von  der  Einwirkung  der  Schwerkraft  ist  dabei  abgesehen.  Die 
I^rucke  sind  also  nicht  gleich  zu  beiden  Seiten  der  Trennungsfläohe. 
Die  Gleichung  44)  erweist  sich  hiernach  als  die  Gleichung  für  die 
Oberfläche  der  Flüssigkeit,  wie  sie  die  gewöhnliche  mechanische  Theorie 
der  Capillarität  unter  Abstandnehmen  von  der  Wirkung  der  Schwer- 
kraft ermittelte  Doch  wird  in  dieser  gewöhnlichen  Capillarität stheorie 
Pj  =  p^  angenommen.  In  der  That  sind  diese  Grössen  auch  nur  sehr 
wenig  von  einander  yerschieden.  Die  neugewonnenen  thermodyna- 
mischen  Ergebnisse  sind  in  den  Gleichungen  39)  bis  43)  enthalten. 
Gibbs  verleiht  der  Grundgleichung  39)  eine  etwas  andere  Form.  Zu 
beiden  Seiten  der  Trennungsfläche  F  und  etwa  parallel  zu  ihr  denkt 
er  sich  zwei  Flächen  F„  F^  gelegt,  der  Abstand  der  Fläche  Fi  von  F 


*)  Z.  B.  Kirchhoff,  Mechanik,  dreizehnte  Vorlesung. 
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soll  so  gross  sein,  dass  unterhalb  Fi  nur  homogene  Flüssigkeit  sich 
befindet ,  ebenso  soll  F^  so  weit  von  F  entfernt  sein ,  dass  hinter  F^ 
nur  noch  homogene  Substanz  der  anderen  Art  vorbanden  ist;  Inhomo- 
genitäten sollen  hiemach  nur  zwischen  Fi  und  F^  vorkommen  können. 
Eine  dritte  Fläche  ö  soll  alle  drei  Flächen  JF\,  F^  und  F  in  Form  einer 
Cylinderfläche  und  F  senkrecht  schneiden.  Fu  F^,  9  begrenzen  einen 
Raum,  der  Substanzen  verschiedener  Art  einschliesst.  U^  sei  die  Energie 
in  diesem  Raum,  da  für  ihn  als  Ganzes  Arbeiten  pÖv  nicht  in  Betracht 
kommen,  haben  wir 

47)  Süi  =  ^dS  +  ^idmi  +  ^^dm^  +  •  •  • 

Nun  denken  wir  uns  den  Raum  zwischen  Fi,  JP,  &  mit  Flüssigkeit 
von  der  Art,  wie  solche  hinter  Fi  sich  befindet,  und  den  Raum  zwischen 
F2,  Fy  S  mit  der  anderen  Substanz  von  der  Art,  wie  solche  sich  hinter 
F2  befindet,  erfüllt  und  bezeichnen  mit  ü^  S  u.  s.  f.  die  betreffenden 
Grössen  für  den  ersten  Raum,  mit  U,  S  u.  s.  f.  die  für  den  zweiten 
Raum,  da  zugleich  die  Arbeiten  j}' dt;',  p"dv"  zu  berücksichtigen  sind, 
so  haben  wir 

^  ÖU  =  Jd^dS  +  fti  dmi  +  /*,Äm,  +  •  •  •  —  p'dv* 

\öü  =  J»ö^  +  /Ai  *wi  +  fti  Ä  Wi  + p"8f/'. 

Setzen  wir  jetzt 

49)         Ü—Ü'-Ü  =  {ü),  8—8  —  8  =  (S),  m  —  m  —  m  =  (m), 

so  wird  hiernach 

50i)    d(ü)  =  Jd'd{S)  —p'dv'—p"öv''  +  fh*(»»i)  +  f^2Ä(»*2)  +  ••• 

oder  weil 

p'dv'  +  p"dv''  =  0ÖF 
ist 

50j)     d(U)  =  J^d{S)  +  ödF  +  (i,8(m,)  +  fta^Cwa)  -| 

Das  ist  die  früher  als  Gleichung  497  bezeichnete  Grundgleichung 
in  Gibbs  Theorie.  (U),  (S),  (m)  sind  Differenzwerthe ,  davon  herrüh- 
rend, dass  zu  beiden  Seiten  an  der  Trennungsfiäche  nicht  die  gleichen 
Verhältnisse  herrschen  wie  in  genügender  Entfernong  von  ihr  zu 
beiden  Seiten.     Gibbs  nennt  sie  die  Grössen  an  der  Trennungsfläche. 

Die  Gleichung  39)  scheint  mir  vor  der  ÖO9)  den  Vorzug  grösserer 
Klarheit  zu  haben.     Schreiben  wir  die  Gleichung  ÖO^)  in  der  Form 

5O3)      8(ü)  =  8[J^8)  +  aF  +  ^i(mO  +  ftaK)  +  •  •  •] 

—  J{S)dd'  —  FSö  —  (mi)«fti  —  (m,)«/*3  —  •  •  •, 

so  folgt,  wenn  weder  die  Temperatur,  noch  die  Potentiale,  noch 
die  Spannung  sich  ändern,  bis  auf  Gonstanten 
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51)  (Cr)  =  J»(S)  +  <»JF +  M(mi) +  >*»(»».)  +  ••• 

Setst  man  noch 

«)  ®  =  W,.     ffl=(s),.     ^  =  (»,,. 

Grössen,  welche  Gibbs  Oberfl&chendichten  der  betreffenden  Grössen 
nennt,  so  wird  femer  nach  5O3)  f&r  constantes  JP 

63)      d{U),  =  ja8{S)r  +  ^i«(w,>  +  ^s«M^  +  •  •  • 

54)  86  =  —  J{S)F8d'  —  (wOi-ifti  —  {fni)F8ii2  —  •  •  • 

Der  Fall,  dass  die  [i  sämmtlich  während  eines  endlichen  Vor- 
ganges angeändert  bleiben,  besagt,  dass  die  einzelnen  Substanztheile, 
wie  sie  sich  auch  ändern  mögen ,  doch  stets  ihre  Natur  und  ihren  Zu- 
stand behalten  sollen.  Das  kann  gerade  in  dem  uns  beschäftigenden 
Vorgänge  angenommen  werden,  und  d"  ist  gleichfalls  constant,  also 
trifft  gerade  für  diesen  Vorgang  die  Gleichung  51)  zu,  wenn  auch  noch 
die  Spannung  6  als  im  Vorgang  fast  unyeränderlich  angesehen  werden 
darf,  und  dieses  ist  der  Fall,  da  6  für  eine  beliebig  gekrümmte  Fläche 
fast  denselben  Werth  h^t  wie  für  eine  ebene  Fläche,  es  ist  ja  nichts 
Anderes  als  die  Grösse  H.  Gibbs  untersucht  sodann  noch,  unter 
welchen  Umständen  das  durch  50f)  festgestellte  Gleichgewicht  ein  sta- 
biles ist,  die  Trennungsflache  also  sich  erhalten  kann,  worauf  hier 
jedoch  nicht  einzugehen  ist. 

Zwischen  den  Drucken  und  den  Potentialen  bestehen  noch  fol- 
gende Beziehungen.  Unter  den  früher  angegebenen  Bedingungen  ist 
fQr  jede  der  beiden  Substanzen,  und  wenn  die  Dichten  erhalten  bleiben, 

55)  U  =  J^S  — pv  +  fiimi  +  ft2W2  +  •  •  • 

also  indem  wir  für  die  eine  Substanz  einfach,  für  die  zweite  Substanz 
doppeltaccentuirte  Buchstaben  anwenden, 


560 


öp'  =  ^8^  +  ^8f.[  +  !^öi^  + 


die  —  sind  die  Dichten  der  Stoffe ,  nennen  wir  sie  Q ,  so  wird  also  für 

V 

jedes  wirkliche  Gleichgewicht 

dp'   =  .^d»  +  Q\dn[  +  Q'idtl»  +   ■■■ 


56,) 


dp"  =^d»  +  (.l'd/il'  +  gUci  + 


Aus  diesen  Gleichungen  können  wir  wenigstens  zwei  der  dft  durch 
die  dp  auBflrücken  und  dadurch  die  Gleichung  44)  für  die  Spannung 
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vereinfachen,  was  deshalb  wünschenswerth  ist,  weil  die  experimentelle 
Ermittelung  der  Potentiale  meist  fehlschl&gt.  Es  bestehe  jede  der 
beiden  Substanzen  nur  aus  einem  homogenen  Bestandtheil,  der  bis  zur 
Trennungafläche  seine  Eigenschaften  beibehält  (z.  B.  Wasser,  bezw. 
Dampf).     Wir  haben  dann,  indem  die  Indices  fortgelassen  werden, 

dp'    =   J^dfr    -f    Q'dp,' 

dp"  =  ^d»  +  p"dp" 
somit  nach  54) 
670  dC=  ^J  ((.S)^  -  ^  (m)p  -  -^,  (m>)  d^ 

dp\   .  dp%   . 

{S)f  war  die  Trennungsfiächenentropie  bezogen  auf  Flächeneinheit, 
setzen  wir 

Y  =  (s>,     -^  =  (S"V, 

so  sind  diese  Grössen  die  Entropieen  der  beiden  Substanzen  bezogen 
auf  Volumeneinheit  und  es  bleibt 

57,)  d<J  =  -  J-  ((S>  -  ^(mV  -  ^-^Wi-)  d» 

dp'/    ,\          dp"      f,. 
o^  ^'^  ^^ p^  ^^  ^^' 

Gibbs  benutzt  diese  von  ihm  gefundene  Gleichung,  um  einen 
wichtigen,  zuerst  von  William  Thomson  aufgestellten  Satz  abzu- 
leiten. Yergrössert  man  die  Fläche  F  um  eine  Flächeneinheit  und  führt 
nun  so  viel  Wärme  zu,  dass  die  Temperatur  gerade  constant  erhalten 
bleibt  (also  z.  B.  keine  Verdampfung  eintritt),  so  vermehrt  sich  die 
Masse  an  der  Trennungsfiäche  auf  Kosten  der  beiden  Substanzen  um 
(m')j»  und  (m")f.     Also  nimmt  die  Entropie   der  Substanzen   ab   um 

(S')v'  ^^ — f — t"  (S")v"  — 7j—,  und  die  ganze  Entropie  nimmt  zu  um  den 
9  Q 

/c'\  ^                 CS") 
Betrag  (S)f r"  ('w)i' ?r~  (*w")f»  also  um  die  Grösse,  welche 

in  dem  Ausdruck  für  dö  als  Factor  von  dd"  steht.  Andererseits  ist 
die  zugeführte  Wärmemenge  gleich  d'^S^  somit  wird  diese  Wärme- 
menge 


68) 


^  J     \d&Jp  JXdlog^Jp 
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Sie  setzt  diese  WftrmemeDge  in  Beziehung  zur  Spannung.  Wäre 
z.  B.,  wie  für  manche  FlOssigkeiten  hinreichend  erwiesen  ist  (yergl. 
S.  50X  <f  eine  lineare  Function  von  ^,  so  würde  Q  direct  proportional  d' 
anwachsen;  wäre  dagegen,  was  wir  gleichfalls  in  manchen  Fällen  gleioh- 

zeitig  far  ausreichend  erkannt  haben,  6  eine  Function  yl  4-  ^,  so  müsste 

^umgekehrt  proportional  #  sein.  Man  sieht,  wie  durch  Beobach- 
tung der  Grösse  Q  Entscheidung  über  die  Wahl  der  einen  oder  der 
anderen  Formel  getroffen  werden  könnte.  Was  für  die  interpolatorische 
Darstellung  ziemlich  gleichgültig  ist,  hat  sofort  physikalische  Bedeutung, 
sobald  aus  ihm  durch  mathematische  Operationen  Folgerungen  abzu- 
leiten sind;  ein  neues  Beispiel  für  den  physikalischen  Unwerth  von 
Interpolationsformeln  ohne  rationelle  Ableitung,  mögen  diese  Formeln 
im  Sinne  der  Interpolation   auch   völlig   befriedigen.     Der  Yolumen- 

Terlust  ^v  der  beiden  Substanzen  betrug  — -, 1 ,—.    Nun  sind, 

wie  schon  bemerkt,  p'  und  p'^  einander  immer  sehr  nahe  gleich,  dürfen 
vir  dasselbe  auch  von  dp*  und  dp"  annehmen  und  dp'  und  dp''  durch 
eine  Grösse  dp  ersetzen,  so  enthält  der  Ausdruck  für  dö  den  obigen 
Volamen  Verlust  als  Factor  von  dp^  somit  wird 


59)  Jv 


(• 


do\ 
dp)^ 


Der  FlächeuTergrösserung  um   eine  Einheit  entspricht  also  eine 
Arbeit  gleich 


60) 


xdp)^^  \dlogpJ^ 


Das  sind  die  wichtigsten  Folgerungen,  die  man  bisher  aus  der 
thermodynamischen  Theorie  der  Gapillarität  gezogen  hat.  Sie  sind  aber 
meist  schon  vor  Ausbildung  dieser  Theorie  auf  einfacheren  Wegen 
gefanden  worden.  Man  kann  diese  Theorie  noch  erheblich  ver- 
allgemeinern, wie  es  von  Gibbs  geschehen  ist,  allein  die  Unkenntniss, 
in  der  wir  uns  hinsichtlich  der  einzelnen  Grössen  schon  in  den  ein- 
fachsten Fällen  befinden ,  beschränkt  den  Werth  solcher  Entwickelung 
zunächst  auf  einen  rein  ideellen. 

Zum  Schluss  dieses  Abschnittes  einige  Angaben  über  die  Beträge 
der  in  der  Oapillaritätstheorie  eine  Rolle  spielenden   Grössen,     van 

der  Waals  setzt  die  Constante  K  =  -^,  wo  a  die  in  seiner  Zustands- 
gieichung enthaltene  Constante  ist.  Mit  den  von  ihm  ermittelten 
Werthen  von  a  und  den  gegebenen  Beträgen  des  jeweiligen  specifischen 
Tolumens  findet  er  für  Aether  bei  0°  und  unter  dem  Druck  einer 
Atmosphäre  K  gleich  dem  Druck  von  1430  Atmosphären.  Für  andere 
Substanzen,  die  sich  in  Bezug  auf  ihren  kritischen  Zustand  in  dem- 
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selben  ZustaDcle  befinden  wie  Aether  bei  0^  und  1  Atmosphäre    mit 
Bezug  auf  seinen  kritischen  Zustand  giebt  er  die  folgenden  Zahlen  ^) : 

Alkohol K  =  2400  Atmosphären 

Schwefelkohlenstoff    .     ,  K  =  2890  , 

Wasser K  =  10700 

Chloräthyl K  =  2040  „ 

Schweflige  Säure   ,     ,     .  K  =  3060  „ 

Kohlensäure      .     ,     .     .  K  =  2820  „ 

Essigsäuremethyläther    .  K  =  2225  „ 

Diäthylamin      .     .     .     .  K  =  1500'  „ 

Die  Zahlen  selbst  werden  als  angenähert  wohl  gelten  können  und 
namentlich  hinsichtlich  ihrer  Grössenordnung  den  Thatsachen  ent- 
sprechen. Wasser  steht  an  der  Spitze,  was  zu  erwarten  war,  da  es 
überhaupt  die  bedeutendsten  Capillarersch einungen  aufweist.  Für  K 
und  H  nimmt  er  die  La  place' sehen  Definitionen  an.  Nach  diesen  ist, 
S  d 


wenn 


^  =      X(y)^y     gesetzt  wird,    H  =      yi{y)dy , 


0  0 

d,  wofür  beide  Integrale  verschwinden  sollen,  können  wir  dem  Wirkungs- 
radius gleich  setzen,  alsdann  ist  H  durchschnittlich  proportional  einem 
aliquoten  Theil  x^  des  Wirkungsradius  und  iC,  worauf  schon  La  place 
und  Gauss  hingewiesen  haben.  Machen  wir  also  H  =  x^K,  so  ergiebt 
sich  z.  B.  für  Wasser,  wenn  der  obige  Werth  yon  K  etwa  für  100^  C. 
Temperatur  angesetzt  (da  Aether  die  kritische  Temperatur  etwa  bei 
t  =  1900,  Wasser  etwa  bei  t  =  360»  hat)  und  für  H  nach  der  Tabelle 
auf  Seite  54  die  Zahl  114  genommen  wird 

114 

^1  =  tttttt;^ r:rr;rT7r;;  cm  =  0.00000105  cm. 

^  10700  X   1013217 

Bei  den  anderen  Flüssigkeiten  ist  x^  von  derselben  Grössen- 
ordnung. Demnach  wird  der  Wirkungsradius  nur  wenige  Tausend- 
theile  einer  mittleren  Lichtwellenlänge  betragen,  de  Heen  giebt  auf 
Grund  einer  freilich  etwas  unsicheren  Theorie  für  den  Wirkungsradius 
einer  Wassermolekel  0,00003  cm.  Da  Xi  jedenfalls  kleiner  sein  musa 
als  dieser  Wirkungsradius,  braucht  diese  Zahl  für  die  letztere  Grösse 
der  obigen  für  Xi  an  sich  nicht  zu  widersprechen,  aber  die  mittlere 
Weglänge  einer  Molekel  beim  Wasserdampf  ist  (Bd.  I,  S.  382)  gegen 
0,0000071cm,  demnach  scheint  doch  de  Heen's  Zahl  zu  gross  zu 
sein,  denn  man  wird  wohl  geneigt  sein,  die  mittlere  Weglänge  grösser 
als  den  Wirkungsradius  anzusetzen.  Mir  scheint  sogar  ersterer  gegen- 
über selbst  yan  der  Waals'  Zahl  für  Xi  zu  gross  zu  sein. 


M  Die  Continuität  des  gasförmigen  und  flüssigen  Zustandes,  zweite  Auf- 
lage, 1899,  Theil  1,  S.  175. 
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Ueber  die  CapiUaritätserscheinaogen  bei  Gemischen  von  Flüssig- 
keiten und  bei  LösaDgen  wird  in  einem  späteren  Capitel  gehandelt. 

69.   Beibang  und  W&rmeleitung  der  Flüssigkeiten. 

Für  die  Bewegung  der  Flüssigkeiten  gelten  die  nämlichen 
Gleichangen  wie  für  diejenige  der  Gase.  Wo  yon  thermischen  Yer- 
hältnissen  abgesehen  wird,  tritt  eine  Vereinfachung  dadurch  ein,  dass 
man  in  den  meisten  Fällen  die  Flüssigkeiten  als  durch  Druck  allein 
wie  incompressibel  betrachten  darf.  Wenn  also  während  der  Bewegung 
nicht  durch  Wärmeeinflüsse  ungleichmässige  thermische  Ausdehnung 
oder  Znsammenziehung  stattfindet,  kann  die  Dichte  als  unveränderlich 
angenommen  werden.  Wir  wollen  letzteres  voraussetzen  und  zusehen, 
ob  und  unter  welchen  thermodynamischen  Bedingungen  alsdann  Be- 
wegungen, wie  wir  sie  bei  Gasen  schon  untersucht  haben,  bei  Flüssig- 
keiten möglich  sind.  Die  Gleichungen  sind  aus  Abschnitt  38  des 
ersten  Bandes  zu  entnehmen.     Indem  wir  darin 

,      ^         du    .    dv    .    dw  1  rffi 

dx        Off        cz  II   dt 


setzen,  woselbst  die  Dichte  jetzt  mit  (i  bezeichnet  sein  soll,  haben  wir 

cu\  ^        dp    .         . 

d%  dy  dz)  ex        ^ 


Die  BediDgungen  an  der  Oberfläche  bleiben  ungeändert  (Bd.  I, 
Abschnitt 38,  Gleichungen  9,  10,  lli,  llg,  12,  22,  23i,  282).  Zunächst 
fallt  auf,  dass  die  Gleichungen  nur  einen  Reibungscoefficienten  ^  ent- 
halten,  bei  Flüssigkeitsbewegungen  der  betrachteten  Art  kommt  in 
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der  That  nnr  ein  solcher  Coefficient  in  Frage,  da  eben  Dilatation  nicht 
stattfinden  soll.  Die  folgende  Betrachtung  hat  sich  nnr  auf  diesen 
Coöfficienten  zu  beziehen. 

Wir  wählen  wieder  die  stationäre  Bewegung  durch  eine  horizon- 
tale Röhre,  in  Richtung  der  Axe,  welche  x-Axe  sein  soll,  bezeichnen 
den  Abstand  eines  Theilchens  von  dieser  Axe  mit  r,  nehmen  an,  dass 

u  =  /(r,  a;) ,     v  =  0,     to  =  0 

ist,  und  untersuchen,  ob  eine  solche  Bewegung  möglich  ist.    Zufolge  4) 

haben  wir  alsdann 

du 

=  0, 


also 


dx 

u=f(r). 
Die  Druckcomponenten  werden  hiernach  (Bd.  I,  S.  252) 


6) 


Xx    =     Yy    =    Zm     =   P,  Xy     =     —     9    TT-     —  , 


0, 


8«       V  y         V  ^ 


Die  BeweguDgBgleichungen  geben: 


N  =  p. 


7) 


dx         r 

dp 


dr 


0  =^  — 


r     ^^       _  Q  /»«V    ,     k   id*»    .     1  ^  V    dr) 


weil  auch 


dt  dt  dx  ~'       dx 


ist  und  auch  d"  nur  von  x  und  r  abhängen  kann. 

Da  u  nur  von  r  abhängen  soll,  müssen  wir  haben 


.<'^r) 


dr 


^0  1 


dp 
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Hieraas  und  aus  den  folgenden  beiden  Gleichangen  ergiebt  sieb 

Co  r^ 

8)  tt  =  —        +  ci  logr  +  c^,    p  =  c^x  -\-  Ci'. 

Q   * 

Die  CoDstanie  (^  muss  Null  sein,  weil  in  der  Axe  nur  endliche  Ge- 
schwindigkeit herrschen  kann.  Ferner  nehmen  wir  an,  dass  die  Flüssig- 
keit an  der  Röhrenwandung  absolut  fest  hafte.  Der  Radius  der  Röhre 
sei  jß,  dann  haben  wir  noch 

9)  ^-  R^  +  c^  =  0,      also  u=  p-   (r«  —  m, 

4  Q  4  Q 

Nun  noch  die  letzte  thermodynamische  Gleichung.  Bei  Flüssig- 
keiten ist  k  eine  sehr  kleine  Grösse,  gleichwohl  darf  von  der  Wärme- 
leitung nicht  abgesehen  werden.  Wollten  wir  nämlich  diese  unbeachtet 
laasen,  so  müsste,  wenn  die  vierte  Gleichung  erfüllt  werden  soll,  ent- 

weder  ^r—  =  0  oder  —  ( jr—  ]    eine  Constante  sein. 
dr  II  \dr/ 

Das  erstere  gäbe  überhaupt  keine  Bewegung,  das  zweite  kann  bei 
der  in  Frage  stehenden  Bewegung  nur  sein ,  wenn  B  =  0  ist.  Also 
nur  bei  sehr  dünnen  Röhren  ist  eine  Bewegung  der  behandelten  Art 
ohne  Rücksicht  auf  den  Wärmeeinfluss  möglich,  sonst  nicht  Und  das 
ist  sehr  verständlich,  denn  durch  die  Reibung  in  der  Flüssigkeit  ent- 
steht Wärme,  und  zwar  in  nach  der  Axe  zu  wachsender  Menge.  Also 
muss  die  Flüssigkeit  nach  der  Axe  zu  an.  Dichte  abnehmen ,  wenn 
nicht  entweder  die  Wärme  sofort  abgeleitet  wird  oder  der  Querschnitt 
der  Röhre  so  geringfügig  ist,  dass  von  den  Dichtedifferenzen  daselbst 
abgesehen  werden  kann.  Letzteres  ist  die  Voraussetzung,  die  still- 
schweigend bei  der  sogenannten  Durchflussmethode  zur  Ermittelung 
des  Reibungscoefficienten  Q  gemacht  wird.  Ist  der  Druck  am  Beginn 
der  Röhre  ^ai  der  am  Ende  j?«,  und  bedeutet  L  die  Länge  der  Röhre, 
so  hat  man 


10) 


..  '           «             ^                     P»    ~  P^         «  —   «             Pa    —  Pe    ^ 
Cl     =Pa,       Co  = ~ ,      P  ~  Pa    —  ^- SCy 

B^  —   r^    Pa   —  Pe 

u  =- 


4(f  L        ' 

somit  die  in  der  Zeiteinheit  durchgeflossene  Masse 

R 
1,)    M=2ni.  ?-^~-l'  I  r  (Ä«  -  ,-)  dr  =  ^-"^f?^  nE*(., 

0 

welch   letztere   Beziehung  als  die  Poiseuillesche  Gleichung  bezeichnet 
wird  and   für   den  Reibungscoefflcienten  die  viel  angewandte  Formel 

ergiebt 
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Ist  aber  R  nicht  hinreichend  klein,  so  müssen  wir  in  der  letzten 
Gleichung  die  Leitungsglieder  beibehalten.  Da  u  nur  von  r  abhängen 
soll,  so  darf,  wenn  (i  von  x  nicht  abhängt,  was  angenommen  ist,  auch 
%'  nicht  von  x  abhängen,  und  wir  behalten 

woraus  folgt 

c^   ist  Null  und  Ci  ist,  wenn  an  der  Oberfläche    die  Temperatur  O*« 

herrscht,  gleich  ^q  H -— -,  also  dass  wird 

16 

14)  »  =  ^^—^(r*^B*). 

Nun  ist  aber  gerade  für  die  Oberfläche  noch  eine  Bedingung  zu 
beachten ,  nämlich  die  unter  27a)  ^^^  Seite  259  des  ersten  Bandes  ge- 
gebene.    Sie  geht  für  unseren  Fall  über  in 

\     dr  dr'/r=R 

-    gO-' 

k'  TT-f  setzt  die  Bewegung  der  Wärme  in  der  Röhren  Substanz,  senk- 
recht von  der  Wandung  fort,  fest.  Ist  diese  ebenso  gross  wie  in  der 
Flüssigkeit,  so  wird  die  Bedingung  identisch  erfüllt.  Im  Allgemeinen 
ist  das  selbstverständlich  nicht  der  Fall,  und  dann  haben  wir  eine  Be- 
dingungsgleichung zu  viel  und  können  ihr  nur  genügen,  wenn  die  Be- 
wegung der  Wärme  in  der  Röhren wan düng  in  ganz  bestimmter  Weise 
geregelt  wird,  nämlich  so,  dass 

wird,  sonst  ist  die  geforderte  Bewegung,  Flüssigkeitsbewegung,  nicht 
möglich.  Hieraus  folgt,  wie  unrichtig  unter  Umständen  das  Experiment 
gehandhabt  werden  kann,  wenn  man  die  Röhre  mit  einem  constanten 
Bade  umgiebt.  Will  man  all  diesen  Schwierigkeiten  aus  dem  Wege 
gehen,  so  muss  man  entweder  sehr  enge  Röhren  benutzen,  oder  darf 
zwar  weitere  anwenden,  alsdann  jedoch  nur  mit  geringen  Druckdiffe- 
renzen arbeiten,  es  ist  dann  ot  klein  und  d"  fast  constant. 
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Nennt  man  ^i  die  Temperatur  in  der  Aze,  so  wird 

Hl)  ^,  -  ^0  =  ^  Ä^. 

Die  darch  die  Reibung  entstehende  TemperaturdiflPerenz  swiachen 
Röhrenaxe  und  Röhrenwandung  ist  also  unter  sonst  gleichen  Yerhält- 
niBsen  umgekehrt  proportional  dem  Reibungscoefficienten  und  der 
Leitungifähigkeit  der  Flfissigkeit  Ersteres  besagt,  dass  sie  mit  zu- 
Dehmender  Geschwindigkeit  in  der  Aze  rascher  wächst,  als  der  Reibungs- 
coeffieient  abnimmt.  Bedeutet  übrigens  u^  diese  Geschwindigkeit  in 
der  Axe,  so  haben  wir  auch 

*--*-=!(t)' 

k 
Beobachtungen  über  ^i  —  ^o  und  Ui   würden  uns  das  Verhältnis 

der  Leitfähigkeit  zur  Reibung  kennen  lehren.  Bei  idealen  Gasen  ist 
dieses  Verhältniss  das  1,6027  fache  der  specifischen  Wärme  bei  con- 
stantem  Volumen  (Bd.  I,  S.  352,  Gleichung  2,),  dieWerthe  für  Flüssig- 
keiten werden  wir  später  kennen  lernen.  Doch  sind  sie  nicht  durch 
Beobachtungen  der  angegebenen  Art  ermittelt,  noch  auch  wohl  zu  er- 
mitteln. Zwar  ul  ist  leicht  zu  bestimmen  durch  Feststellung  der 
Dnrchflussmenge ,  aber  die  Temperaturdifferenz  d'i  —  <9'o  wird  man 
kaum  mit  hinreichender  Genauigkeit  bekommen. 

Wenn  ^^  Yon  d'^  verschieden  ist,  dann  muss  noth wendig  die 
Dichte  in  der  Axe  der  Röhre  eine  andere  sein  als  an  der  Röhren- 
wandung, und  es  treten  auch  Bewegungen  quer  zur  Axe  ein,  indem 
innerhalb  eines  jeden  Querschnittes  die  Flüssigkeit  senkrecht  nach 
unten  sinkt,  zuerst  mit  wachsender,  dann  wieder  mit  abnehmender 
Geschwindigkeit.  Diese  Querbewegung  geht  gleichfalls  unter  Reibung 
Tor  sich,  und  da  sie  auf  die  Längsbewegung  trifft,  müssen  sich  beide 
Bewegungen  beeinflussen  und  so  tritt  die  Querbewegung  aus  den  Quer- 
schnitten heraus  und  in  der  Gesammtbewegung  strömen  die  Theilchen 
nicht  mehr  in  geraden  Linien,  sondern  in  complicirten  Curven,  wodurch 
auch  Wirbel  in  der  Flüssigkeit  entstehen.  In  erster  Näherung  kann 
man  dann  von  seitlicher  Bewegung  absehen  und  nur  horizontale  Längs- 
nnd  Terticale  Querbewegung  annehmen,  das  heisst,  wenn  die  £^-Axe 
horizontal,  die  ^-Axe  also  rertical  gelegt  ist,  tr  =  0  setzen.  Ferner 
kann  man  die  Bahnen  der  Theilchen  als  in  Verticalebenen  parallel  der 
Axe  liegend  ansehen,  und  endlich  darf  man.Producte  und  Potenzen 
Ton  V  und  den  Differentialquotienten  fortlassen.  Gleichwohl  ist  das 
Problem  noch  complidrt  genug  und  die  Lösung  scheint  mir  ausser- 
ordentlich schwer  zu  sein,  namentlich  auch,  weil  einen  unmittelbaren 
Antrieb  zur  Bewegung  nach  unten  nur  die  Theilchen  über  der  axialen 
Honzontalebene  erhalten,  nicht  aber  die  unter  dieser  Ebene,  welche 
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lediglich  Ton  jenen  gedrängt  werden.  Da  es  sich  jedoch  nur  um  geringe 
Temperatardifferenzen  handeln  kann,  wenn  man  nicht  Bolche  ausser- 
halb des  Experimentes  absichtlich  hervorruft,  wird  die  Yerticalbewegung 
nur  sehr  gering  sein,  indem  jedes  Theilchen  Zeit  hat,  die  Dichte  seiner 
Umgebung  anzunehmen,  und  man  darf  die  Bewegung  so  ansehen,  als 
ob  es  sich  um  axiales  Strömen  einer  Flüssigkeit  handelt,  die  entweder 
durch  die  ganze  Masse  gleiche  Dichte  hat,  oder  deren  Dichte  an  jeder 
Stelle  durch  irgend  welche  Kräfte  in  stets  gleicher,  nur  vom  Axeii- 
abstand  abhängiger,  Grösse  erhalten  wird.  Im  ersten  Falle  bleiben  alle 
frtLheren  Formeln  in  Kraft,  im  zweiten  Falle  hat  man  nur  noch  die 
Bedingung,  dass  fi  eine  Function  von  r  sein  soll,  zum  Ausdruck  zu 
bringen.  Diese  Function  kann  auch  mit  hinlänglicher  Genauigkeit 
angegeben  werden.  Nennen  wir  (Iq  die  Dichte  der  Flüssigkeit  an  der 
Röhrenwandung,  so  ist  sie  f^o  [1  —  ß  (^  —  ^o)]»  ^^  ß  den  Aus- 
dehnungscoäfficienten  der  Flüssigkeit  bedeutet,  also  von  der  Form 

18)       ^  =  a  +  l»i^;    a  =  ^0  (l  -  ^  Ji*y,    b  =  +  ft,  "-|. 

In  den  Formeln  für  u  und  d'  wird  auch  dadurch  nichts  geändert. 
Die  in  der  Zeiteinheit  durchgeflossene  Menge  aber  erhält  einen  anderen 
Werth  und  ist  bestimmt  durch  die  Gleichung 

R 

19i)  JU  =  ^^^\~/'   f  r(B^  —  r«)  (a  +  hr^)  dr 

0 

oder 

19,)  M^-.B*,.^-^'{l-l-^ußB*)) 

und  nach  Einsetzung  des  Werthes  von  a 

^    sql   L       96paA    22.   yj 

Das  a weite  Glied  in  der  Klammer  ist  also  die  in  Folge  der  Dichte- 
ungleichheit anzubringende  Gorrectionsgrösse.  Man  kann  nun  q  ent- 
weder durch  Auflösung  dieser  quadratischen  Gleichung  nach  Q  oder 
einer  linearen  Gleichung  ermitteln  nach  Einsetzen  eines  Näherungs- 
werthes  für  Q  im  Correctionsglied.  Ob  auf  diese  Correction  jemals 
geachtet  worden  ist,  weiss  ich  nicht.  Bedingung  für  dieselbe  jedoch 
ist,  dass  in  der  axialen  Bewegung  der  Flüssigkeit,  sowie  in  der  dadurch 
bewirkten  radialen  Bewegung  der  Wärme  ein  stationärer  Zustand  von 
der  angegebenen  Art  eingetreten  ist 

Die  anderen  Methoden,  die  man  zur  Bestimmung  des  Reibungs- 
coefficienten  hat,  können  in  ähnlicher  Weise  für  die  thermischen  Yer- 
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hiltDisse  corrigirt  werden«  Doch  ist  es  freilich  nicht  leicht,  die  Be- 
dingangeo  herziutellen,  unter  denen  die  jedesmal  angenommenen  Be- 
wegungen wirklich  stattfinden  können,  weil  von  der  Bewegung  der 
WirmeeinfiuBS  und  Yon  diesem  die  Bewegung  abhängt.  Und  noch  eins 
erhellt:  Muss  man  dem  Wärmeeinfluss  Rechnung  tragen,  dann  ist  es 
nicht  mehr  zulässig,  nur  von  einem  Reibungscoefficienten  bei  Flüssig- 
keiten zu  sprechen,  man  muss  dann  zwei  solche  Goefficienten  ein- 
fahren, ganz  so  wie  bei  den  Gasen.  Gleichwohl  genügt  schon  eine 
oberflächliche  Yergleichung  der  Yorstehenden  Entwickelungen  mit  den 
früher  in  Band  I,  Seite  261  bis  276  gegebenen  zu  ersehen,  wie,  bei 
aller  Aehnlichkeit  der  AuBgangsformeln ,  so  anders  Flüssigkeiten  sich 
Terhalten  als  Gase. 

Eine  Uebertragung  der  Max  we  IT  sehen  Theorie  der  Gase  auf  die 
Flüssigkeiten  ist  im  gegenwärtigen  Stande  der  Wissenschaft  noch 
andurchführbar,  schon  weil  wir  Flüssigkeiten  molekularkinetisch  noch 
nicht  zu  definiren  wissen.  Sicher  aber  sind  nach  dieser  Theorie  die 
gewöhnlichen  Gleichungen  der  Mechanik  auch  bei  den  Flüssigkeiten 
nur  als  erste  Näherungsgleichungen  in  dem  Sinne  zu  betrachten, 
dass  die  Druckkräfte  nur  durch  eine  Integrationsumgehung  in  expU- 
dter  Form  gegeben  erscheinen,  während  sie  thatsächlich  mit  der  Be- 
wegung zugleich  aus  einem  System  simultaner  Differentialgleichungen 
zu  ermitteln  sind. 

Wir  haben  nun  von  den  Cons tauten  selbst  zu  sprechen. 

Zuerst  die  Reibungsconstante,  sie  ist  aus  Bewegungserscheinungen 
an  und  in  Flüssigkeiten  nach  den  verschiedensten  Methoden,  nament- 
lich aber  nach  der  Durchflussmethode  mittelst  der  Formel  12),  welche 
auch  als  Poiseuille^sche  Formel  bezeichnet  wird,  bestimmt  worden. 

Ein  Hauptergebniss  aller  bisherigen  Untersuchungen  von  Flüssig- 
keiten besteht  darin,  dass  der  Reibungscoefficient  sehr  stark 
mit  der  Temperatur  variabel  ist  und  zwar  mit  wachsender 
Wärme  abnimmt.  Letzteres  steht  in  directem  Gegensatz  zu  dem 
Verhalten  des  gleichen  Coefflcienten  bei  den  Gasen.  Man  sollte  hier- 
nach annehmen,  dass,  wenn  der  gasförmige  Zustand  nur  als  Fort- 
aetsung  des  flüssigen  zu  betrachten  ist,  der  Reibungscoöfßcient  bei 
irgend  einer  Temperatur  ein  Minimum  erreicht  und  dann  wieder 
anwächst. 

Wir  können  aber  die  Sache  anders  auffassen,  indem  wir  annehmen, 
dass  die  Reibung  aus  zwei  Ursachen  erwächst,  einmal  aus  der  Ueber- 
tragung von  Bewegung  durch  die  Berührungsfläche  hindurch  von  der 
stärker  bewegten  Schicht  zu  der  schwächer  bewegten.  Das  ist  die 
früher  bei  den  Gasen  als  Reibung  deflnirte  Erscheinung.  Sodann  aus 
den  Anziehungskräften  zwischen  den  beiden  Schichten  an  der  Be- 
rührungsstelle  ^).     Das  wäre  die  eigentliche  Flüesigkeitsreibung.     Die 


')  Grats,  Wiedemann's  Annalen,  Bd.  34,  8.  25. 
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ganze  Reibung  ist  die  Summe  beider.  Erstere  wächst  mit  der  Tempe- 
ratur bei  Flüssigkeiten  wie  bei  Gasen,  letztere  nimmt  mit  der  Tempe- 
ratur ab,  ist  aber  bei  Flüssigkeiten  so  weit  bedeutender  als  bei  Gasen, 
dass  in  nicht  zu  grosser  Nabe  des  kritischen  Znstandes  sie  fast  allein 
in  Betracht  kommt  und  insgesammt  also  die  Reibung  mit  wachsender 
Temperatur  abnimmt.  Ist  nun  diese  letztere  Reibung  Qay  die  erstere 
Qh  und  die  ganze  Reibung  g,  so  wäre 

20)  Q  =  Q^   +   g^ 

und  Qa  eine  fallende,  Qh  eine  wachsende,  Q  bis  in  nicht  au  grosse 
Nähe  der  kritischen  Temperatur  eine  fallende  Function  der  Temperatur. 
Q  würde  danach  niemals  Null  sein  und  selbst  Qa  und  Qt  brauchten 
niemals  Null  zu  sein,  nur  können  beide  sehr  klein  werden,  Qa  bei 
hoher  Temperatur,  gi,  bei  tiefer  Temperatur.  Diese  Betrachtung  ist 
sehr  ansprechend  und  wird  wohl  auch  den  thatsächlichen  Verhältnissen 
nicht  zuwider  sein.     Für  Q„  setzt  nun  Grätz  in  erster  Näherung  an 

Darin  bedeutet  ^'  die  kritische  Temperatur  der  Flüssigkeit  und 
^1  eine  Temperatur,  bei  der  die  Flüssigkeit  unter  allen  Umständen 
erstarrt,  die  also  tiefer  als  die  Gefriertemperatur  derselben  sein  wird. 
Also  würde  g^  =  0  sein  bei  der  kritischen  Temperatur  und  gleich 
unendlich  bei  jener  absoluten  Erstarrungstemperatur.  A  ist  eine 
Constante. 

Viel  Werth  ist  einer  solchen  Formel  nicht  beizumessen,  sie  setzt 
auf  der  einen  Seite  voraus,  dass  schon  im  kritischen  Zustande  die 
Dampfe  sich  wie  ideale  Gase  verhalten,  also  keine  Molekularkräfte  be- 
sitzen, und  auf  der  anderen  Seite  sollen  bei  starren  Körpern  unendlich 
grosse  Molekularkräfte  herrschen.  Beides  kann  nicht  wohl  stattfinden. 
Gleichwohl  scheint  die  Formel  nach  Grätz*  Berechnungen  in  hin- 
reichendem Abstände  von  den  beiden  genannten  Grenzen  brauchbar 
zu  sein.  Ich  führe  einige  Beispiele  aus  des  genannten  Forschers  Ab- 
handlung an: 


t=  10     15       20       25    !    30       35    I    40       45 

I  :      i      I      i      ; 


50 


55  |60'C. 


Gälirunji^sbutterBäure: 

(beobachtet    .       112,1   102,1    93,5    84,7    78,2    71,7'  66,3  61,7  57,3  — 

^l  berechnet.    .       112,9  101,9    92,6    84,7    77,8    71,8  66,5  61,8  57,6  — 

Ameisensäure: 

f  beobachtet    .       122,5  109,7    99,2    89,7    81,7    74,9  68,2  62,0  57,0  — 

^(berechnet.    .       124,0  110,1    98,6    89,1    80,9    73,9  67,7  62,4  67,6  — 


Relbunggcoefficient,  Formel  von  Grätz. 
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KApronsäure: 

200,4  179,1  158,0  139,7  127,9  117,1  107,1  97,H    —      — 
197,4  175,3  155,8  140,4  127,7  116,8  107,1  98,7   —       — 


)  beotMicbtet 
*  {  berechoet  . 

/  beobachtet 
\  berechnet . 

\  beobachtet 
l  bereclinet  . 

I  beobachtet 

I  ; 

berechnet . 


j  beobachtet 
I  berechnet  . 


222,2 
I  226,0 


45,5 

45,8 


28,1  26,3  24,6    23,0 
27.9  26,2  24,6    23,2 


Isobutylacetat: 

42,0    39,0    36,5    34,1  32,0  30,0 

42,2    39,1    36,4    34,0  31,8  29,8 

Chloroform: 

\     36,0     34,0    32,0    30,5    29,0  27,5  26,0    25,0  24,0  23,5     — 

36,1     34,2    32,4    30,7    29,2  27,7  26,3    25,0  23,7  23,3     -- 

Aceton: 

24,0     23,0    22,0    21,0    20,0  19,0  18,0    17,0  16,0    —       — 

'      24,4     23,1    22,0    20,9    19,8  18,8  17,9    17,0  16.2   —       — 

Toluol: 

j     38,2     35,4    33,1    31,1    29,3  27,6  26,2    25,0  2.^,8  22,6    21,4 

II     38,0  i   35,6    33,4    31,4    29,6  27,9  26,4    24,9  23,6  22,4    21,2 


F&r  Wasser  giebt  GrAtz  folgende  Zusammenstellung  aller  vor- 
liegenden Versuche  in  Vergleichung  mit  der  Berechnung  nach  seiner 
Formel,  wobei  er  ^  =  390°,  ^^  =  —  28,62,  A  =  7,338  annimmt: 


1 
e  =  0|     5 

10       15       20    i    25    1    30 

40 

i 
60  ;60"  0. 

Poiseaille  .    .    . 

100  ]  85,2 

73,5  '  64,3  j  56,7      —   '  45,2  1  37,0 

30,8*    — 

Graham  I 

100 

84,4 

78,6  1  63,4  ;  56,0  ,  49,3    44,7  |  36,8 

31,1  27,1 

Graham  11 

100 

84,8    72,9  '  63,7  ,  56,0  '  50,5  !  45,0    37,0 

31,o|26,9 

? 

BelUtab. 

100 

85,3    73,5    63,0    56,5  1  48,7  ;  45,0    37,2 

31,21    - 

Sprung     . 

100 

84,9    72,2    63,9    56,2    50,5  145,1    37,1 

31,2  26,8 

Slotte   .    .   . 

100 

—       —  1    —     56,4      —  1 45,2    36,9 

—  1    — 

Wagner   .    • 

100 

— 

—     63,9  1  56,2  !  50,3    44,6    36,7 

31,7 

— 

B€ 

rechnet .... 

100 

84,1 

72,2    63,1    55,8    50,0  j  45,1 

37,4 

31,7 

27,3 

In  allen  Angaben  ist  der  Reibungscoefficient  des  Wassers  bei  0^ 
gleich  100  gesetzt.  Zur  Reduction  auf  absolute  Einheiten  in  G-G-S 
sind  sie  mit  0,000178  zu  multipliciren.  Man  wird  gestehen  müssen, 
<ia88  die  Grätz 'sehe  Formel  innerhalb  der  angegebenen  Temperatur- 
interralle  die  Beobachtung  sehr  gut  darstellt;  freilich  ist  die  geringste 
bitische  Temperatur  immer  noch  grösser  als  230^  und  die  höchste 
absolute  Erstsrrungstemperatur  —  28,62^  (für  Wasser)  angenommen. 

Wein  stein,  ThermodTnamik.     II.  g 
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Von  Heydweiller's  ausgedehnten  Bestimmungen  ^)  führe  ich  nur 
die  für  Wasser  erhaltenen  Zahlen  an,  welche  bis  zur  Temperatur  160^ 
angegeben  sind.     Demnach  ist  in  C-G*S-£inheiten 

e  =      0         10         20        30        40  50  60       70       80  90       100*  0. 

Q  =  17,85  13,07  10,05    8,01     6,55  5,51  4,70    4,07    3,57  3,17     2,84  X    10  — ß 

<  =   110          120  180  140          150  160*  C. 

Q  =  2,56         2,32  2,12  1,96         1,84  1,74  X    10-6 

Mit  -ö"'  =  390«  berechnet  sich  aus  den  Zahlen  für  0«  und  60^ 
zwischen  denen  dem  Obigen  zufolge  Grätz'  Formel  für  Wasser 
Geltung  hat,  ^i  ^=  —  27,1®  in  sehr  genauer  U  eberein  Stimmung  mit 
dem  von  Gr ätz  aus  den  früher  angegebenen  Zahlen  ermittelten  Betrag. 
Man  findet  nun  für  100«  das  Q  =  2,83  fast  genau  der  Beobachtung 
entsprechend.  Für  160«  wird  Q  =  2,20  statt  1,74.  Also  darf  die 
Gr  ätz 'sehe  Formel  bei  Wasser  mindestens  bis  100«  Anwendung  finden, 
während  sie  darüber  hinaus  zu  grosse  Zahlen  ergiebt. 

Fast  bis  zur  kritischen  Temperatur  hinan  reichen  die  Bestim- 
mungen Yon  Warburg  und  Babo  2)  für  flüssige  Kohlensäure.  Bei  diesen 
Bestimmungen  befand  sich  die  Kohlensäure  immer  unter  dem  Druck 
ihres  gesättigten  Dampfes,  während  in  allen  früheren  Fällen  der  End- 
druck stets  gleich  dem  Atmosphärendruck  war.  Hiernach  ist  der  er- 
mittelte Reibungscoefficient  in  diesem  Falle  aus  doppeltem  Grunde 
veränderlich.     Es  fand  sich 

«  =      5            10           15  20          25  29°  C. 

/}  =     40         45          51  58          65  70  Atmosphären 

A*  =  0,922  0,895  0,864  0,827  0,783  — 

10«^  =     925        852        784  712        625  539 

Die  Drucke  sind  nur  näherungsweise  richtig,  sie  gehen  also  von 
40  bis  70  Atmosphären;  wegen  ihres  Verhältnisses  zur  Dichte  ver- 
weise ich  auf  die  Darlegungen  in  Band  I,  Seite  448.  Lässt  man 
diese  Veränderlichkeit  des  Druckes  und  der  Dichte  zunächst  noch  auf 
sich  beruhen  und  versucht,  ob  die  Formel  von  Grätz  auch  noch  für 
Kohlensäure  in  so  grosser  Nähe  der  kritischen  Temperatur  gilt,  so  er- 
giebt sich,  dass  für  ti  eine  Temperatur  von  -|-  42«  anzusetzen  sein 
würde,  was  selbstverständlich  physikalisch  unzulässig  ist,  da  schon  die 
kritische  Temperatur  t'  =  31,25«  ist.  Ausserdem  würde  bei  29«  die 
Grösse  Q  =  224,  also  kaum  halb  so  gross  werden,  wie  sie  sein  müsste. 
Wir  sparen  daher  die  Discussion  dieser  Ermittelung  für  spätere  Dar* 
legung. 

Die  Formel  von  Grätz  ist  eine  Art  rationelle  Formel,  es  sind 
auch  Interpolationsforraeln  versucht  worden.  So  ist  nach  Helmholtz' 
Berechnung  der  Versuche  Poiseuille^s  der  Reibungscogfficient  des 
Wassers 


')  Wiedemann'B  Annalen,  Bd.  59,  8.  193. 
•)  Wiedemann's  Annalen,  Bd.  17,  8.  416  ff. 


BeibungBco^fficient,  Formel  yon  de  Heen. 
_  0,01779  ft 
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1  +  0,033679  3«  +  0.000  220  993  6  «» 
und  nach  O.  E.  Meyer'8  Berechnungen 

0,017  75 

*^  "~  (1  +  0,01104«)  (1  +  27Ö,Öri04  0' 
Za  merkwardigen  Formeln  ist  de  Heen^)  gelangt.     Rechnete  er 
die  Ahnahme  des  auf  Volumeueinheit  hezogenen  Reibungscoöfficienten 
q'  =  Qli  Yon  10<>C.  ab  für  die  nftchsten  20^  (also  von  10  his  30<^),  so 
fand  er,  dass  diese  Ahnahme  ^  q'  sich  durch  eine  Formel 


22) 


^Q' 


'■"•  0  -'■") 


darstellen  Hess,  und  c  sowohl  wie  u  hatten  ^r  alle  von  ihm  unter- 
sachten  Flüssigkeiten  fast  denselben  Werth,  n&mlich  durchschnittlich 

war  u  =  -— ,  c  '=  0,84,  wiewohl  der  grösste  Betrag  von  ^:f  q'  mehr  als 


5,5' 

20  mal   so  gross  war  wie  der  kleinste, 
allgemeinert,  findet  er  für  Q  überhaupt 


Indem   er  diese  Formel  ver- 


23) 


e**  +  ÄQi 


Äe 


t  ist  die  immer  gleiche  Temperaturdifferenz.  Nimmt  man  wieder  als 
Maass  der  Temperatur  je  20®  C,  rechnet  t  von  10®  C.  ab,  wofür  p'=  p'o 
nein  soü,  so  findet  de  Heen  für  Amylbenzoat 


A  =  0,5563,     u  = 


0,36  r 


—  r-r:    2,77 

u 


und  damit  folgende  Yergleichung  zwischen 

Rechnung 

und 

Beobachtung 

«=10 

1 
30        50        70 

1            1 

90    1   110 

130 

150 

170«  C. 

^  1  berechnet  .    . 
^    1  beobachtet     . 

49,0 
49,0 

29,3 
28,2 

19.2  13,6 

18.3  13,4 

: 

10,5      8,6 
10,5      8,6 

7,4 
7,4 

6,7 
6,6 

6,0 
6,0 

Die  Uebereinstimmung  ist  zweifellos  sehr  gut  und  in  Anbetracht 
des  grossen  Temperatnrintervalls,  welches  vielleicht  bis  zu  150®  der 
kritischen  Temperatur  nahe  führt,  und  der  geringen  Zahl  Gonstanten 
(nur  2)  eigentlich  auffallend.  Eine  theoretische  Deutung  seiner  Formel 
hat  de  Heen,  wie  er  selbst  hervorhebt,  nicht  gefunden,  sie  sieht  auch 
so  eigenartig  aus,  dass  eine  solche  kaum  zu  vermnthen  ist. 


»)  1.  c.  S.   218. 


6* 
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Endlich  ist  zu  erwähnen,  dass  nach  Stoel  ^)  der  Reihung8C0§ffi- 
cient  auch  durch  eine  Formel 

logg  =  a  +  ^^»  P  =  Äe^^^ 
sich  soll  darstellen  lassen.  Nach  seinen  eigenen  Beohachtungen  am 
Chlormethyl  soll  diese  Formel  den  Beobachtungen  von  —  28^  bis 
-\-  123®,  also  bis  in  die  N&he  der  kritischen  Temperatur  dieser  Flüssig- 
keit ganz  gut  folgen.  £r  theilt  die  Abweichungen  zwischen  den 
Yon  ihm  beobachteten  und  den  nach  der  obigen  Formel  berechneten, 
dem  Reibungscoefficienten  proportionalen,  Ausflussdauern  mit,  welche  in 
der  That  nur  bei  der  höchsten  Temperatur  3  Procent,  sonst  in  keinem 
Falle  2  Procent  erreichen,  bemerkt  jedoch  selbst,  dass  diese  Ab- 
weichungen immerhin  einen  systematischen  Gang  aufweisen,  zwischen 
—  28  und  —  20  sind  die  berechneten  Zahlen  zu  klein,  zwischen  —  20 
und  -f-  50  durchschnittlich  zu  gross,  dann  wieder  bis  etwa  -|-  111®  zu 
klein  und  zuletzt  zu  gross.     Er  findet 

zwischen     .    .    —  28  und  —  20*    —  20  und  +  50«    +  50  und  -f-  1 10*     bei  128* 
Abweichung.  +1,0  —0,2  +1,2  —  3,0Proc. 

Zugleich  bemerkt  er,  dass  die  Grätz'sche  Formel  sich  auf  dieses  weite 
Temperaturintervall  nicht  anwenden  l&sst. 

Die  StoePsche  Formel  findet  auch  Heydweiller  an  seinen  oben 
mitgetheilten  Versuchen  hinreichend  bestätigt.  Doch  kann  sie  natur- 
gemäss  auf  theoretische  Richtigkeit  keinen  Anspruch  machen,  da  sie 
^  =  0  für  0*  =  00  ergiebt,  während  die  Reibung  nach  einem  Mini- 
mum späterhin  wieder  anwachsen  muss. 

Der  Reibungscoefficient  der  Flüssigkeiten  hängt  bei  gleicher 
Temperatur  auch  Tom  Drucke,  unter  dem  sie  stehen,  ab.  Bei  den 
Flüssigkeiten,  die  bisher  untersucht  sind,  mit  Ausnahme  von  Wasser, 
wächst  dieser  Cogfficient  mit  zunehmendem  Drucke,  also  zunehmender 
Dichte.     So  fanden  Warburg  und  Babo>)  bei  2b,V 

Druck 70  75  85  95         105  Atmosphären 

Dichte 0,809     0,827     0,858      0,875     0,896 

Keibungscoefficient  ...       628        665        703         741        800  X   10-«. 

Ein  Gesetz,  nach  welchem  der  Coefficient  mit  dem  Drucke  zu- 
nimmt, lässt  sich  nicht  erkennen,  nur  dass  die  Zunahme  mit  wachsen- 
dem Drucke  selbst  noch  zunimmt,  scheinen  die  Zahlen  anzudeuten; 
noch  sicherer  scheint  das  Anwachsen  der  Zunahme  mit  wachsender 
Dichte  zu  sein.  Dieses  Verhalten  entspricht  ganz  dem  der  gasförmigen 
Kohlensäure  bei  höheren  Drucken  (Bd.  I,  S.  326).  Indessen  soll  nach 
War  bürg  ^ne  einfache  lineare  Gleichung  nach  dem  Druck  angesicht« 
der  Unsicherheit  der  Versuche  genügen.  Demnach  wäre 
24)  Q  =  Q,(i  +  ap) 

*)  Grätz,  Phygikalische  Revue,  Bd.  I,  S.  513. 
")  1.  c,  ß.  227  ff. 
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und  a  wäre  für  Kohlensäure,  Benzol,  Aether  positiv.  Zu  einem  ent- 
sprechenden Ergehniss  ist  de  Heen^)  für  einige  andere  Flüssigkeiten, 
Amyl-Benzoat,  Amyl-Valerat  und  Toluol,  gelangt.  Für  Wasser  hat  er 
bis  zu  Drucken,  die  über  400  Atmosphären  reichen,  nicht  die  geringste 
Abhängigkeit  von  diesen  Drucken  feststellen  können.  Im  Gegensatz 
dazu  giebt  Röntgen^)  an,  dass  bei  Wasser  der  Reibungscoefficient 
mit  wachsendem  Drucke  abnehmen  soll,  so  dass  sich  Wasser  ent- 
gegengesetzt wie  alle  anderen  Flüssigkeiten  verhalten  würde.  Er 
findet,  dass,  wenn  die  Ausflusszeit  aus  einer  Capillare  durch  eine  Formel 
für  niedere  Drucke  dargestellt  wird,  diese  Formel  für  höhere  Drucke 
immer  zu  grosse  Ausflusszeiten  ergiebt,  woraus  zu  schliessen  ist,  dass 
der  Reibungscoefficient  des  Wassers  bei  höheren  Drucken  kleiner  ist 
als  bei  niederen.  So  betrugen  die  übrig  bleibenden  Fehler  der  Formel 
gegen  die  unmittelbaren  Beobachtungen  der  Ausflusszeite'h  in  Secunden 

in  20  Versuchsreihen  bei  1  Atmosphäre: 
+  13,    +3,    +10,  —2,  —7,   -12,   —5,  —8,  —9,  —2,  —14, 
0,  +  4,  —  16.  —  4.  —  23,  — 13,  0,  0,  0; 

in  10  Versuchsreihen  bei  19  bis  29  Atmosphären: 
—  38,  —30,  —22,  —27,  —34,  —58,  —31,  —34,  —37,  -34- 

Alle  in  zweiter  Zeile  aufgeschriebenen  Differenzen  haben  dasselbe 
Zeichen,  wobei  das  Zeichen  —  bedeutet,  dass  die  Beobachtung  ge- 
ringere Ausflusszeit  ergab  als  die  Formel,  und  zugleich  sind  sie  im 
Durchschnitt  viel  grösser,  nämlich  fast  fünfmal  so  gross  wie  die  als 
Unsicherheit  der  Formel  oder  der  Beobachtung  oder  beider  anzusehen- 
den Zahlen  der  ersten  Zeilen.  Zu  ganz  demselben  Ergehniss  sind  auch 
Warburg  und  Sachs  ^)  gelangt     Sie  finden  für  Wasser  bei  20^  C. 

p  =  Po  (1  —  0,000  170  p), 

also  einen  negativen  Factor  für  p ,  der  übrigens  nur  etwa  ^/^^  beträgt 
von  dem  entsprechenden  positiven  Factor  für  Kohlensäure  und  immer 
noch  kaum  V«  l>is  V.i  ^^^  ^^^  gleichfalls  positiven  für  Aether  und 
BenzoL  Es  ist  möglich,  dass  in  Folge  der  Kleinheit  dieses  Factors  die 
Tersuchsanordnung  de  Heen's  nicht  geeignet  gewesen  ist,  ihn  zu  er- 
mitteln. Dieses  Verhalten  des  Wassers  ist  sehr  seltsam.  Es  ist  kaum 
anzunehmen,  dass  es  bei  allen  Temperaturen  stattfindet. 

Eine  sehr  eingehende  Versuchsreihe  von  II  aus  er')  bestätigt  diese 
Vermuthung.  Der  Genannte  findet  nämlich,  dass  die  Abnahme  nur 
bis  zur  Temperatur  32 ^  etwa  stattfindet,  in  höheren  Temperaturen 
wächst  Q  mit  dem  Druck  an. 


»)  1.  c,  S.  227  ff. 

*)  Wiedemann's  Annalen,  Bd.  22,  8.  510  ff. 

»)  Annalen  der  Physik,  4.  Folge,  Bd.  5  (1901),  8.  597  ff. 
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Folgende  Angaben  dienen  zur  Bestätigang.  Bezeichnet  Q^qq  den 
Reibungscoefficienten  bei  400  Atmosphären  Druck,  ^o  c^^n  bei  mittlerem 
Druck,  80  ist  nach  Häuser 

t  =  18,0  29,0  30,5  31,5      32,9      36,0  40,0  40,3'' C. 

100  ?*«<LT-^»  =  —  1,6  —0,3  —0,5  0,0        0,0        0,0  +0,7  +0,7 

t  =z  50,0  51,4  56,5  70,5           79,6  90,3  98,4*  C. 

100  ?^««-"r_^o  =  _^  1^6  +  1,6  +  2,1  +  2,5       +  2.6  +  3,4  +  3.6 

Bei  32^  wäre  der  Coefficient  vom  Druck  unabhängig,  bei  tieferen 
Temperaturen  nähme  er  mit  wachsendem  Druck  ab,  bei  höheien  wdrde 
er  grösser.     Formeln  lassen  sich  nicht  wohl  augeben. 

Wie  vorhin  bemerkt,  gilt  die  für  Kohlensäure  angegebene  ent- 
sprechende Formel  unter  der  Voraussetzung,  dass  p  den  Druck  der 
Flüssigkeit  bedeutet,  wenn  diese  sich  unter  gesättigtem  Dampf  befindet. 
Also  können  wir  umgekehrt  aus  der  Formel  den  Dampfdruck  gemäss 


25) 


=  (--0- 


berechnen.  Darin  ist  nichts  Besonderes  enthalten.  Aber  de  Heen 
hat  die  allgemein  gültige  Beziehung  aufgestellt,  dass  die  Dampf- 
spann uog  einer  Flüssigkeit  und  die  Reibung  für  alle  Temperaturen 
durch  die  Formel 

c 
26)  J?  rrr  e^ 

verbunden  sein  sollen. 

Indessen  bedarf  diese  Formel  wohl  einer  Aenderung,  um  sie  physi- 
kalisch brauchbar  zu  machen.  Sie  giebt  für  p  =  oo  die  Dampf- 
spannung j>  =  1 ,  d.  h.  die  Einheit  zur  Messung  der  Dampfspannung 
wäre  die  Spannung  der  erstarrenden  Flüssigkeit.  Nun  ist  aber  diese 
Spannung  sehr  geringfügig,  wenn  nicht  überhaupt  Null,  die  Zahlen  für 
die  Dampfspannungen  würden  also  ausserordentlich,  wenn  nicht  un- 
endlich gross.  Die  Formel  wird  verbessert ,  wenn  man  rechts  —  1 
hinzufügt.  Nennen  wir  dann  den  Werth  von  p  bei  derjenigen  Tempe- 
ratur, für  welche  die  Dampfspannung  in  irgend  einem  Maass  ^  sein 
soll,  9',  so  hätten  wir 


=  i)' V  -0.      6^' =  2. 


27) 

Prüft  man  aber  diese  Formel  an  Wasser,  so  ergiebt  sich,  dass  sie 
durchaus  nicht  stimmt.  Man  findet,  wenn  man  c  aus  dem  Werth  für 
p  bei  30^  berechnet,  der  sehr  sicher  zu  sein  scheint,  folgende  Ab- 
weichungen der  wirklichen  Spannungen  p\  von  den  nach  obiger  Formel 
berechneten  |)  (die  q  sind  der  Zusammenstellung  auf  S.  81  ent- 
nommen) bei 
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*  =         0*  10®  20»  30'  40*  50»  60« 

Pi— p  =    —7,00      —7,94      —6,31      0,00      +18,70      4-39,00      +81,37  mm 

Ganz  abgesehen  von  der  Grösse  dieser  Abweichungen,  welche  bis 
SU  100^  auf  mehrere  Hundert  Millimeter  steigen  würde,  zeigt  schon 
ihr  Gang,  dass  es  wenigstens  für  Wasser  ganz  unmöglich  ist,  die 
Formel  den  Beobachtungen  anzupassen.  An  den  Werthen  von  q  wird 
das  nicht  liegen,  denn  diese  sind  gerade  bei  Wasser  bis  zu  60®  höch- 
stens um  einige  Procent  unsicher,  de  Heen  freilich,  welcher  die  Gon- 
&tante  c  immer  aus  den  Angaben  bei  der  jeweilig  grössten  Spannung 
ermittelt,  kommt  bei  den  von  ihm  angeführten  Beispielen  für  Wasser, 
Benzol,  Ethylenbromür,  Terebinthenessenz ,  Yaleriansäure ,  Propion- 
säure, Essigsäure  zu  besseren  Ergebnissen.  Indessen  vergleicht  er  nur 
die  Logarithmen  der  Spannungen,  nicht  die  Spannungen  selbst  —  was 
natürlich  einen  bedeutenden  Unterschied  bildet  —  und  dann  zeigt  sich 
auch  nach  seinen  Rechnungen  in  allen  Fällen  ein  bestimmter  Gang  in 
den  Differenzen  der  berechneten  Logarithmen  gegen  die  heobachteten. 
Die  Formel  muss  also  aufgegeben  werden. 

Wohl  durch  die  Formel  de  Heen*s  angeregt,  hat  StoeP)  eine 
andere  Formel  angegeben  und  an  Chlormethyl  und  Kohlensäure  ge- 
prüft    Er  findet 

j        Const. 


Diese  Formel  ist  physikalisch  besser  begründet  als  die  ursprüng- 
liche Ton  de  Heen,  denn  für  q  =z  cx)  giebt  sie  p  =  0,  was  zu  er- 
warten steht.  Für  ^  =  0  freilich  findet  sich  p  =  cd.  Indessen  wird 
kein  Zustand  existiren,  in  dem  die  Reibung  Null  ist,  denn  scheidet 
die  Flüssigkeitsreibung  aus,  so  tritt  die  Gasreibung  an  deren  Stelle,  die 
niemals  Null  ist.  Gleichwohl  muss  die  Formel  eingeschränkt  werden, 
da  die  Gasreibung  mit  wachsender  Temperatur  wächst,  p  hiemach 
abnehmen  würde,  was  widersinnig  ist.  Aus  Stoel's  Angaben  entnehme 
ich  folgende  Tabelle  für  Chlormethyl: 


T 

•c. 

hgp 

logg 

1 
P*9 

—  26,77 

9,940  96  —  10 

2,604  77 

385 

—  24,88 

9,978  19 

2,596  05 

888 

—  22,95 

0,014  22 

2,587  15 

391 

—  21.78 

0,035  06 

2,581  49 

392 

—  19,51 

0,074  75 

2,569  96 

393 

—  1*,29 

0,170  01 

2,544  69 

399 

—  11,12   ' 

0,221  39 

2,530  84 

402 

—  8,02 

0,271  06 

2,519  17 

407 

—  4,39 

0,827  18 

2,505  15 

411 

»)  Vergl.  S.  84. 
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»0. 


log  p 


log  Q 


p'q 


0.00 
+  4.56 
10,78 
16,59 
23,09 
30,53 
34,80 
70 
85 

100 

115 


0,897  63  —  10  I 
0,468  60     I 
0,557  39 
0,632  26     ; 
0,717  73 
0,823  39 
0,871  52 
1,220  11 
1,348  30 
1,488  55 
1,612  78 


I 


2,487  85 

417 

2,469  82 

418 

2,447  16 

430 

2,423  25 

431 

2,394  45 

430 

2,364  55 

436 

2,348  30 

435 

2,216  17 

420 

2,156  85 

404 

2,095  17 

340 

2,027  35 

359 

Die  Zahlen  der  letzten  Spalte  sollten  einander  gleich  sein;  dass 
sie  es  niobt  sind,  sieht  man  sofort,  sie  steigen  mit  wachsender  Tempe- 
ratur erst  an,  um  dann  wieder  abzunehmen,  aber  bis  auf  etwa  10  Proc. 
genügen  sie  der  Forderung. 

Für  Kohlensäure  berechnet  Stoel  nach  War  bürg  und  Babels 
schon  discutirten  Beobachtungen: 


T 

1 

logp 

logQ 

pK 

5 

1,596  60 

9,964  73  —  10 

314,0 

10 

1,658  96 

9,951  82 

319,7 

15 

1,716  00 

9,936  51 

322,5 

20 

1,770  85 

9,917  51 

321,9 

25 

1,825  75 

9.893  76 

317,9 

Die  Zahlen  p^ q  weisen  ganz  denselben  Gang  auf  wie  bei  Chlor- 
methyl. Ich  habe  die  Bereclinung  auch  noch  für  Wasser  ausgeführt, 
mit  den  früher  schon  angegebenen  Zahlen  für  Q  finde  ich 

t  =     0  10  20  30  40  50  60*  C. 

j_ 

p^  Q  =  166  151  144         142         142  143  145 

Auch  in  diesem  Falle  ist  ein  systematischer  Gang  unverkennbar.  In- 
dessen nehmen  hier  die  Zahlen  erst  ab,  um  dann  anscheinend  anzu- 
steigen. 

Benutzt  man  die  früher  (S.  82)  ebenfalls  mitgetheilten  Ueyd- 
weillerUchen  Zahlen  für  Q  bei  Wasser,  so  kann  man  die  Yergleichung 
bis  160^  führen;  man  erhält  dann 

<  =      0  10  20  30  40  50  60  70  80®  0. 

p^  Q  =    296        273        260        253        249         249        249        25t         252  V    10—4 
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«=     90  lOö        HO        120        130        140        150        160*  C. 

p*  e  =    256        259        262        265        268        274        282        290  X   10-* 

Aach  hier  ist  zwischen  50  und  60^  ein  Minimum  Torhanden,  dann 
wachsen  die  Zahlen  an.  Für  Wasser  scheint  hiemach  der  Gang  bis 
160^0.  wenigstens  festzustehen.  Nachher  mögen  die  Zahlen  wieder 
abnehmen. 

Thataächlich  genügt  also  die  Formel  nicht,  zumal  wenn  man  be- 
achtet, dass  die  Potenz  yon  p  nur  Y3  ist,  bei  der  Berechnung  von  p 
selbst  die  Abweichungen  also  mindestens  im  dreifachen  Betrage  er- 
scheinen. 

Die  Formel  erinnert  ein  wenig  an  die  yon  mir  für  Gase  aufge- 
stellten Beziehungen  zwischen  Reibung  und  Druck.  Als  Function  der 
Temperatur  und  des  Druckes  war  (Bd.  I,  S.  322,  Gleichung  18») 

6— 8fc       1 

Q  =  Const.p  •*     «•^ 

Die  Dampfspannung  h&ngt  also  auch  noch  ab  von  der  Temperatur,  Hesse 
sich  d'  als  Function  von  p  darstellen,  so  gewänne  man  eine  Beziehung 
zwischen  Q  nnd  p  allein.  Ersteres  ist  leider  nicht  der  Fall.  Fem  er  ist 
für  Flüssigkeiten  auch  der  Werth  von  k  nicht  hinreichend  bekannt. 
Nimmt  man  k  gleich  1  an,  was  für  Wasser  bis  zu  60^  vielleicht  zu- 
trifft, so  hätte  man 

JL    2- 
Q  =  Const.  jp*  ^^, 
und  demnach 

=  Const. 


i_     i_ 


Aber  diese  Formel  kann,  wenn  man  unter  Q  die  Reibung  der  Flüssig- 
keit versteht,  selbstverständlich  nicht  stimmen.  Von  Formeln,  die  für 
Gase  gelten,  darf  man  naturgemäss  nicht  auf  Flüssigkeiten  schliessen, 
weil  bei  diesen  die  Reibung  nur  zum  geringsten  Theil  Gasreibung  ist 
und  zum  grössten  Theil  in  ganz  anderer  Weise  erklärt  werden  muss. 
Q  bedeutet  in  letzterer  Formel  die  Dampfreibung,  nicht  die  Flüssig- 
keitsreibung. 

Aus  Allem  aber  ergiebt  sich;  eine  einigermaassen  befriedigende 
Beziehung  zwischen  Flüssigkeitsreibung  und  Dampfspannung  ist  noch 
nicht  bekannt,  die  aufgestellten  Beziehungen  genügen  nicht.  £s  ist 
auch  kaum  abzusehen,  wie  eine  solche  Beziehung  gewonnen  werden  soll. 

Ueber  den  Zusammenhang  der  Grösse  der  Reibung  mit  der  chemi- 
fichen  Constitution  der  Flüssigkeiten  ist  nicht  viel  bekannt.  Bei  Gasen 
fanden  wir,  dass  bei  gleicher  Atomzahl  die  Reibung  mit  wachsendem 
Molekulargewicht  abnahm.  Bei  den  Flüssigkeiten  ist  das  Molekular- 
gewicht  nicht  sicher,  doch   finden  wir  in  Reihen  chemisch  ähnlicher 
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Sabstanzen  yielfach  Zunahme  des  ReibuDgscoefficienten  mit  wahr* 
scheiDÜch  wachsendem  Molekulargewicht.  So  bei  den  Alkoholen  and 
Glykolen  0 : 


Substanz 


Reibungscoefficient 


bei  10"  bei  30*      1     bei  50* 


Cbemische 
Formel 


Methylalkohol '           39 

Aethylalkohol 84 

Propylalkohol 172 

Isopropylalkohol    ....  155 

Butylalkohol '         212 

Isobutylalkohol ,         294 

Isoamylalkohol ,         366 

Allylalkohol 116 


32 

57 
102 

93 
121 
147 
190 

72 


24 
40 
65 
56 
77 
86 
112 
47 


CH^O 
C,HeO 
CgH,0 
C3H.O 

C.HjoO 
C,H„0 
C,H«0 


Nur  der  Isopropylalkohol  fällt  etwas  aus  der  Reihe.  Aehnlich  yer- 
halten  sich  die  Fettsäuren  —  wobei  freilich  die  Ameisensäure  einen 
sehr  viel  grösseren  ReibungscoSfücienten  hat,  als  ihr  ihrer  Stellung  in 
der  Eeihe  nach  zukommen  sollte  —  und  mehrere  andere  Reihen,  wie 
die  Aether  und  Fettsäureester,  die  Aldehyde  und  Ketone  u.  s.  f.  Herr 
Grätz^)  hat  auch  versucht,  für  die  in  seiner  Formel  vertretene  Con- 
stante  A  Gesetzmässigkeiten  nachzuweisen,  für  je  eine  in  die  Säure 
eintretende  CH^-Gruppe  soll  die  Constante  A  bei  allen  Estern  um  den 
gleichen  Betrag  zunehmen.  Doch  schwanken  die  Zahlen  so  stark,  dass 
diesem  Gesetz  wenig  Bedeutung  beizumessen  ist. 

Zahlreich  sind  die  Untersuchungen  über  den  Einfluss  gelöster 
Stoffe  auf  die  Reibung  der  Flüssigkeiten.  Man  würde  geneigt  sein 
anzunehmen,  dass  die  Reibung  wächst  mit  zunehmender  Menge  des 
gelösten  Stoffes.  Das  ist  auch  vielfach  der  Fall.  So  far  Salz  in 
Wasser;  nimmt  die  gelöste  Salzraenge  von  8  bis  23g  in  100g  Wasser 
zu,  so  steigt  der  Reibungscoefßcient  z.  B.  bei  10^  von  82  auf  128 
(100  gleich  dem  Coefficienten  des  Wassera  bei  O^C);  ähnlich,  wenn  der 
gelöste  Stoff  Lithium-,  Baryum-,  Strontium-  oder  Calciumchlorid  ist,  und 
in  sehr  vielen  anderen  Fällen.  In  manchen  Fällen  scheint  die  Zu- 
nahme des  Reibungscoefficienten  der  des  gelösten  Stoffes  parallel  zu 
gehen,  so  bei  Lösung  von  MnCl^  in  Wasser,  in  anderen  Fällen  nimmt 
der  Coöfficient  rascher  zu  als  die  Concentration  (NaCl-,  Ca  Cla-Lösung), 
wiederum  in  anderen  langsamer  (Li  Cl-,  SnC]2-i  NiCl^-  u.  s.  f.  Lösung). 
Gleiches  gilt  für  die  Lösung  von  anderen  Halogenen,  von  Nitraten, 
Sulfaten,  Chromaten  u.  s.  f.  In  einigen  Fällen  nimmt  die  Reibung  mit 
wachsender  Concentration  ab,  so  für  Ammoniumchlorid-  oder  Bromid- 


M  WiedemRDn'8  Annalen,  Bd.  22,  8.  518  AT. 
')  Wiedemann's  Annalen,  Bd.  84,  8.  38. 


Molekulartheorie  der  Reibung.  91 

lösang,  in  anderen  nimmt  sie  erst  ab,  dann  wieder  zu,  so  bei  Kalium- 
jodid. Kurz,  allgemeine  Gesetze  sind  nicht  anzugeben,  in  der  Regel 
wächst  die  Reibung  mit  der  Concentratiou  und  zwar  lang- 
samer als  diese. 

Allem  Anschein  nach  ist  die  Reibung  eine  viel  complicirtere  Er- 
scheinung,  als  die  Theorie  anzunehmen  gezwungen  ist.  Es  ist  yorhin 
herrorgehoben  worden,  dass  die  Flüssigkeit sreibung  namentlich  auch 
durch  die  Anziehung  der  Theilcben  auf  einander  verursacht  sein  soll, 
und  diesen  Theil  der  Reibung  haben  wir  mit  Qa  bezeichnet.  Inner- 
halb einer  in  yerschiedenen  Schichten  mit  verschiedener  Geschwindig- 
keit sich  bewegenden  Flüssigkeit  scheiden  wir  ein  Theilchen  von  der 
Masse  tn  =  [idt  aus,  das  sich  mit  der  Geschwindigkeit  u  bewegt  und 
zerlegen  die  Flüssigkeit,  die  wir  der  Einfachheit  halber  als  in  parallelen 
Schichten  nach  überall  gleicher  horizontaler  Richtung  sich  bewegend 
annehmen,  in  Schichten  parallel  dieser  Bewegung.  Eine  solche  Hori- 
zontalachicht  Ä  von  der  Dicke  dx  befinde  sich  im  Abstände  x  von  der 
Schicht,  der  das  hervorgehobene  Theilchen  angehört.  Wir  legen  durch 
dieses  Theilchen  eine  Yerticalebene  senkrecht  zur  Bewegungsrichtung. 
Diese  zerschneidet  die  Schicht  Ä  in  zwei  Hälften.  In  Folge  der  Be- 
wegung der  Schicht  vermehrt  sich  in  der  Zeiteinheit  die  Zahl  der 
Molekeln,  welche  m  nach  vorwärts  ziehen,  im  Yerhältniss  von  u'  —  u 
zu  1,  falls  u'  die  Geschwindigkeit  dieser  Schicht  Ä  bedeutet.  Zugleich 
verringert  sich  die  Zahl  der  Theilchen  dieser  Schicht,  welche  m  nach 
rückwärts  ziehen  im  gleichen  Betrag.  Ziehen  wir  also  nur  eine  Hälfte 
der  Schicht  in  Rechnung,  so  wächst  die  Anziehung  allein  in  Folge  der 
Geschwindigkeitsdiiferenz  dieser  Schicht  gegen  die  das  Theilchen  m 
enthaltende  Schicht  im  Yerhältniss  von  2  (u'  —  u)  zu  1 ,  oder  wenn 
wir  nur  denjenigen  Theii  dieser  Hälfte  nehmen,  welcher  von  einer  senk- 
rechten Ebene  in  der  Bewegungsrichtung  und  durch  m  von  der  Schicht 
abgeschnitten  wird  (dem  vierten  Theil  der  ganzen  Schicht),  im  Yer- 
hältniss von  4(tt'  —  u)  zu  1.     Yon  dieser  Kraft  haben   wir  die  Com- 

ponente    nach  der  Bewegungsrichtung  zu  bilden,  also  sie   mit  —  zu 

multipliciren,  falls  z'  den  Abstand  des  Theilchens  m  von  einer  zur  ße- 
wegongsrichtnng  senkrechten,  die  Schicht  senkrecht  schneidenden 
Ebene  and  r  die  Entfernung  des  Theilchens  m  von  einem  in  dieser 
Ebene  befindlichen  Theilchen  der  Schicht  angiebt.  Hiernach  wird  die 
ganze  durch  die  Bewegung  hervorgerufene  Kraft  in  Richtung  der  Be- 
wegung selbst 

1  Vi  «i 

Sf  =  ^mfi  {(u'  —  u)dx'{di/  [dz'yfir), 

a  0  0 

worin  noch  bedeuten  ft  die  Masse  der  Theilchen  in  der  Volumeneinheit, 
y  eine  Erstreoktmg  senkrecht  zur  Bewegungsrichtung  und  senkrecht  züx. 
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Die  Grenzen  x,  oi>i  sind  bestimmt  durch  die  Erstreckung  der  Flüssigkeit 
nach  oben  und  nach  unten,  die  Grenze  Pi  durch  die  Erstreckung  nach 
rechts  oder  links,  die  Zi  durch  die  Erstreckung  nach  vom  oder  hinten, 
/(r)  ist  die  Kraft,  mit  der  zwei  Theilchen  überhaupt  sich  anziehen. 
Angesichts  der  bekannten  Annahmen  über  diese  letztere  Kraft  können 
wir,  falls  d  die  Wirkungsweite  bedeutet,  auch  Xi  =  d  —  x,  yi  ==  +  Qo , 
i^i  =  +  00   setzen.     Also 

d  —  X  -4-  00        4-  « 

Ä'  =  4iw/t  {{u'  —  u)dx'  idy'  [d^'^  /(r). 

X  0  0 

Nun  haben  wir  noch  m  durch  ^dx  =  ^dxdyde  zu  ersetzen  und 
nach  X  von  d  bis  0,  nach  y  und  Sf  von  0  bis  oo  zu  integriren  und  er- 
halten für  die  Kraftwirkung  zweier  Flüssigkeitsschichten 

28i)    Ä  =  4/A«  idx  idyid^  {(u'  —  u)dx'{dy'{dz'~f(r). 

—d  0  0«  00 

u'  ist  abhängig  allein  von  x\  u  allein  von  x.  Da  jedoch  ö  sehr  klein 
ist,  können  wir  fär  u'  und  für  u  Mittelwerthe  einsetzen,  und  so  bleibt 

0  00  00  <^  — «     «p  ao 

282)    Ä  =  4|^a(tt'  — w)[^^[^y  j  rf-^jfl^ai'f  dy'f(i£/  ^J(r). 

—0  0  0x00 

Hiernach  wäre  der  Theil   Qa  des  Reibungscoefficienten,   der   von 

den  Anziehungswirkungen  abhängt,    da  wir  u'  —  ^  ^^  T"  ^'  setzen 

können,  woselbst  ä*  eine  Grösse  von  der  Ordnung  des  Wirkungs- 
radius ist 

0  n  00  d  —  X    (c  00 

29)  Qa  =  4ft2d'  fdicfdi/  {dz  {dx'idy'  {d/^f(r). 

—  d  0  0  X  0  0 

Statt  der  Grenzen  00  können  wir  auch  die  6  einsetzen,  und  dem- 
nach ist  der  Factor  von  d'  eine  Grösse  der  nämlichen  Ordnung  wie 
der  erste  Capillaritätscoefficient  iL,  und  Qa  selbst  eine  Grösse  von  der  Ord- 
nung des  zweiten  Capillaritätscoefficienten  H,  Auch  darin  stimmt  der 
Reibungscoefficient  Qa  mit  dem  Capillaritätscoefficienten  überein,  dass 
er  mit  wachsender  Temperatur  abnimmt,  das  Gesetz  der  Abnahme 
scheint  jedoch  in  beiden  Fällen  verschieden  zu  sein,  oder  man  muss  an- 
nehmen, dass  K  sehr  viel  rascher  mit  wachsender  Temperatur  f^llt  wie  H 
und  Qa  hat  mehr  den  Charakter  der  Grösse  K  als  den  der  Grösse  i/. 
Mehr  jedoch  lässt  sich  nicht  schliessen,  da  die  Grösse  K  und  ihr  Ver- 
halten ganz  unbekannt  ist.      Es  darf  daher  auch  nicht  verwundern. 
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d&88  die  Folge  der  ReibuDgscoefficienten  für  yerschiedene  Flüssig- 
keiten mcht  mit  der  der  gewöhnlichen  Gapillaritätsconstanten  überein- 
stimmt, zumal  ausserdem  auch  nicht  der  Theil  Qa  der  Reibung  für  sich 
allein  su  ermitteln  ist,  soDdern  in  Verbindung  mit  mehreren  anderen 
Theilen. 

Von  Poisson^)  rührt  eine  eigenartige  Betrachtung  der  inneren 
Reibung  der  Flüssigkeiten  her.  Demnach  sollen  sich  Flüssigkeiten 
einer  raschen  Folge  yon  Stössen  gegenüber  wie  starre  elastische  Sub- 
stanzen Yerhalten.  Wird  ferner  einer  Flüssigkeit  irgend  eine  Defor- 
mation ertheilt,  so  passt  sie  sich  dieser  nicht  sofort  an,  sondern  bedarf 
dazu  einer  gewissen  Zeit,  der  „Relaxationsdauer **  (Bd.  I,  S.  303). 
Innerhalb  dieser  Zeit  yariirt  der  Druck  ständig  und  Terh&lt  sich  der 
Po  i  SSO  naschen  Annahme  zu  Folge  ganz  so  wie  der  Druck  in  starren 
elastischen  Substanzen.  Nach  Ablauf  derselben  ist  der  Druck  der  ge- 
wöhnliche hydrostatische  und  überall  und  nach  allen  Richtungen  gleich, 
während  er  vorher  sowohl  an  versohiedenen  Stellen  wie  an  derselben 
Stelle  nach  verschiedenen  Richtungen  verschieden  war.  L.  Natanson 
hat  diese  Ansicht  mathematisch  formulirt  und  weiter  behandelt^).  Es 
seien  ^,  fj^  i  die  elastischen  Verschiebungen  eines  Th eilchens  bei  x,  y,  0 
während  der  Ausgleichung  der  Drucke.  In  den  bekannten  Kirch- 
hof fachen  Bezeichnungen  setzen  wir 


öx 

^'  =  ry 


'^  =  ^'  =  ^7,^11^ 

y,  =  ey  =  —^  +  —- 
C  z        Cy 


=  ^»   =  TZ  +  ^JT- 


Femer  seien  die  Gesohwindigkeitscomponenten 
di  dti  di 

dt  dt  dt 

und  die  räumliche  Dilatation  ^ 

^   =   X:c    +    yy    +    Zu, 

wäbreod 

du, 

ist. 

Wir  haben  nun  zu  Folge  der  Theorie  der  Elasticität  starrer  Sub- 
stanzen 


^)  Memoire  sur  les  ^quations  de  rEquilibre  et  du  Mouvement  des  Corps 
solides  ^lastiques  et  des  Fluides  In  ä  rAcad^mie  des  Sciences  le  12  0ct.l829. 
Journal  de  l'Kcole  Polytechnique  1831. 

t\  2e]t8chr.  f-  pbysik.  Chemie,  Bd.  38,  1901,  S.  690  ff. 
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30) 


Xx  =  —  2nX:c  (k  —  3  w  M, 
Yy  =  —  27ipy—  (k  —  jn\j, 
Zm  =  --  2nzM  —  \k  —  --n\d, 


JL.«   —    ^x   — 


nxy  =  —  nyx. 


Yn  =  Zy  =  —  ny,  —  —  nzy, 
Zx  =  Xg  =  —  njSx  =  —  nxg, 

k,  n  sind  die  Constanten  der  Elasticität. 

Nun  erfahren  während  der  Relaxationsdauer  die  Druckcompo- 
nenten  fortdauernd  Veränderungen,  bis  zuletzt  X,=  Yy  =  Zg  =  p; 
Xy  =  Yg  =  Zx  =  0  wird.  Diese  Veränderungen  rühren  zu  einem 
Theil  davon  her,  dass  eben  die  x^  u.  s.  f.  variiren,  zum  anderen  Theil, 
weil  jede  dieser  Variationen  nun  ihrerseits  in  Folge  der  Relaxation  noch 
Zeit  braucht,  sich  auszubilden.  Den  ersten  Theil  der  Veränderungen 
erhalten  wir  einfach  durch  Differentiiren  der  obigen  Gleichungen  nach 
der  Zeit ,  für  den  zweiten  Theil  bleibt  gegenwärtig  nichts  übrig ,  als 
eine  Hypothese  zu  machen.  Wie  Maxwell  in  der  Gastheorie,  nimmt 
Natanson  an,  dass  in  diesem  zweiten  Theile  die  Aenderung  einer 
Componente  ihr  selbst  proportional  ist,  der  Factor  soll  das  Reciproke 
der  Relaxationsdauer  T  sein.  Hiernach  hätten  wir  für  die  ganze 
Aenderung 

du        /,  2     \^        Xx—  p 


31) 


dt 

—  2« 

d{Yy)    _ 

dt 

—  2n 

d{Z.) 
dt 

—  2n 

dXy    _ 

dY. 

d  X 


dw 


dt 

dYg 

dt 

dZx 
dt 


dt 
dZy 

d't 
dXg 

dt 


dy        \  3    / 

/du 


2 
3 
2 
2 

+ 


n\iS  — 

dx) 
dtv\  


T 

Yy-  p 
T 

Zg  —  p 


T 


\dx 


Yg^ 

du\  _  Zx_ 
dz)         t' 


Wir  nehmen  nun  an,  dass  trotz  aller  Aenderungen  gleichwohl  in 
jedem  Moment  p  mit  der  Dichte  und  der  Temperatur  durch  eine  Glei- 
chung verbunden  ist,  dass  also  stets  eine  Zustandsgieichung  besteht, 
alsdann  ist 

dp  dp  du        dp  dd" 

Jt   ~~  diiH  ~^  d^Jt' 


Theorie  der  Reibung  nach  PoisBon-Natanson. 
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d"  betrachtet  Nat ans on  als  durch  die  Yer&nderungen  nicht  beein- 
flasat,  wohl  aber  ft.  Wie  wenig  wahrscheinlich  eine  solche  Annahme 
gerade  bei  Flüssigkeiten  ist,  braucht  kaum  herTorgehoben  2U  werden 
und  hat  anch  Natanson  nicht  verkannt.     Man  hat  dann  aber 


32) 
falls 
33) 


dp  _  dudp  _         ,^rt^P  —         KU 


^P 

oft 


dp 


gesetzt  wird.     Demnach  wäre  -7—  =  0  för  <f  =  0,  und   das  würde 

eben  bedeuten,  dass  der  hydrostatische  Druck  nur  in  Folge  von  Dichte- 

dp 
änderangen   yariiren  soll.     Diesen  Werth  von  —  führen  wir  in  die 

obigen  Gleichungen  ein  und  erhalten  so  beispielsweise 


34) 


dt 


p)  ^    du 

dx 


Da  es  sich  nun  immerhin  um  sehr  kleine  Aenderungen  handelt, 
können  wir  in  der  Entwickelung  von 


d{X^—p)  _  d(X^ 


dt 


dt 


P) 


dy 


+  w 


d{X^-  P) 

dg' 


die  letzten  drei  Glieder  als  Producte  je  zweier  kleiner  Grössen 
fortlassen,  also  die  totalen  Differentiale  mit  partiellen  vertauschen« 
So  bekommen  wir 

35) 


8  (Z.  —  P) 

+ 

^' 

T~ 

P 

dt 

dXy 

dt 

+ 

X, 
T 

= 

dY. 

dt 

+ 

r, 

T 

= 

8Z« 

+ 

Zx 

_ 
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Indem  man  jetzt  mit  Cscx,  Cyy^  d,  C^y,  Gys^  0««  sechs  Func- 
tionen von  x^  y,  e  beseichnet,  die  also  von  t  nicht  abhftngen,  erhält 
man  dnroh  Integration 

t 


36) 


X.  =  p+  C,,e    ^  -e    ^  I  e^'  |  2nT  |^ 


z.  =  p  +  c„  r  »•  -  r  r  M  [2«  T 1^ 


Z,  = 


Y.  =-- 
Z.  ^ 


I 


als  Gleichungen  fQr  die  Druckcomponenten  in  einer  sich  bewegenden 
Flflasigkeit.  H&lt  man  diese  Gleichungen  mit  den  in  der  gewöhnlichen 
Theorie  gegebenen  zusammen  (Bd.  1,  8.  252,  Gleichungen  4),  so  unter- 

scheiden  sie  sich  Yon  ihnen  erstens  durch  das  Glied  Cxxt  ^  u.  s.  f., 
welches  in  jenen  Gleichungen  fehlt  und  nur  fortfällt,  wenn  T  ■=  0  ist, 
die  Anpassung  an  die  Deformation  momentan  geschieht.  Ferner  treten 
auch  nicht  mehr  die  relativen  Geschwindigkeiten  auf,  sondern  Integrale 

derselben  und  der  Function  e  ^.    Endlich  sind  die  ReibungscoSffioienten 

37)  Q=n  1\    p'  =  -  J.  ^fc  -  Ä  -  |n)  T 

proportional  der  Relax  ationsdauer ,  wie  in  der  Maxwell*  sehen 
Theorie  der  Reibung  der  Gase  (Bd.  I,  S.  303,  XVI  und  313).  Letz- 
teres betrachtet  N ata nson  anscheinend  als  eine  werth volle  Best&tigung 
seiner  Theorie;  dass  es  nicht  zutrifft,  sieht  der  Leser  sofort,  da  der 
Factor  T  nur  gewonnen  ist,  indem  man  dt  durch  T  dividirt  hat.    Ist, 

2 
wie  für  Gase  oft  angenommen  wird,  9'  =  -^9^  ^^  wäre  h  =-h^  also 

eine  der  Elasticitfttsconstanten,  bestimmt  durch 


Wärroeleituog,  Formeln  von  F.  H.  Weber. 
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*  -  '*8ft' 
eine  sehr  merkwürdige  Beziehung.     Aber  hierüber  habe  ich  im  ersten 
Bande  an  yerschiedenen  Stellen  eingehend  gehandelt  und  darf  darauf 
verweisen. 

Weiter  hat  Natanson  seine  Theorie  noch  nicht  gefördert,  er 
meint  sie  auf  die  wirkliche  Bewegung  der  Flüssigkeiten  anwenden  la 
können.  Ich  habe  sie  jetst  schon  wegen  des  hohen  Interesses,  das  sie 
beanspruchen  darf,  mittheilen  zu  sollen  geglaubt.  Der  Standpunkt, 
den  ich  im  Abschnitt  40  des  ersten  Bandes  dieses  Buches  vertreten 
habe  und  wonach  explicite  Gleichungen  für  die  Druokkr&fte  als  solche 
überhaupt  nicht  existiren,  sondern  nur  simultane  Differentialgleichungen 
für  Druckkräfte  und  Bewegung,  wird  durch  diese  Theorie  nicht  berührt. 

Ausserdem  muss  hervorgehoben  werden,  dass  die  mit  den  Cxx  u.  s.  f. 
multiplicirten  Theile  in  den  Gleichungen  für  die  Druckkräfte  mir 
unzulässig  scheinen.  Da  sie  von  der  Bewegung  nicht  abhängen, 
würden  sie  stets  vorhanden  sein  auch  im  Gleichgewichtszustand,  und 
das  würde  bedeuten,  dass  der  Druck  in  einer  Flüssigkeit  überhaupt 
nicht  constant  ist,  weder  nach  der  Zeit,  noch  nach  dem  Ort,  was 
mindestens  das  erstere,  wohl  unzulässig  ist. 


Wir  kommen  nun  su  dem  zweiten  der  in  unseren  allgemeinen 
Gleichungen  enthaltenen  CoSfficienten,  dem  der  Wärmeleitung.  Nach 
Gleichung  5)  auf  Seite  73  ist  der  entscheidende  CoSfficient 

38)  ^ 


a  = 


^Cv 


welcher  auch  die  Wärmeleitungsfähigkeit  heisst,  während  wir  k 
den  Leitungscodff icien ten  nennen.  Es  hat  wohl  zuerst 
Fr.  Weber  ^)  die  Behauptung  aufgestellt,  dass  diese  Grösse  von  Flüssig- 
keit zu  Flüssigkeit  sich  nur  wenig  ändert.  Seine  eigenen  Versuche 
and  die  anderer  Forscher  scheinen  diese  Behauptung  zu  bestätigen. 
So  haben  wir  nach  Grätz')  folgende  Zusammenstellung: 


Substanz 


KClOs-Lösang  .    .    . 
KaCl-Lö8ung      .    .    . 

Glycerin      

Alkohol 

Aether 

Petroleum 

Terpentinöl     .... 
fiehwefelkohlenstoff . 


1,026 

0,98 

l       0,0695 

1       0,0692 

1,153 

0,82 

0,0671 

0,0714 

1,210 

0,605 

0,0382 

0,0523 

0,820 

0,602 

0,0327 

0,0661 

0,729 

0,53 

0,0227 

0,0575 

0,790 

0,5 

0,0213 

0,0534 

0,869 

0,43 

0,0195 

0,0506 

1,273 

0,237 

0,0160 

0,0529 

*)  Wiedemann'fl  Ann.,  Bd.  10.  —  *)  Wiedemann's  Ann.,  Bd.  25. 
W«inetaiii,  ThtnDOdyiMmik.    IL  7 
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Die  Zahlen  für  a  sind  in  der  Tbat  viel  weniger  yeränderlich  als 
diejenigen  für  k.  Sie  nehmen  aber  im  Allgemeinen  zugleich  mit  k  ab. 
Diese  Abnahme  bestätigt  sich  auch,  wenn  man  die  Flüssigkeiten  Wasser, 
Kupfer-  und Zinkyitriolldsungen ,  Olivenöl,  Chloroform,  Citronenöl  und 
andere  hinzunimmt.  Doch  scheint  es  auch  Ausnahmen  von  der  Regel 
zu  geben.  So  ist  für  Benzin  das  k  nur  ein  Viertel  von  dem  für  Wasser, 
dagegen  das  a  genau  so  gross  wie  für  Wasser. 

KvonAubeP)  macht  auf  folgende  Bedeutung  der  Grosse  a  auf- 
merksam. Lftsst  man  Wärme  zwei  gleich  dicke,  allseitig  unendlich  aus- 
gedehnte Wände  verschiedener  Substanz  quer  durchziehen,  so  stehen 
die  Zeiten,  innerhalb  deren  die  Wärmebewegung  in  einen  stationären 
Zustand  gelangt,  im  umgekehrten  Yerhältniss  der  Wärmeleitungsfahig- 
keiten,  also  haben  wir 

89)  t:t'  =  a!:a, 

woselbst  ^,  i!  diese  Zeiten   und  a,  a*   diese  Leitungsfähigkeiten   be- 
deuten. 

Später  hat  Fr.  Weber  nicht  bloss  die  Grösse  a,  sondern  auch 
diese  multiplicirt  mit  der  dritten  Wurzel  aus  dem  Molekül arvolumen 
als  für  Flüssigkeiten  ähnlicher  chemischer  Constitution  gleich  und  auch 
für  Flüssigkeiten  unähnliche  solcher  Constitution  als  nicht  wesentlich 
verschieden  angesehen.  Das  Molekular volumen  ist  dabei  so  berechnet, 
als  ob  die  Flüssigkeit  dasselbe  Molekulargewicht  hätte  wie  ihr  Dampf. 
Demnach  handelt  es  jsich  um  die  Grösse 

40)  *  =  «ff- 

Bei    Substanzen,    welche    im    Flüssigkeitszustande    ein    anderes 

— 

ihre  physikalische  Bedeutung,  sonst  kann  sie  als  mittlerer  Abstand  der 
Molekeln  definirt  werden. 

Nach  Gleichung  31)  haben  wir  auch 

Die  Zeiten  zur  Herstellung  des  stationären  Zustandes  in  dem 
oben  bezeichneten  Fall  wachsen  hiernach  wie  die  mittleren  Abstände 
der  Molekeln,  was  ganz  yerständiich  scheint,  wenn  die  Wärmebewegung 
von  Molekel  zu  Mulekel  vor  sich  geht. 

Für  so  verschiedene  Substanzen  wie  Wasser,  Anilin,  Gljcerin, 
Aether  ergeben  sich   für  h  Werthe,   die   nur  zwischen   0,00354   und 


0  Zeitschr.  f.  pbysik.  Chemie,  Bd.  28,  8.  236. 
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0,00370  schwanken.  Bemerkenswerth  ist  dabei,  dass  eben  anoh  Wasser 
sieb  in  die  Reihe  f&gt,  wiewohl  fi\r  dieses  das  Mole  kniarge  wicht  inner- 
halb der  in  Frage  kommenden  Temperaturen  (0  bis  20^)  wohl  mehr 
als  dreimal  so  gross  sein  dOrlte  als  im  Dampfznstande  und  hiemach  b 
m.  0,Ü05  zn  schätzen  sein  würde,  statt  in  Uebereinstimmung  mit  dem 
Werth  für  andere  Substanzen  zu  0,00354.  Für  andere  Stoffe  haben 
sieh  folgende  Mittel  werthe  ergeben  (in  0,00001) 


kohole 

Fette  S&aren        Ester 

Chloride       Bromide 

Jodide 

347 

348                 363 

357               340 

313 

KohlenwasserstofiPe 

SalBde 

388 

442 

nnter  den  Sulfiden  so  yerschiedene  Körper  wie  Schwefelsäure  (0,00461) 
und  Senföl  (0,00440).  Eine  Tollständige  Uebereinstimmung  findet 
also  zwar  nicht  statt,  aber  da  das  Zahlenmaterial  sehr  unsicher  ist, 
mag  es  möglich  sein,  dass  manche  Abweichung  Terschwinden  würde, 
wenn  f&r  die  einzelnen  Daten  richtigere  Angaben  benutzt  werden 
könnten. 

Wenn  eine  Grösse  fär  Terschiedene  Substanzen  gleichen  Werth 
hat,  sind  wir  geneigt,  sie  Yom  Zustande  der  Substanzen  für  unabhäogig 
zu  halten  und  demgemäss  ihr  denvelben  unveränderlichen  Werth  auch 
für  alle  Zustände  einer  und  deritelben  Substanz  zuzuschreiben.  Also 
•eilte  eigentlich  die  Grösse  b  oder  a  vom  Aggregatzustande  unabhängig 
■ein.  Eine  sichere  Prüfung  ist  nicht  möglich,  weil  die  zusammen- 
hängenden Grössen  für  keine  Substanz  in  allen  Aggregatznständen  be- 
kannt ist.  Doch  sprechen  manche  Angaben  gegen  diese  Annahme. 
So  ist  nach  H.  F.  Weber's  Versuchen  für  Thymol  im  flüssigen  Zu- 
itande  k  =  0,003 13  und  im  festen  k-=  0,00359,  und  femer  soll  sein  ^) 

c  =  0,331  (1   +  0,00302  0 
1  0,9fi31 


fUr  festes  Thymol 


für  flüssiges  Thymol 


ft  1— (0,002456  +  2  0^ 

c  =  0,447(1   +  0,00283  0 
1,00113 


1  — (0,0007600  +  20^ 
and  man  erhält 

Thymol,  fest a  =  0,0010^ 

„        flüssig a  =  0,000691 

also   in   den    beiden  Zuständen    sehr    erheblich    verschiedene  Werthe. 
von  Anbei  theilt  noch  für  Aethylalkohol  die  Angaben  mit ') 


0  Winkelmann,  Encyklopädie  der  Physik,  Bd.  2,  II,  8.  309. 
*)  Zeitachr.  f.  physik.  Chemie,  Bd.  28,  8.  339. 
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t 
•c. 


25 
45 


0,00  043 
0,00  038 


0,6077 
0,6199 


0,7852 
0,7681 


0.000  901 
0,000  747 


0,00  350 
0,00  292 


Auch  hiernach  wären  die  Grössen  a  und  h  veränderlich  und 
würden  mit  wachsender  Temperatur  abnehmen ,  was  auch  für  Wasser 
der  Fall  sein  soll. 

Wir  sahen  früher,  dass  a  ebenfalls  für  alle  untersuchten  Sub- 
stanzen fast  denselben  Betrag  besass,  also  würden  wir  auch  der  Grösse 


n 


für  diese  Substanzen  den  gleichen  Werth  zuschreiben.    Der  mitt- 


lere Abstand  der  Molekeln  wäre  hiemach  für  alle  diese  Flüssigkeiten 
von  derselben  Grösse.  Fr.  Weber  zieht  hieraus  den  weitereü  Schluss, 
dass  bei  allen  diesen  Substanzen  das  Molekulargewicht  im  Fiüssigkeits- 
zustande  im  gleichen  Yerhältniss  zu  dem  im  dampfförmigen  Zustande 
steht.  Das  dürfte  aber  kaum  mit  den  auf  Seite  54  behandelten  Er- 
gebnissen zu  vereinigen  sein.  Auch  ist  das  Molekulargewicht  einer 
Flüssigkeit  abhängig  von  der  Temperatur ,  da  es  ja  in  das  Molekular- 
gewicht des  Dampfes  übergeht.  Indessen  haben  wir  für  die  Grössen 
a  und  h  Beobachtungen  überhaupt  nur  in  einem  sehr  beschränkten 
Temperaturabschnitt.  Dazu  kommt  noch,  dass  in  der  Grösse  a  der 
Nenner  c  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Volumen  der  Flüssig- 
keit ist.  Diese  nun  kennen  wir  nur  für  wenige  Flüssigkeiten,  und 
wenn  man  sie  auch  für  manche  Flüssigkeiten,  wenigstens  bei  gewissen 
Temperaturen,  der  specifischen  Wärme  bei  constantem  Druck  gleich 
setzen  darf,  so  gilt  dieses  doch  gewiss  nicht  für  alle  Flüssigkeiten  uüd 
bei  allen  Temperaturen. 

Der  Leitungscoefficient  Je  ist  von  der  Temperatur  abhängig.  Nach 
vielen  Beobachtungen  soll  er  mit  wachsender  Temperatur  zuneÜmen.  Das 
soll  nach  Grätz  bei  Glycerin,  Terpentinöl  und  Petroleum  der  Fall  sein. 
Doch  giebt  Lees^)  umgekehrt  an,  dass  eine  Abnahme  stattfinden  soll. 
Setzt  man 


so  ist 


k  =  koil  +  U), 


Flüssigkeit 


nach  Grätz 


Dach  Lees 


Wasser |              —  \        —  0,0055 

Glycerin +0,012  —0,0044 

Methylalkohol '              —  '        —0,0031 

Aethylalkohol ji              —  —  o,o058 

Terpentinöl |i  +0,0067  — 

Petroleum '  +0,011  '              — 


Wäimeleituog,  Besieh UDg  zum  Molekulargewicht.  IQI 

Aus  der  ZnBammeDgtelliuig  erhellt,  dass  irgend  ein  sicherer  Schluss 
niehi  gezogen  werden  kann ;  die  Zahl  der  Beobachtungen  ist  zu  dürftig, 
auch  ist  das  Temperaturinteryall,  innerhalb  dessen  die  Beobachtungen 
ansgef&lirt  sind,  wie  bemerkt,  zu  eng.  Erwarten  sollte  man,  wenn  die 
Wärmeleitung  auch  bei  den  Flüssigkeiten  durch  Uebertraguog  lebendiger 
Kraft  der  Moleknlarbewegung  geschehen  soll,  dass  der  Leitungscodfficient 
bei  ihnen  wie  bei  den  Gasen  mit  wachsender  Temperatur  zunimmt,  und  er 
sollte  so  lange  zunehmen,  bis  die  Flüssigkeit  im  kritischen  Zustand^  in 
das  zugehörige  Gas  übergeht,  und  dort  sollte  er  den  Betrag  für  dieses  Gas 
annehmen.  Das  wäre  nach  Lees'  Angaben  ausgeschlossen.  Ebenso  nach 
Bärget  für  Quecksilber.  Nach  H.  F.  Weber  freilich  soll  für  Quecksilber 
A  positir  sein.  Jedenfalls  aber  ist  die  Leitfähigkeit  des  Quecksilber- 
dampfes  (freilich  in  weiter  Entfernung  Yon  der  kritischen  Temperatur, 
bei  etwa  200*^)  erheblich  kleiner  als  die  des  flüssigen  Quecksilbers 
(bei  0^).  Hiemach  bleibt  kaum  etwas  Anderes  übrig  als  anzunehmen, 
dass  bei  Flüssigkeiten  die  Abhängigkeit  der  Wärmeleitung  von  der 
Temperatur  doch  viel  verwickelter  idt,  als  es  auf  den  ersten  Blick 
scheinen  möchte,  indem  diese  Leitung  nicht  bloss  von  den  Bewegungen 
der  Molekeln,  sondern  auch  von  deren  Zustand  abhängt,  also  sich  bei- 
spielsweise auch  ändert,  wenn  die  Molekeln  sich  dissociiren  oder 
assocüren. 

Wiederum  besteht  jedoch  anscheinend  Uebereinstimmung  mit  dem 
Verhalten  bei  Gasen  darin,  dass  der  Leitungscoefficient  wenigstens  in 
Gruppen  chemisch  homologer  Flüssigkeiten  mit  wachsendem  Molekular- 
gewicht abnimmt  (Bd.  I,  S.  358).  de  Heen  findet,  dass  das  Quadrat 
des  Iieitungscoöfficienten  ungefähr  so  fällt,  wie  der  reciproke  Werth 
des  Molekulargewichts  in  der  betreffenden  Reihe  ^).  Im  Allgemeinen 
jedoch  scheint  die  Abnahme  nicht  so  rasch  vor  sich  zu  gehen,  wie  die 
des  Reciproken  des  Molekulargewichts.     So  ist  bei: 


Hsthylalkohol 

Aethylalkohol 

Amylalkohol 

J-    =    1,000 
Je* 

1,281 

2,173 

m    =    1,000 

1,437 

2,760 

Methjlacetat       Aethjlacetat  Methylvalerat       Amylacetat 

J-  =    1,000                 1,216  1,565                   1,687 

f»  =    1,000                 1,180  1,556                   1,744 

Aethylvalerat  Amylvalerat 

J-  =  1,618  1,816 

m   —  1,744  2,280 

»)  1.  c,  S.  241  f. 
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welche  die  yon  de  Heen  gefundene  Beziehung  ganz  gut  bestätigen 
und  abermals  dafür  sprechen,  dass  der  Vorgang  der  Leitung  bei  Flüflsig- 
keiten  dem  bei  Gasen  ähnlich  ist. 

Zieht  man  die  frühere  Relation  a  =  const  in  Betracht,  so 
würde  aus  Obigem  folgen,  dass  die  auf  Volumeneinheit  bezogene  speci- 
fische  Wärme  bei  constantem  Volumen  in  chemisch  homologen  Reihen 
ungefähr  so  yariirt,  wie  das  Reciproke  der  Quadratwurzel  aus  deni 
Molekulargewicht,  was  später  zu  besprechen  ist. 

Der  bei  den  Gasen  stattfindende  Zusammenhang  zwischen  Reibung 
und  Wärmeleitung  (Bd.  I,  S.  252  ff.)  darf  bei  den  Flüssigkeiten  in  hin- 
reichendem Abstand  Ton  der  kritischen  Temperatur  nicht  erwartet 
werden,  weil,  wie  hervorgehoben,  der  Keibungsvorgang  bei  den  Flüssig- 
keiten nur  zu  einem  Theil  mit  demjenigen  bei  den  Gasen  überein- 
stimmt. In  der  That  sprechen  viele  Beobachtungen  für  die  fast  voll- 
ständige Unabhängigkeit  der  Wärmeleituug  von  der  Reibung.  Hierauf 
hat  schon  Grätz  aufmerksam  gemacht  >).  Bestände  die  für  Gase 
gültige  Gleichung  X?  =  1,6027  Cv(»,  so  müsste  bei  Flüssigkeiten,  für 

h  .  .  p 

welche  die  Grösse fast  constant  ist,   auch  die  Grösse  —  fast  con- 

stant,  das  heisst,  die  Reibung  müsste  proportional  der  Dichte  sein. 
Das  ist  aber  keineswegs  der  Fall.  Wachs mut^)  hat  einen  noch 
schlagenderen  Beweis  iür  die  Unabhängigkeit  der  Wärmeleitung  von 
der  Reibung  gegeben.  Er  (etzte  Wasser  und  andere  Flössigkeiten 
gegen  1  Procent  und  mehr  Gelatine  zu,  wodurch  sie  erstarrten,  und 
fand  gleichwohl  die  Wärmeleitung  nur  sehr  wenig  verändert,  während 
durch  das  Erstarren  die  innere  Reibung  ausserordentlich  anwachsen 
müsste. 

Zuletzt  habe  ich  noch  einige  Bemerkungen  über  die  Berechnung 
der  Wärmeleitung  aus  den  betreffenden  Beobachtungen  zu  machen. 
Man  hat  für  diese  Beobachtungen  zwei  Methoden,  in  der  einen  Methode 
betrachtet  man  die  Wärmeverbreitung,  indem  man  jede  Bewegung 
innerhalb  der  Flüssigkeit  (Strömungen)  möglichst  ausschliesst,  in  der 
anderen  verbindet  man  umgekehrt  die  Wärme  Verbreitung  mit  einer 
bekannten  Bewegung  der  Flüssigkeit.  Ueber  die  Berechuung  aus  Be- 
obachtungen nach  der  ersteren  Methode  ist  nicht  viel  zu  'sagen;  ver- 
mag man  alle  Bewegungen  wirklich  auszUschliessen ,  und  das  scheint 
insbesondere  in  der  Versuchsordnung  nach  Fr.  Weber  der  Fall  zu  sein, 
worüber  auf  die  Lehrbücher  der  beschreibenden  Physik  hingewiesen 
wird,  so  genügt  die  Anwendung  der  Fourie raschen  Gleichungen.  Bei 
der  Berechnung  nach  der  zweiten  Methode  gentigen  aber  diese  Glei- 
chungen nicht,  vielmehr  muss  man  streng  genommen  von  den  Glei- 
chungen auf  Seite  72  und  besser  noch  von  denen  auf  Seite  252  ff.  des 


*)  Wiedemaim's  Ann.,  Bd.  25,  S.  353. 
•)  Wiedemanu's  Ann.,  Bd.  48,  8.  173  ff. 
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ersten  Bandes  Gebranch  machen,  denn  W&rmeTerbreitnng  nnd  Be- 
wegung beeinflnst^en  sich.  Das  ist,  soYiel  ich  weiss,  bisher  noch  nicht 
geschehen.  Betrachten  wir  nach  Grätz  die  Verbreitung  der  Wärme 
in  einer  durch  eine  horizontale  Höbre  strömenden  Flüssigkeit,  wenn 
diese  an  der  Eintrittsstelle  die  Temperatur  d'i  hat  und  während  der 
Bewegung  dadurch  sich  abkQhlt,  dass  die  Röhre  auf  ihrer  ganzen  Er- 
streeknng  auf  der  Temperatur  ^o  gehalten  wird,  so  ist  es  nicht  mehr 
solaasig,  die  Bewegung  als  allein  vom  Abstand  des  Theilchens  Yon  der 
Aze  abhängig  anzusehen,  sie  muss  nothwendig  auch  der  Röhre  ent- 
lang Tariiren.  Dieses  letztere  aber  wird  nicht  in  Betracht  gezogen, 
und  nicht  einmal  das  erstere  kommt  voll  zum  Ausdruck.  Nun  sind 
allerdings  die  Schwierigkeiten,  welche  der  Behandlung  der  Yollständigen 
Gleichungen  —  zumal  auch  der  Reibungscoöfficient  so  ausserordentlich 
stark  von  der  Temperatur  abhängt,  dass  diese  Abhängigkeit  durchaus  nicht 
nnberücksichtigt  bleiben  darf  —  entgegenstehen,  mit  unseren  jetzigen 
Mitteln  nicht  zu  überwinden.  Daraus  kann  aber  lediglich  der  Schluss 
gezogen  werden,  dass  die  zweite  Methode  zur  Ermittelung  der  Leitungs- 
coefficienten  einstweilen  noch  nicht  verwendbar  ist,  und  dass  die  ver- 
einfachte Berechnung  nach  ihren  Ergebnissen  sich  nicht  beurtheilen 
lässt.  Die  Gleichung  ö)  auf  Seite  73  thut  unmittelbar  dar ,  dass  man 
nach  Fortlassung  der  mit  Q  multiplicirten  Glieder  für  k  zu  grosse 
Zahlen  erhält,  denn  es  wird  angesetzt 

k     _  _dt 

liCv  ~  d^    .    d^    ,    d^' 

während  sein  sollte 

k _d  f 

'^Vdz)^2  Xdy^di)'^  2  \dz'^  (iij)'^2\dx'^d£:)  \ 

Die  im  Nenner  fortgelassenen  Glieder  sind  sämmtlich  positiv,  der 
Nenner  ist  also  zu  klein  und  damit  k  zu  gross  berechnet.  In  der  That 
findet  auch  Grätz,  der  die  zweite  Methode  ausgebildet  und  an- 
gewendet hat,  für  k  immer  grössere  Zahlen  als  Fr.  Weber,  der  beson- 
ders unter  Ausschluss  aller  Bewegungen  experimentirte. 

60.  Difhision  und  OsmoBe  der  Flüssigkeiten. 

Die  Flüssigkeiten  diffundiren  in  einander  in  derselben  Weise,  wie 
die   Gase,  ebenso  die  Gase  in  Flüssigkeiten.      Bereits  Fick  hat  die 
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Annahme  gemacht,  dass  die  Diffusion  aaoh  der  FläBsigkeiten  und  der 
Gase  in  Flüssigkeiten  ein  der  Wärmebewegung  analoger  Vorgang  ist. 
Nennen  wir  also  die  Masse  einer  in  einer  Flüssigkeit  diffundirenden 
Substanz  in  der  Volumeneinheit  die  Concentration,  y,  so  gilt  für 
Dififusion  nach  einer  Richtung  x  die  Gleichung 

^^  dt  dx^' 

und  D ist  der  Diffusionscoefficient,  ganz  so  wie  bei  Gasen  (Bd.  I,  S.  342), 
die  Concentration  entspricht  der  Temperatur.  Es  liegt  eine  sehr  grosse 
Zahl  von  Beobachtungen  zur  Prüfung  dieser  Theorie  vor.  Indessen 
sind  diese  Beobachtungen  sehr  schwierig  und  auch  nicht  entscheidend« 
namentlich  weil  mit  der  Diffusion  in  Flüssigkeiten  auch  Dissociationen 
und  Strömungen  verbunden  sind. 

Für  die  Diffusion  von  Gasen  in  Flüssigkeiten  haben  wir  eine  ein- 
gehende Prüfung  von  Wroblewski^).  Er  liess  das  Gas  durch  einen 
ebenen  Querschnitt  der  Flüssigkeit  in  diese  eintreten  und  verglich  die 
Zeiten,  welche  abgemessene  gleiche  Volumina  brauchten,  um  nach 
einander  durch  diesen  Querschnitt  in  die  Flüssigkeit  zu  diffundiren. 
Die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  war  von  diesem  Querschnitt  so  weit 
entfernt,  dass,  solange  die  Beobachtung  dauerte,  das  Gas  noch  nicht 
bis  zu  ihr  diffundirt  sein  sollte.  Das  Problem  stimmt  mit  dem  der 
WärmeverbreitUDg  durch  einen  stets  gleich  temperirten  Querschnitt  in 
einem  unendlich  ausgedehnten  Körper,  der  ursprünglich  die  Tempe- 
ratur 0®  hatte  und  dessen  Mantelfläche  für  Wärme  undurchdringlich 
ist,  oder  der  unendlich  dick  ist.  Sind  a»,  Ufc  irgend  welche  Grössen, 
so  ist  zunächst  yjk  ^=  A  -\-  a^e"^^* ert^^  eine  particuläre  Lösung  der 
obigen  Gleichung.  Man  hat  aber 
+  • 

00 

also: 

V«  J 

somit,  wenn  b^  =  '^^l^t  gesetzt  wird: 

+  00 

Vä  J 

'  00 

Da  die  Differentialgleichung  linear  und  homogen  ist,  genügt  ihr 
auch  die  Summe  solcher  Lösungen  und  weil  die  a^  und  u^  ganz  will- 


^)  Wiedemann's  Anualen,  Bd.  2,  S.  481  ff. 
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körlich    siod,     stellt    die   Samme    eine    willkürliohe    Function    (p    von 
jc  +  2  g  '^Dt  dar,  somit  ist 

y  =  4=  je-«*  q>{x  +  2g  im)dq  -\-  A 

00 

die  allgemeine  Ldsong.    Wird  nun  zur  Zeit  (  =  0  die  Concentrations- 
Tertheüang    in    dem  Körper  bestimmt  durch  eine  Function  f[x)^  so 

+  00 

moss,  weil  -7=  I  e-^*  dq  =   1   ist,    (p  (x)  -\-  Ä  =  f  (x)  sein.      Also 

OD 

haben  wir  überhaupt 

+  • 

y=  i  f^«"L/(^  +  2q^Dt)—A]dq 


l/^J' 


oder 


1 


iVWi  +® 


f  er9*f(je  -\-2qfm)dq  +  1  e-^f(x  +  2g  Yl)i)dq 


iVm 


Im  ersten  Integral  ist  das  Argument  von  /  stets  negativ,  im 
zweiten  stets  positiv.  Die  Diffusion  beginne  erst  zur  Zeit  <  =  0,  um 
diese  Zeit  sei  die  Flüssigkeit  noch  frei  von  der  diffundirenden  Substanz. 
Wir  haben  dann  für  t  =  0,  f(x)  =  Ä,  solange  iC  >  0  ist,  und 
f(x)  — A  =  yi  für  a?  =  0,  falls  der  Querschnitt,  durch  den  das  Gas 
eintritt,  bei  x  =  0  liegt  und  die  Dichte  des  Gases  daselbst  yi  ist. 
Hiernach  müssen  wir  stets  haben  /  (a?  +  2  g  Ydi)  =  —  yj  für 
X  -f  2  g  }fDt  =  0,  /(x  +  2  g  ^m)  =  0  für  a?  +  2  g  |/^  =  0, 
/(x  +  2qY^  =  +  yi  für  a?  +  2 g  fFt  <  0,  indem  A  =  —  y^ 
gesetzt  wird.  Wir  bekommen  hiemach,  da  im  ersten  Integral 
jf  -f  2  g  )f3i  <  0,  im  zweiten  a;  -f  2  g  ^ Dt  >  0  ist. 


+  71 


Differenzirt  man  diese  Grösse  nach  x,  so  erhält  man  die  in  der 
Zeit  di  zur  Zeit  t  durch  den  Querschnitt  bei  x  durchgegangene  Gas- 
menge«  welche  sich  hiernach  zu 

8«  yjT  2^Dt 
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ergiebt,  und  für  x  =  0 


ät  =  ^^'' 


0  Y^^Dt' 

somit  für  die  Zeit  von  t  =  0  hiB  t  =  t 

in  Vd  ^ 

Die  ganze  in  die  Flüssigkeit  eintretende  Gasmenge  soll  also  propor- 
tional der  Quadratwurzel  aus  der  Zeit  anwachsen.  Diese  Folgerung^ 
aus  der  Theorie  hat  Wroblewski  geprüft.  £r  fand  sie  YoUauf  be- 
st&tigt,  wenn  Kohlensäure  in  Olivenöl,  Rapsöl,  Gelatine  (gelöst  oder 
starr),  Glycerin  diffundirte.  Dagegen  trat  ein  Widerspruch  geged  die 
Theorie  bei  der  Diffusion  in  reinem  Wasser  auf,  indem  hier  die  Zu- 
nahme der  diffundirenden  Gasmenge  fast  proportional  der  Zeit  selbst,, 
statt  ihrer  Quadratwurzel  geschah.     So  brauchten  in  einem  Versuch 

die       1.  2.  3.  4.  5.     Volumeneinheit 

zur  Diffusion  1"»  19»      1"  40«      1"^  49^     1"  46«     1"  5 1» 

die        6.  7.  8.  9.  10.     Volumeneinheit 

zur  Diffusion  1"»  53«     1"»50«     1™  50'     1°»  64"      1"48». 

Als  er  jedoch  das  Wasser  mehr  und  mehr  mit  Kochsalz  versetzte^ 
D&herte  sich  die  Diffusionsdauer  auch  mehr  und  mehr  den  theoretischen 
Werthen.  Vollständig  stimmten  sie  mit  diesen  Werthen  erst  überein^ 
als  das  Wasser  mindestens  10  Proc  wasserfreies  Kochsalz  aufgelöst 
enthielt.     Es  waren  dann 

für    1  2  3  4  5       Voluraeinheiten 

von  Diffusionsdauer  3,5     12,75     27,25     47,5     74,5    Minuten. 

Die  Zahlen  der  zweiten  Reihe  stehen  zu  einander  nahezu  im  Ver- 
hältniss  von  1^:  1^:  2^:  3^:  4^:  5>,  wie  es  der  Theorie  nach  sein  soll* 
Wroblewski  vermuthet,  dass,  weil  nach  seinen  sonstigen  Versuchen 
mit  Kohlensäure  beladenes  Wasser  dichter  ist  als  reines  Wasser,  in 
reinem  Wasser  die  diffundirte  Kohlensäure  mit  dem  Wasser  immer 
sofort  zu  Boden  sank,  so  dass  an  der  Uebergangsstelle  immer  reines 
Wasser  war,  der  Uebergang  also  so  geschah,  als  ob  Diffusion  überhaupt 
noch  nicht  stattgefunden  hätte.  Wird  Kochsalz  hinzugefügt,  so  steigt 
die  Dichte,  und  die  Zahl  der  mit  Kohlensäure  beladenen  und  zu  Boden 
sinkenden  Theilchen  nimmt  ab,  bis  zuletzt  fast  gar  keine  Theilchen 
mehr  niederfallen,  und  die  Erscheinung  rein  als  Diffusionserscheinung 
auftritt.  Es  wird  jedoch  bald  eine  andere  Auflösung  gegeben  werden. 
Aehnlich  war  das  Verhältniss,  wenn  zum  Wasser  Glycerin  zugesetzt 
wurde.  Kann  also  die  Wirkung  der  Schwerkraft  ausgeschlossen 
werden ,  so  soll  hiernach  die  Diffusion  in  der  That  wie  die  Wärme» 
Verbreitung  vor  sich  gehen. 
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Aucb  J.  Stefan  hat  die  Fick'sche  Theorie  in  dieser  Weise  ge- 
prftfL  £r  wendet  aber  die  Gleiohung  nicht  auf  den  Fall  einer  unend- 
lichen FlüBsigkeitss&ule  an,  Bondem  einer  von  der  endlichen  Länge  L 
Grenst  das  diffundirende  Gas  an  den  Querschnitt  der  Flüssigkeit  bei 
X  =  0,  nnd  stösst  diese  Flüssigkeit  mit  dem  anderen  Ende  x  =  l  An 
Luft,  Bo  setzt  Stefan  voraus,  dass,  weil  Gase  in  Gase  yiel  rascher 
diffundiren  als  in  Flüssigkeiten,  das  Gas,  wenn  es  bis  x=l  gelangt  ist, 
dort  BO  rasch  in  die  Luft  diffnndirt,  dass  seine  Dichte  bei  or  =r  7  gleich 
Null   angesetzt  werden  kann.     Alsdann  hat  man 

woraus  ffir  t  =  <*>  folgen  wflrde 

aUo 

?  (^\        =  Cimet. 


Kacb  hinreichend  langer  Zeit  muss  hiemach  in  der  Zeiteinheit 
immer  gleich  yiel  TomGase  in  die  Flüssigkeit  treten.  Dies  hat  Stefan 
für  die  Diffusion  von  Kohlensäure  in  Wasser  und  Alkohol  in  der  That 
bestätigt  gefunden.  Vielleicht  ist  auch  darin  der  Grund  von  Wro- 
blewski's  oben  erwähnten  eigenartigen  Beobachtungen  über  die  Diffu- 
sion von  Kohlensäure  in  Wasser  zu  suchen.  £r  hat  wahrscheinlich  die 
Beobachtungen  mit  Bezug  auf  diese  Flüssigkeit  zu  spät  begonnen,  als 
die  Kohlensäure  schon  an  die  Austrittsstelle  aus  der  Flüssigkeit  gelangt 
war,  wo  dann  nicht  mehr  die  Formel  2),  sondern  die  unter  2a)  anzu- 
wenden ist.  Dieses  scheint  mir  eine  viel  wahrscheinlichere  .Erklärung 
für  die  von  ihm  vermeintlich  festgestellte  A  bweichung  von  der  Theorie, 
als  die  von  ihm  selbst  gegebene. 

Beil  st  ein  ist  zu  einem  für  die  Theorie  ungünstigeren  Ergebniss 
gelangt,  welches  jedoch  späterhin  hinreichende  Aufklärung  erfahren 
hat.  Versuche  an  Gasen  geben  nach  Stefanos  Berechnung  ein  der 
Theorie  günstiges  Resultat. 

Eine  ganz  entsprechende  Untersuchung,  freilich  nicht  in  einer 
Fl&ssigkeit,  sondern  in  einer  Gallerte,  Apargallerte,  in  welche  eine 
etwa  dreiviertelprocentige  Schwefelsäure  diffundirte,  rührt  von  Voigt- 
länder her*).  Hier  ist  ein  Herabsinken  etwa  schwererer  Theilohen 
ausgeschlossen  und  sollte  sich  das  Gesetz  für  die  Diffusion  genau  be- 
stätigt finden.     Das  ist  auch  der  Fall.      Nach  der  Gleichung    2)  soll 

r  ,        . 

-jss  constant  sein.     In  irgend  welchen  Einheiten  findet  Voigtländer, 


*)  Ostwald's  Zeit«clir.  f.  phyfiik.  Chemie,  Bd.  S,  S.  316. 
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dasB  diese  Grösse  bis  zu  Zeiten,  die  bis  zom  fast  Seohshundertfaehen 
eines  Aasgangsabschnittes  steigen,  nur  zwischen  1,03  und  1,11 
schwankt,  wobei  weder  eine  Zunahme  noch  eine  Abnahme,  überhaupt 
kein  .Gang,  festzustellen  ist. 

Die  schärfste  Prüfung  scheint  die  durch  U.  F.  Weber  za  sein. 
Ein  Glascylinder  war  oben  und  unten  durch  eine  amalgamirte  Zink- 
platte geschlossen.  £8  wurde  darin  eine  ZinkTitriollösung  ycn  0,25 
bis  0,35  g  Zinkvitriol  in  1  ccm  gethan  und  darüber  eine  schwächere 
solche  Lösung  Yon  0,15  bis  0,20  g  in  1  ccm.  Die  Lösungen  füllten 
den  ganzen  Cylinder  bis  zu  den  Platten,  dann  wurde  die  Potential- 
differenz dieser  Platten  bestimoit,  welche  mit  wachsender  Diffusion  der 
Flüssigkeiten  in  einander  abnehmen  muss.  Die  Theorie  dieser  Ver- 
snchsanordnung  ist  ziemlich  complicirt,  weil  neben  der  Diffusion  auch 
Elektrolyse  hergeht  (S.  125).  Nach  hinreichend  langer  Zeit  soll  dieser 
Theorie  zu  Folge  die  elektromotorische  Ejraft  E  nach  dem  Gesetze 

3)  E=  Cer-''*^ 

wo  a  eine  Gonstante  ist,  abnehmen,  was  schon  von  selbst  ziemlich 
einleuchtet.  G  ist  eine  Gonstante  und  Weber  findet,  dass  diese 
Grösse  betrug: 

am  4./5.        6./6.        6./7.        7./8.       8./9.       9./10.        lO./U.  Tage 
C  =  0,2032   0,2066   0,2045    0,2027  0,2027     0,2049       0,2049. 

Die  Zahlen  der  zweiten  Reihe  sind  sich  fast  gleich  und  ein  Gang 
ist  nicht  zu  erkennen.  Ferner  soll  nach  3)  t  proportional  sein  dem 
Logarithmus  von  J^,  also  müssen  für  gleiche  Zeitdifferenzen  die  Diffe- 
renzen der  Logarithmen  der  E  ebenfalls  gleich  sein.  Auch  dieses  be- 
wahrheitete sich  hinreichend;  so  betrug  die  Differenz  der  Logarithmen 
in  40  Messungen  für  Zeitdifferenzen  von  je  Vs  Stunde 

7923,  7902,  7907,  7913,  7890,  7870,  7847,  7851,  7862,  7867  X  10-». 

Die  geringe  Abnahme  der  Zahlen  schreibt  Weber  dem  Einfluss 
der  Temperatur  zu.  Indessen  ist  doch  nicht  ausser  Acht  zu  lassen, 
dass  die  Theorie  erst  angewendet  wird,  nachdem  der  Haupttheil  der 
Diffusion  sich  schon  vollzogen  hat,  so  dass  nur  noch  geringere  Gon- 
centrationsunterschiede  in  Frage  kommen. 

Herr  Wiedeburg  hat  den  Versuch  gemacht,  die  F  ick 'sehe 
Theorie  der  Diffusion  zu  yerallgemeinern  ^).  Bezeichnet  d  Q  die  Salz- 
menge, welche  durch  einen  Querschnitt  q  in  der  Zeit  dt  in  Richtung 
der  Diffusion  hindurchgeht,  so  ist  diese  nach  F ick  (wie  bei  der  Wärme- 
▼erbreitung  die  Wärmemenge) 

4)  dQ  =  qDlldt. 

ÖZ 


0  Wiedemann's  Annalen,  Bd.  41,  S.  675  IT. 
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Wiedeburg  macht  die  allgemeinere  Annahme,  dass  diese  Sa]s- 
mesge  nur  abhängt  von  der  Concentration  benachbarter  Schichten, 
alsdann  wäre  zunächst 

äQ=qf(Y,r  +  dyyßt 
oder 

^  =  3/(y.y)  +  3  1^  dy  +  qf^,(dry  +  -'■ 

und  weil  /  (y,  y)  Null  sein  mass  unter  Beschr&nkang  auf  dai  erat« 
GUed: 

Stellt  man  nnn  -^r—  ^^  Form  einer  Potenzreihe  dar  und  behält  nur  die 
ersten  beiden  Glieder,  so  kann  man  schliesslich  schreiben 

ox 

was  für  A;  =  0  die  Fick^sche  Gleichung  giebt,  "k  ist  eine  neue  Con- 
staute.  Die  Theorie  läuft  also  darauf  hinaus ,  die  Diffusionskon staute 
der  Fick^ sehen  Gleichung  als  Function  der  Concentration  anzunehmen 
und  zwar  als  lineare  Function  dieser  Concentration.  Inwieweit  das 
zulässig  ist,  werden  wir  bald  sehen. 

Alle  bisher  angegebenen  Yersuchsanordnungen  gestatten  auch  die 
Grösse  J)  zu  ermitteln. 

Der  Einfiuss  der  Temperatur  auf  diese  Grösse  ist  nur  wenig  unter- 
sucht. H.  F.  Weber  giebt  an,  dass  der  DiffusionscoefQcient  der  Zink- 
Yitriollösung  mit  der  Temperatur  ansteigt,  andere  Beobachtungen 
führen  für  andere  Stoffe  zu  dem  gleichen  Ergebniss.  So  die  Ermitte- 
lungen de  Heen'sO  für  die  Diffusion  von  MgS04,  KNO3,  NaCl, 
Nä^HPhO«,  K^COs  in  Wasser  zwischen  10^  und  60«.  Er  findet  für 
alle  diese  Stoffe  fast  den  gleichen  Temperatnrooöfficienten. 

Wir  haben  auch  eine  ziemlich  ausgedehnte  Reihe  Ton  ent- 
sprechenden Untersuchungen  von  Yoigtländer  für  die  Diffusion  in 
die  schon  erwähnte  Gallerte  (S.  107).  Er  fand  stets  eine  Zunahme 
des  Diffnsionscoöfficienten  mit  wachsender  Temperatur.  Nachstehende 
Tabelle  theile  ich  nach  Ostwald  mit^).  Die  Einheiten  sind  Quadrat- 
eentimeter  und  Tag. 


1)  Ostwald,  Lehrb.  d.  allgem.  Obemie,  Bd.  1,  8.  677  f. 
*)  liehrb.  d.  allgem.  Chemie,  Bd.  1,  8.  689. 
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Substanz 


DififusioDscoefficient  in  Ag^argalleite 
bei  0« 


bei  20" 


bei  40* 


Ameisensäure .   .  . 

Essigsäure   .    .    .  . 

Propionsäure  .    .  . 

Battersäure     .    .  . 

Oxalsäure    .   .    .  . 

Weinsäure  .    .    .  . 

Oitronensäure .    .  . 

Sobwefelsäure     .  . 

Salzsäure 

Salpetersäure  .    .  . 

Kaliumoxyd    .    .  . 

Natriumoxyd  .    .  . 

Ammoniak  .   .    .  . 

Litbiuraoxyd  .    .  . 

Baryumoxyd  .    .  . 

Strontiumoxyd   .  . 

Oaloiumoxyd  .    .  . 

Kaliumchlorid    .  . 

Natriumchlorid  .  . 
Ammoniumchlorid 

Calciumchlorid  .  . 
Hagnesiumohlorid . 

Baryumoblorid  .  . 

Nickelchlorür .    .  , 

Kobaltcblorür     .  . 


0,472 
0,318 
0,245 
0,217 
0,461 
0,316 
0,231 

0,637 

1,07 

1,10 

1,01 

0,764 

0,661 

0,591 

0,735 

0,685 

0,735 

0,786 
0,535 
0,682 
0,394 
0,402 
0,525 
0,454 
0,443 


0,867 

0,64 

0,514 

0,443 

0,894 


1,21 
2,06 
2,10 

1,75 
1,26 
1,26 
1,13 
1,33 
1,26 
1.40 

1,40 
1,04 
1,32 

0,77 
0,98 
0,84 
0,83 


1.49 

1,04 

0,882 

0,788 

1,47 

0,996 

0,854 

2,01 


2,36 
1,35 

1,81 
2,10 
2,01 
2,18 

2,18 
1,71 
2,16 
1.40 
1,40 
1,58 
1,48 
1,33 


Die  angewandten  Lösungen  waren  stark  verdünnte.  Die  Zu- 
nahme der  Diffusionscoeffiicienten  ist,  wie  man  sieht,  sehr  bedeutend  — 
wie  auch  in  de  Heen's  Versuchen.  Sie  geht  yon  0^  bis  40^  bis  zu 
mehr  als  dem  zweifachen  Betrage  der  ganzen  Grösse.  Bei  den  orga- 
nischen Säuren  scheint  die  Zunahme  nicht  im  gleichen  Yerhältniss  der 
Temperatur  zu  folgen.  Die  Zunahme  wächst  rascher  als  die  Temperatur, 
denn  wird  JD  durch  eine  Formel  2)  =  Dq  (1  -|-  ni)  dargestellt,  so  ist 
OS,  zwischen  20®  und  40®  berechnet,  immer  grösser  als  zwischen  0®  und 
20®.  Uebrigens  bestätigen  Voigtländer's  Versuche  einen  von 
de  Heen  gezogenen  Schluss,  dass  die  Abhängigkeit  von  der 
Temperatur  wesentlich  durch  die  Flüssigkeit  bedingt  ist, 
in  welche  die  Diffusion  stattfindet,  und  dieses  ist  auch  zu  erwarten, 
wenigstens  bei  Diffusion  stark  verdünnter  Substanzen,  die  schon,  wenn 
sie  dissociirt  werden,  durch  die  Verdünnung  genügend  dissociirt  sind. 
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80  dass  in  der  Diffasionaflassigkeit   eine   nennenswerthe  Dissociation 
nicht  mehr  stattfindet. 

Sehr  eingehend  ist  der  Einfloss  der  Goncentration  auf  den  Diffnsionsr 
<»)Sfficienten  untersacht  In  den  Gleichungen  der  Theorie  wird  der 
Goefficient  als  von  der  Goncentration  anahhängig  angenommen,  gans 
so  wie  in  den  Bewegangsgleichungen  für  die  Wärme  der  entsprechende 
Wärmeleitungscodfficient  als  von  der  Temperatur  unabhängig  an- 
gesehen wird.  Im  Allgemeinen  scheint  der  Diffusionscofifficient  mit 
wachsender  Goncentration  der  diffundirenden  Substanz  zuzunehmen, 
doch  sind  auch  F&Ue  bekannt,  in  denen  eine  Abnahme  festgestellt  ist. 
Eine  solche  Abnahme  fand  z.  B.  H.  F.  Weber  bei  der  Diffusion  von 
ZinkTitriollösuDg  in  Zinkvitriollösung.  Sie  scheint  auch  bei  der  Dif- 
fusion von  Oxalsäure -Wasserlösung  in  Wasser  stattzufinden ,  wie  aus 
folgenden  Zahlen  Scheffer's^)  erhellt. 

G,Hj04  +  nHaO. 


Temperatur 

n 

D 

Temperatur 

n 

D 

3,5« 

315 

70,6 

10» 

720 

97,2 

4* 

1    297 

75,2 

13,5* 

1247 

122 

5* 

315 

76,4 

14« 

415 

109 

7,5« 

135 

82,2 

14« 

689 

117 

»,5« 

720 

93,8 

Die  Temperaturen  sind  verschieden,  die  Zahlen  also  mit  einander 
nicht  streng  vergleichbar,  aber  die  obige  Behauptung  rechtfertigt  sich 
namentlich  an  den  drei  letzten  Zahlen;  trotz  höherer  Temperatur  sind 
^e  Werte  für  D  bei  n  =  415  und  689  kleiner  als  bei  n  =  1247. 
Eine  spätere  Versuchsreihe  Scheffer's  scheint  dieses  Verhalten  der 
Oxalsäure  zu  bestätigen.  Aehnlich  verbalten  sich  die  Nitrate,  so 
Kalinmnitrat,  wofür  D  von  98,3  bis  106  anwächst,  wenn  n  auf  den 
dreifachen  Betrag  steigt,  Silbernitrat,  wo  für  n  =  12  das  D  =  75,2 
und  (bei  gleicher  Temperatur)  für  n  =  189  das  D  =  104  sich  findet, 
femer  Natriumnitrat  und  Bleinitrat.  Wie  Schwefelsäure  sich  verhält, 
ist  nicht  sicher  zu  entscheiden.     Scheffer  giebt  folgende  Tabelle: 

HaS04  +  nHaO. 


Temperatur 

n 

D 

Temperatur 

n 

D 

7,5* 

686 

121 

8« 

84 

118 

8* 

18,8 

124 

8,5* 

84 

118 

8.5* 

125 

115 

11,3^ 

77 

130 

«• 

686 

132 

13» 

0,5 

150 

8* 

36 

117 

13'' 

35 

144 

')  Chem.  Berichte  1882  und  1883. 
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woraus  Bich  ein  bestimmter  Sehlnss  nicht  ziehen  läset,  wenn  aach  eine 
Abnahme  mit  wachsender  Goncentration  hiernach  wahrscheinlicher  ist 
als  eine  Zunahme.  Wegen  der  höheren  Temperatur  sollte  beispiels- 
weise D  für  n  =  686  nur  etwa  3  Einheiten  grösser  sein  als  für 
n  =  36,  es  ist  aber  um  15  Einheiten  grösser,  also  entspricht  der 
wachsenden  Goncentration  hier  eine  Abnahme  um  12  Einheiten;  swei 
untersuchte  SuIfoYerbindungen  zeigen  bemerkenswerther  Weise  eben- 
falls eine  Abnahme  des  Difiusionscoefficienten  mit  wachsender  Goncen- 
tration, so  Natiumhyposulfit  und  Magnesiumsulfat. 

Hiemach  scheint  es  in  der  That  Substanzen  zu  geben,  fOr  welche 
die  Diffusion  mit  wachsender  Goncentration  abnimmt,  was  eigentlich 
sehr  auff&llig  ist  und  einer  später  anzugebenden  Theorie  unmittelbar 
widersprioht. 

Bei  der  grösseren  Zahl  der  untersuchten  Substanzen  findet  eine 
Zunahme  der  Diffusion  statt,  so  bei  Salpetersäure,  Gitronensäure ,  den 
Ghloriden  u.  s.  f.  Bei  manchen  Substanzen  bleibt  die  Diffusion  fast 
constant;  hierzu  kann  Schwefelsäure,  Essigsäure,  Natriumchlorid,  Ghlor- 
calcium  und  mancher  andere  Stoff  gerechnet  werden  ^).  Durchschnitt- 
lich ist  die  Abhängigkeit  Ton  der  Goncentration  überhaupt  nicht  sehr 
erheblich,  jedenfalls  entspricht  sie  nicht  entfernt  der  Abhängigkeit  Ton 
der  Temperatur.  In  den  Gleichungen  für  die  Diffusion  den  Goöffi- 
cienten  D  durch  eine  Function  von  y  zu  ersetzen,  ist  verfrüht. 

Im  üebrigen  hängt  die  Geschwindigkeit  der  Diffusion  Ton  der 
diffundirenden  Substanz  und  dem  Diffusionsmittel  ab.  In  letzterer 
Hinsicht  ist  das  merkwürdige  Ergebniss  herTorzuheben ,  welches  schon 
Graham  fand  und  welches  Voigtländer  bestätigte,  dass  Diffusion 
und  Reibung  nicht  mit  einander  zusammenhängen.  Wasser,  welches 
durch  Zusatz  yon  bis  4  Proc.  Gallerte  erstarrt  war,  verhielt  sich  den 
diffundirenden  Stoffen  gegenüber  fast  unverändert,  wie  (S.  102)  der 
Wärmeübertragung  gegenüber.  Das  war  zu  erwarten,  wenn  die 
Fiok' sehe  Hypothese  von  dem  Diffusions verhältniss  stichhaltig  sein  soll. 

Manche  Stoffe  diffundiren  rasch,  andere  sehr  langsam,  so  zum 
Beispiel  Salzsäure  in  Wasser  2% mal  so  rasch  wie  Kochsalz,  7 mal  so 
rasch  wie  Zucker,  50 mal  so  rasch  wie  Eiweiss  und  gar  100 mal  so 
rasch  wie  Garamel.  Die  langsam  diffundirenden  Substanzen  sind  die 
Golloide,  die  rasch  diffundirenden  die  Krystalloide.  Dividirt 
man  die  auf  normale  Lösungen  und  gleiche  Zeit  bezogenen  diffundirten 
Salzmengen  S  durch  die  Molekulargewichte  der  diffundirenden  Sub- 
stanzen, so  hat  man  nach  Long's  Ermittelungen  folgende  Zusammen- 
stellung '). 

')  Alle  oben   mitgetheilten  Angaben   stammen   von   Scbeffer,   Einheit 

*  cm* 
ist  IQ-'  ^^^. 
sec 

')  Wiedemann's  Ann.,  Bd.  9,  8.  613;  Winkelmanu,  Snoyklopädie  der 

Physik,  Bd.  I,  S.  616. 
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Substanz 

m 

Substanz 

1   "* 

Substanz 

m 

Substanz     ~ 
m 

Substanz 

m 

1 
KGl          803 
NH,G1     689 
Na  Gl      ,  600 

Li  Gl       i  541 

BaGl, 

SnCl, 
Ca  Gl, 
MgGl, 
GoCI, 
NiGl, 

450 
432 
429 
392 
306 
304 

KBr 

NH^Br 

NaBr 

KJ 
NaJ 

811 
629 
509 

823 
672 

NH^NO, 
KNO» 
Na  NO, 
Li  NO» 

680 
607 
524 
512 

656 
512 

(NH,),80, 

Na,804 

MgSO« 

ZnSO, 

GU8O4 

MnSO« 

724 
678 
348 
332 

1 

BaN.Oe 
SdN.O« 

316 
298 

Abgesehen  tod  NH4GI,  nehmen  in  der  ersten  Reihe  die  Zahlen  ab 
mit  fallendem  Molekulargewicht ,  ebenso  in  der  zweiten  Reihe  ab- 
gesehen von  den  beiden  letzten  Substanzen ;  in  den  folgenden  Reihen 
stört  wieder  nur  die  Verbindung  mit  NH4  den  Gang.  In  der  letzten 
Reihe  ist  ein  Zusammenhang  mit  dem  Molekulargewicht  anscheinend 
nicht  vorhanden.  Doch  lässt  sich  nicht  sicher  sagen,  welches  Mole- 
kulargewicht die  Salze  in  ihren  Lösungen  haben. 

Hinsichtlich  des  Zusammenhanges  mit  dem  galvanischen  Leitungs- 
vermögen hat  Lenz^)  den  Satz  entdeckt,  dass  Diffusion  und  Leitung 
einander  unter  allen  Verhältnissen  parallel  gehen  und  ihre  Beziehung 
zu  einander  soll  nur  vom  Diffusionsmittel  abhängen.  Durch  die  Ver- 
suche selbst  hinreichend  gestützt  scheint  dieser  Satz  nicht. 

Wenn  mehrere  Substanzen  zugleich  diffundiren,  so  trennen  sie 
sich  von  einander,  wie  schon  Graham  beobachtet  hat.  Aber  hier 
scheinen  noch  andere  Umstände  mitzuspielen,  denn  manche  Substanzen 
haben  in  Vermischung  mit  anderen  Substanzen  eine  andere  Diffusions- 
geschwindigkeit, als  ihnen  allein  zukommt.  Dabei  soll  nachMarignac 
die  Geschwindigkeit  der  auch  sonst  schneller  diffundirenden  Substanz 
noch  vergrössert,  die  der  langsamer  diffundirenden  verkleinert  er- 
scheinen. Indessen  kommt  es  auch  vor,  dass  die  Coefficienten  alle 
sich  verkleinern.  Dieses,  und  wie  sich  die  Diffusionscoefficienten  über- 
haupt ändern,  erhellt  aus  folgender,  dem  oft  citirten  Ostwald^schen 
Werke  entnommener  Zusammenstellung.  Es  handelt  sich  dabei  immer 
um  zwei  Salze,  die  getrennt  diffundiren  und  dann  zusammen.  D  ist 
der  Coefficient,  wenn  jedes  der  Salze  für  sich  diffundirt,  2)',  wenn 
beide  Salze  zusammen  diffundiren,  die  diffundirenden  Lösungen  ent- 
hielten etwa  1,25  Proc.  Salz  (siehe  nächste  Seite). 

In  allen  Fällen  erscheint  der  kleinere  Diffusionscoefficient  ver- 
kleinert, in  den  drei  ersten  Fällen  ist  der  grössere  Diffusionscoefficient 
vergrössert,  in  den  beiden  letzten  verkleinert.  Zugleich  zeigt  sich 
jedoch,  dass  selbst  in  diesen  beiden  letzten  Fällen  die  Verkleinerung 
des  grösseren  Coefficienten  geringer  ist,  als  die  des  kleineren.      Ins-  ' 


^)  Ann.  de  cbim.  et  de  phys.  Bd.,  2,  1874,  p.  546. 
Weinstein,  Thermodynamik.    II. 
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Sabstanz 


i>' 


fNaOl  . 
lNa,804 

/KCl  .  . 
\BaC],  . 
/NaCl.  . 
(BaCl«  . 
/K,80,  . 
iMgSO,. 
rNa,804 
IMgSO,. 


0,5833 
0,3770 
0,8560 
0,8433 
0,7142 
0,5673 
0,4745 
0,2028 
0,3757 
0,2097 


0,6054 
0,2497 
0,9276 
0,4424 
0,7883 
0,5225 
0,4378 
0,1684 
0,3420 
0,1823 


Dl 
D 


1.038 
0,662 
1,083 
0,814 
1.019 
0,921 
0,901 
0,830 
0,910 
0,869 


gesammt  sind  also  die  Diffusionscoefficienten  derSubstansen 
bei  gemeinsamer  Diffusion  verschiedener  von  einander  als 
bei  getrennter,  d.  h.  dass  die  Trennung  der  Substanzen  bei  der 
Diffusion  rascher  vor  sich  geht,  als  nach  dem  Verhältniss  der  eigent- 
lichen Diffusionscoefficienten  zu  erwarten  wäre.  Weiter  soll  nach 
Ostwald  aus  Marignac's  Versuchen  folgen,  „dass  die  Diffusions- 
geschwindigkeit von  der  Säure  und  dem  Metall  in  der  Weise  ab- 
hängig ist,  dass  alle  Salze  mit  einer  Säure  immer  die  gleiche 
Reihenfolge  zeigen,  welches  auch  die  Säure  ist,  und  ebenso  die  Salze 
eines  Metalles  sich  stets  gleich  ordnen,  unabhängig  von  der  Natur  des 
Metalles^ 

Bei  den  Gasen  war  als  treibende  Kraft  für  die  Diffusion  namhaft 
gemacht  die  Verschiedenheit  des  Partialdruckes  eines  jeden  der  Gase 
an  verschiedenen  Stellen  des  Gefässes,  in  welchem  die  Diffusion  statt- 
fand. Etwas  Aehnliches  ist  bei  den  Flüssigkeiten  gleichfalls  zu  ver- 
muthen.  Das  Studium  hierüber  schliesst  sich  an  Erscheinungen  an, 
bei  welchen  die  in  einander  diffundirenden  Substanzen  durch  eine 
Scheidewand  getrennt  sind  und  durch  diese  hindurch  diffnndiren. 
Diesen  Vorgang  bezeichnet  man  mit  dem  besonderen  Namen  der 
Osmose.  Er  ist  viel  länger  bekannt  als  die  freie  Diffusion  und  bat 
namentlich  auch  physiologisches  Interesse,  da  die  Verbreitung  der 
Körpersäfte  bei  Thieren  wie  bei  Pflanzen  wesentlich  durch  Gewebe 
hindurch  osmotisch  vor  sich  geht. 

Die  Osmose  ist  selbstverständlich  abhängig  von  den  diffundirenden 
Substanzen  und  von  der  Scheidewand,  durch  welche  hindurch  sie  ge- 
schieht. Manche  Scheidewände  lassen  beide  Substanzen  hindurch, 
dann  diffundiren  diese  in  einander.  Andere  dagegen  gewähren  nur 
einer  Substanz  den  Durchgang,  die  Diffusion  ist  dann  eine  einseitige. 
Auch  hier  sind  die  Versuche  sehr  zahlreich,  es  sind  nur  die  Haupt- 
momente hervorzuheben. 
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Nach  Dutrochet^)  und  Vierordt^)  soll  die  Geschwindigkeit  der 
Osmose    z^weier  Lösungen  derselben  Substanz  in  Wasser  proportional 
der  je'vreiligen  Concentrationsdifferenz  sein,  was  durch  Jolly  best&tigt 
ist.      Vergleicht  man  nun  yerschiedene  Substanzen,  so  kann  man  hier- 
nach, ausgehend  von  bestimmter  Concentration,  für  jede  Sabstanz  eine 
Zahl  angeben,  welche  feststellt,  wie  viel  von  ihr  in  einer  bestimmten 
Zeit  durch  irgend  eine  Scheidewand  in  Wasser  diffundirt.     Diese  Zahl 
nennt    Jollj^)    das    osmotische    Aequivalent.      Es    ist  f&r  yer- 
schiedene Stoffe  sehr  yerschieden.     Aus  Beobachtungen  der  Diffusion 
stets  concentrirt  gehaltener  Lösungen  durch  den  Herzbeutel  einer  Kuh 
in  Wasser  ermittelte  G.  E.  E.  Hoffmann,  dass  beispielsweise  Harnstoff 
2 mal,  Kochsalz  SYstnal,  schwefelsaures  Natron  b^/^malj  kohlensaures 
Natron  lOVs^x^a^i  phosphorsaures  Natron  IGVsnial  so  raech  diffundirt 
wie  Jodkalium.     Diese  Verhältnisse  blieben  erhalten,  wenn  die  Diffu- 
sion   nicht  in  Wasser  geschah ,  sondern  in  andere  Lösungen.      Doch 
haben  solche  Angaben  nur  relatiyen  Wertb,  da  allzu  yiel  yon  den  Um- 
ständen  des   Versuches   abhängt.      Und   andere   Forscher,    die    unter 
anderen  Umständen  gearbeitet  haben,  sind  auch   zu  anderen  Ergeb- 
nissen gelangt;  so  giebt  Harzer  das  osmotische  Aequiyalent  des  Koch- 
salzes  zu  dem  von  Jodkalium  zwar  fast  ebenso  gross  an  wie  Hoff- 
mann,  jedoch  das  für  kohlensaures  Natron  findet  er  fast  dreimal,  für 
phosphorsaures  Natron  fast  doppelt  so  gross  wie  jener.      Nach  Jolly 
und   nach  Schmidt  soll  das  osmotische  Aequiyalent  auch  nicht  un- 
abhängig yon  der  Concentration  sein. 

Von  der  grössten  Wichtigkeit  ist  die  Beschaffenheit  der  Scheide- 
'wand.  So  diffundirt  Zucker  in  Wasser,  je  nach  der  Scheidewand 
7'  bis  20  mal  so  rasch  wie  Jodkalium  in  dem  oben  angegebenen  Falle. 
Krystalloide  diffundiren  durch  Scheidewände  aus  Colloidsubstanz  yiel 
rascher  als  Colloide,  so  Wasser  fast  250  mal  so  rasch  wie  Gummi 
arabicum.  Trennt  man  Wasser  yon  Weingeist  durch  eine  thierische 
Scheidewand,  so  diffundirt  unter  allen  Umständen  mehr  Wasser  in  den 
Weingeist  als  umgekehrt.  Findet  die  Trennung  dagegen  durch  Kaut- 
schuk statt,  so  diffundirt  umgekehrt  mehr  Weingeist  in  das  Wasser. 
Auch  ist  schon  erwähnt  worden,  dass  es  Scheidewände  giebt,  die  nur 
eine  der  diffundirenden  Substanzen  durchlassen. 

Die  Einführung  dieser  nach  ihrer  Herstellung  als  Niederschlags- 
membranen  bezeichneten  Scheidewände^)  in  das  Studium  der  Osmose 
ist  Ton  der  grössten  Bedeutung  geworden.    Sie  rührt  yon  M.  Traube '*) 


»)  Ann.  de  chim.  et  de  phys.,  Bd.  35,  37,  49,  51. 
*)  Foggendorff's  Annalen,  Bd.  73,  8.  519. 
")  PogKendorflfs  Annalen,  Bd.  78,  S.  268. 

*)  Doch  haben   auch   manche   organische   Gewebe   die  Eigenschaft  ein- 
seitiger Osmose,  vergl.  Winkelmann,  Enoyklopädie  der  Physik,  Bd.  1, 

8.  26. 

*)  Archiv  für  Anatomie  und  Physiologie  1867,  S.  87. 
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her,  der  ihre  Herstellung  lehrte.  So  ist  eine  Membran  von  gerbsaurem 
Leim  durchlässig  für  Salmiak,  dagegen  ganz  undurchlässig  für  Ferro- 
cyankalium,  ferner  eine  Membran  Ton  Ferrocyankupfer  undurchlässig 
für  Salpeter,  Ghlorbaryum,  ebenso  für  Rohrzucker,  Gummiarabicum, 
schwefelsaures  Kali,  schwefelsaures  Ammoniak  und  salpetersauren 
Baryt,  welche  letzteren  hingegen  durch  eine  Membran  von  gerbsaurem 
Leim  hindurchgehen.  Hergestellt  werden  solche  Membranen,  indem  man 
zwei  Flüssigkeiten,  welche  solche  Membranen  zu  bilden  überhaupt 
geeignet  sind,  über  einander  schichtet;  an  der  Grenzfläche  beider  ent- 
steht die  Membran ;  so,  wenn  man  in  der  Kälte  nicht  gerinnenden  Leim 
mit  Salmiak  in  gewissen  Verhältnissen  im  Wasser  löst  und  über  eine 
gerbsaure  Lösung  bringt.  Es  entsteht  dann  die  oben  zuerst  genannte 
Niederschlagsmembran  von  gerbsaurem  Leim. 

Traube  fand  schon,  dass  die  Membran  zwischen  den  beiden  Lö- 
sungen der  sie  bildenden  Stoffe  in  ihrem  Innern  Drucke  nach  aussen 
oder  innen  erfuhr. 

Diese  Drucke  der  Lösuogen,  die  osmotischen  Drucke,  sind 
nun  hauptsächlich  Gegenstand  der  Untersuchungen  geworden  und 
haben  zu  den  wichtigsten  theoretischen  Folgerungen  geführt.  Die 
fundamentale  Arbeit  rührt  von  Pfeffer i)  her,  wegen  der  Ausführung 
der  Versuche  ist  auf  die  Lehrbücher  zu  verweisen.  Die  Niederschlags- 
membran bestand  aus  Ferrocyankupfer  und  war  dem  Innern  einer 
Thonzelle  angelagert,  in  welche  die  betreffenden  Lösungen  gethan 
wurden,  die  Thonzelle  stand  mit  einem  Manometer  in  Verbindung. 
War  die  Zelle  mit  einer  Lösung  von  Ferrocyankalium ,  welche  einen 
Zusatz  von  IY3  Proc.  Salmiak  erhalten  hatte,  gefüllt  und  wurde  sie  in 
ein  Gefäss  mit  Eupfervitriollösung  gethan  (behufs  Herstellung  der 
Membran),  so  zeigte  sich  im  Innern  der  Zelle  ein  Ueberdruck  von 
drei  Atmosphären,  indem  die  Kupfervitriollösung  von  aussen  in  die 
Thonzelle  drängte.  Aehnliche  Drucke  in  der  Zelle  traten  auf,  wenn 
diese  mit  Rohrzuckerlösung,  Gummi,  Salmiak,  schwefelsaurem  Kali  — 
Alles  Stoffe,  welche  durch  die  Ferrocyankupfermembran  nicht  hindurch- 
gehen —  gefüllt  und  in  ein  Gefäss  mit  Wasser  gestellt  war.  Die 
Diffusion  ging  einseitig  vor  sich,  indem  das  Wasser  durch  die 
Zelle  und  die  Membran  in  die  Lösung  drang.  Die  Diffusion  des 
Wassers  geschah  so  lange,  bis  der  Druck  in  der  Zelle  eine  bestimmte 
Höhe  erreicht  hatte,  zum  osmotischen  Druck  augewachsen  war. 
Dieser  Druck  hängt,  abgesehen  von  der  Beschaffenheit  der  diffun- 
direnden  Flüssigkeit,  von  der  Natur  der  gelösten  Substanz  ab  und 
von  der  Goncentration  der  Lösung.  Für  gleich  concentrirte  Lösungen 
(Iproc),  von  Gummi,  Dextrin,  Rohrzucker,  Salpeter,  Kaliumsulfat,  fand 
sich  dieser  Druck  p  =  7,2,  16,6,  178,  193  cm  Quecksilber.     Mit  der 


0  Osmotische  Untersuchungen,  Leipzig  1877. 
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Goncentration  y  wuchs  er  an,  und  zwar  bei  Rohrzucker  and  Gummi 
der  Goncentration  fast  proportional,  bei  Salpeter  langsamer  als  die 
Goncentration,  wie  folgende  Zusammenstellung  angiebt: 
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Die  Abnahme  yon  —   mit  wachsendem   y  ist  bei  Salpeter  ganz 

deutlich  ausgesprochen,  eine  wenn  auch  sehr  geringe  Abnahme  ist 
aueh  bei  Rohrzucker  und  Gummi  angedeutet.  Nach  Pfeffer  soll 
diese  Abnahme  bei  Salpeter  wesentlich  dadurch  bedingt  sein,  dass  die 
Ferrocyankupfermembran  für  diesen  Stoff  nicht  ganz  undurchlässig  ist. 
Auch  mit  wachsender  Temperatur  steigt  der  Druck,  doch  liegen 
nur  wenige  Versuche  und  in  einem  geringen  Temperaturintervall  vor. 
Fftr  eine  einprocentige  Lösung  fand  Pfeffer 
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also  wachsende  Zahlen.  Schmidt  giebt  an,  dass  die  Geschwindigkeit 
der  Osmose  durch  eine  quadratische  Function  der  Temperatur  dar- 
gestellt wird.  Alle  Versuche  stimmen  darin  überein,  dass  die  freie 
Diffusion  rascher  mit  der  Temperatur  wächst,  als  die  durch  Scheide- 
wände. 

Da  die  Diffusion  des  Wassers  so  lange  andauert,  bis  der  Druck  in 
der  Ldflong  zum  Höchstbetrage  angestiegen  ist,  so  wird  sie,  weil  dieser 
Höchstbetrag  mit  der  Temperatur  anwächst,  ebenfalls  ansteigen. 
Andererseits  können  wir  die  Diffusion  weiter  währen  lassen,  indem  wir 
den  Druck  künstlich  erniedrigen,  und  umgekehrt  ihm  früher  Einhalt  thun, 
indem  wir  den  Druck  künstlich  steigern.  Jedem  Druck,  ob  er  künstlich 
oder  doroh  Temperaturänderung  hervorgebracht  ist,  entspricht  also  ein 
Diffosionszustand.  Hierauf  fussend,  hat  vanH  Hoff  in  einer  berühmt 
und  folgenreich  gewordenen  Abhandlung^)  bewiesen,  dass  der  osmo- 


1)  Zeitschr.  f.  physik.  Chemie,  Bd.  1,  8.  481. 
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tische  Druck  proportional  der  absoluten  Temperatur  anwachsen  moss 
wie  der  Druck  bei  idealen  Gasen.  Er  denkt  sich  folgenden  umkehr- 
baren Ca rnot' sehen  Kreisprocess  (Bd.  I,  S.  23  ff.)  ausgeführt  Die 
Lösung  befinde  sich  in  einem  Cylinder  und  sei  oben  durch  einen 
reibungslos  gleitenden  Stempel  abgeschlossen,  unten  sei  der  Cylinder 
durch  eine  Membran  begrenzt,  durch  welche  nur  Wasser  in  den  Cy- 
linder zur  Lösung  dringen  kann.  Der  Cylinder  befinde  sich  wie  die 
Zelle  im  Pf ef fernsehen  Versuch  in  Wasser.  Der  Druck  j>  habe  den 
bei  der  betreffenden  Temperatur  &  höchsten  Werth  erreicht.  Das 
Volumen  der  Lösung  sei  f;,  Wasser  dringt  nun  nicht  weiter  ein.  Wir 
erhöhen  den  Druck  ein  wenig,  während  zugleich  die  Temperatur 
constant  bleibt,  indem  wir  den  Stempel  herabdrücken,  dann  muss  aus 
der  Lösung  Wasser  durch  die  Membran  austreten.  Das  Volumen 
dieses  ausgetretenen  Wassers  sei  v^.  Da  dabei  die  ganze  Lösung 
gleichartig  bleiben  soll,  kommt  dieses  Wasser  aus  allen  Schichten, 
hat  eine  Schicht  die  Dicke  dx  und  ist  L  die  Höhe  der  ganzen  Lösung; 

d  X 
so  giebt  diese  Schicht  die  Wassermenge  v^  -y   ab,    unabhängig    von 

ihrer  Lage.  Wir  nehmen  nun  an,  dass  die  Temperatur  sich  nicht 
ändert,  wir  nehmen  femer  an,  dass  mit  der  Wasseraufnahme  oder 
-abgäbe  eine  andere  Dichteänderung  als  die  durch  die  grössere  oder 
geringere  Concentratiun  bedingte  nicht  verbunden  ist.  Alsdann  ist  die 
Volumenänderung  der  Lösung,  wenn  Vi  sehr  klein  gewählt  wird,  gleich 

Sfg 

—  Vi,  indem  s«  die  Dichte  des  Wassers,  s«  die  der  Lösung  bedeutet. 
Hiemach  ist  die  yom  Druck  geleistete  Arbeit 

i     Se  L  Se 

weil  Se  so  gut  wie  ungeändert  bleibt.  Es  ist  nun  die  Frage,  ob  eine 
andere  Arbeit  als  diese  äussere  nicht  geleistet  wird.  VanH  Hoff 
nimmt  an,  diese  Arbeit  sei  die  einzige.  Streng  kann  das  nicht  zu- 
treffen. Jedes  Fiüssigkeitstheilchen  durchwandert  die  ganze  Flüssig- 
keit von  seiner  Stelle  bis  zur  Membran,  die  Lösung  bleibt  dabei  zurück. 
Also  muss  Reibung  zwischen  dem  Flüssigkeitstheilchen  und  der  Lösung 
bestehen,  und  diese  zu  überwinden,  bedarf  es  einer  Arbeit.  Diese  Arbeit 
ist  proportional  Au^,  falls  k  den  Reibungscoefficienten  des  Wassers 
gegen  die  Lösung  und  u  die  mittlere  Geschwindigkeit  des  Wasser- 
austritts bedeutet.  Offenbar  wächst  diese  Reibungsarbeit  mit  der 
Menge  des  austretenden  Wassers,  die  ganze  Arbeit  wird  also  sein  ViXu^ 
und  diese  Grösse  hätten  wir  zu  Wi  zu  addiren.  Ob  noch  andere 
Arbeiten  zu  leisten  sind,  hängt  von  den  Umständen  ab.  Da  Flüssig- 
keitsreibung durch  Wirkung  der  molekularen  Anziehungen  erklärt  sind, 
können  wir  die  Arbeit  zur  Trennung  der  Wassermolekeln  von  den 
Lösungsmolekeln  als  in  der  letzten  Arbeit  mitenthalten  ansehen,  k  wird 
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dann  nur  eine  etwas. andere  Bedeutung  erhalten.  Es  können  aber 
auch  andere  Kräfte  zwischen  den  Molekeln  innerhalb  der  Lösung 
walten,  nämlich  elektrische,  wenn  die  Lösung  ein  sogenanntes  Elektrolyt 
ist,  worüber  später.  Hier  wird  davon  abgesehen.  Also  die  ganze 
Arbeit  ist 


Wi  =  (l>  ^  +  ^u')  V,. 


Ihr  entspricht  eine  abzuführende  Wärmemenge  Qj,  welche  sowohl 

Ton  der  Contraction   der  Flüssigkeit  als   von  der  Reibung  herrührt, 

damit  eben  die  Temperatur  ^  con staut  bleibt.     Wir  drücken  weiter 

zusammen,   verhindern  aber  jeden  Wärmeübergang,   die  Temperatur 

dp 
gehe  über  in  #  -{-  d^,  der  Druck  also  in  p  -|-  ^rs"^*^«    ^^^  Volumen 

des  ausgetretenen  Wassers  sei  f^),  die  Arbeit  ist  dann 

Der  dritte  Process  soll  wieder  isothermisch  verlaufen ,  doch  ver- 
ringern wir  jetzt  den  Druck,  es  strömt  wieder  Wasser  ein.  Da  die 
Reibangsarbeit  ihr  Zeichen  behalten  muss,  wird   die  Arbeit  nunmehr 

die  Wärme,  die  nun  zugeführt  werden  muss,  um  die  Temperatur  zu 
erhalten,  nennen  wir  Q2.  Zuletzt  folgt  ein  adiabatischer  Process,  wobei 
der  Druck  auf  j),  die  Temperatur  auf  0*  sinken  soll,  die  Arbeit  ist 


1^4  =  (-  j>  J^  +  A  t*a)  V,. 


Der  ganze  Process  kann  nun  zwar  ein  Kreisprocess  werden,  aber 
umkehrbar  ist  er  nicht,  weil  die  Reibungen  Arbeiten  immer  nur  in 
demselben  Sinne  geben.  Lassen  wir  den  Einiluss  der  Reibung  fort, 
so  wäre  die  Gesammtarbeit 

3.)  W'  =  1)  ^  (v,  +  «,-»., - 1;,)  +  (n -  V,)  ll  ^d». 

Wir  führen  den  Process  so,  dass  die  Volumenverringerung  in  den 
beiden  ersten  Theilen  des  Processes  durch  die  Volumen  Vermehrung  in 
den  beiden  anderen  Theilen  gerade  aufgehoben  wird,  damit  eben  die 
Lösung  in  ihren  ursprünglichen  Zustand  zurückgelangt,  dann  fallt 
der  erste  Theil  von  W  fort,  und  indem  wir  noch  v^  —  Vg  =  dt;  an- 
setzen, bleibt 

3.)  '''=%'t '''''■ 
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Diese  Arbeit  muss  gleich  —  J  (Q%  —  Q\)  aein,  so  dass  wird 

4)  J{Q,-Q{)  =  -lyfd^dv, 

Andererseits  ist  nach  dem  Carnot'schen  Satz 

Qt  —Qi  _»i—»i^_d» 

somit 

Nach  dem  ersten  isothermischen  Process  sollte  nun  die  ganze 
Wärme  Qi  aus  der  Arbeitsleistung  resultiren  und  nichts  davon  zu 
sonstigen  Veränderungen  benutzt  werden,  also  haben  wir 

und  indem  wir  Vi  =  v^  —  v^  =  dv  machen,  woraus,  wegen  Vi  +  v, 
=.1^3  +  ^4,  sofort  folgt  v^  =  2(t?2  —  t?,)  =  2i;i,  wird 

6)  di>  _  dd^ 
also 

7)  p=  C'^, 

der  osmotische  Druck  ist  proportional  der  absoluten  Temperatur,  genau 
so  wie  bei  Gasen. 

Der  Beweis  ist  so  ausführlich  gegeben  einerseits,  weil  ein  ent- 
sprechender vollständiger  Beweis  noch  nicht  vorhanden  ist,  und  anderer- 
seits um  scharf  hervortreten  zu  lassen,  auf  welchen  Annahmen  er 
beruht  und  wie  unsicher  er  ist.  Hinlänglich  erfüllt  kann  man  die  An- 
nahmen betrachten  für  sehr  verdünnte  Lösungen.  Immer  bleibt  aber 
die  Thatsache,  dass  die  Reibung  so  ganz  vernachlässigt  ist,  höchst 
bedenklich,  zumal  diese,  wie  wir  später  sehen  werden,  ausserordentlich 
gross  ist. 

Die  Erfahrung  scheint  für  die  obige  Gleichung  zu  sprechen.  Da 
diese  Gleichung  nur  eine  Gonstante  enthält,  genügen  ein  paar  zu- 
sammengehörige Ermittelungen,  sie  praktisch  brauchbar  zu  machen, 
van't  Hoff  theilt  folgende  Vergleichung  zwischen  Theorie  und  Er- 
fahrung nach  Pfeffer  mit. 

1.  Rohrzuckerlösung: 

Bei  32^  wurde  ein  Druck  von  544  mm  beobachtet. 

Bei  14,15  ergiebt  sich  daraus  512,  statt  510  mm  gefunden. 

2.  Rohrzuckerlösung: 

Bei  3ß^  wurde  ein  Druck  von  567  mm  beobachtet. 

Bei  15,5®  ergiebt  sich  daraus  529,  statt  520,5  mm  gefunden. 
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3.  NatriumtartratlöBung: 

Bei  36,6<>  wurde  ein  Druck  Yon  1564  mm  beobachtet. 

Bei  13,3^  ergiebt  sich  daraus  1443,  statt  1431,6  mm  gefunden. 

4.  Natriumtartratlösung: 

Bei  37,3®  wurde  ein  Druck  von  983  mm  beobachtet. 

Bei  13,3®  ergiebt  sich  daraus  907,  statt  908  mm  gefunden. 

Durchschnittlich  sind  die  berechneten  Zahlen  grösser  als  die  ge- 
fundenen. Aber  der  Gleichung  p  =  C^  ist  überhaupt  nur  wenig  Be- 
deutung beizumessen.  Selbst  abgesehen  Ton  allen  gemachten  An- 
nahmen und  vorgenommenen  Vernachlässigungen  ist  die  allein  in  Frage 
kommende  Gleichung  eigentlich  die  vorletzte 

1     dp  _  l 
p    dd'        d" 

dp 
In  dieser  bedeutet  aber  ^-^  einen  Differentialquotienten,  der  unter  ganz 

bestimmten  Bedingungen  zu  bilden  ist,  nämlich  unter  denen  des  Pro- 

cesses,  der  vorhin  beschrieben  ist  und  der  keinen  allgemeinen  Process 

darstellt,  da  die  Volumenänderungen  nur  in  zwei  (statt  wie  sonst  in 

drei)  Phasen  des  Processes  willkürlich  sind.    Ferner  soll  dabei  sowohl 

Temperatur,  als  Goncentration  —  letztere  einmal  durch  einsti'ömendes, 

das  andere  Mal  durch  ausströmendes  Wasser  —  sich  ändern.     Es  ist 

dp 
also  dieses  ^-^  auch  nicht,  wie  vanH  Hoff  angiebt,  für  constantes  v 

zu  bilden,  sondern  im  Gegentheil  für  ein  variables,  die  Erhaltung  des 
Volumens  kann  an  keiner  Stelle  des  Processes  —  wie  er  geführt 
werden  soll  —  in  Frage  kommen.  Demnach  hat  eigentlich  nur  die 
Difierentialgleichung  physikalische  Bedeutung,  die  integrirte  dagegen 
nicht  mehr,  sicher  aber  keine  allgemeine.  Ich  komme  in  der  Theorie 
der  Lösungen  auf  diese  Angelegenheit  zurück  und  werde  daselbst 
noch  andere  Ableitungen  zum  Theil  mit  anderen  Ergebnissen  mit- 
theilen. 

Durch  eine  geringe  Abänderung  seines  Apparates  hat  Pfeffer 
auch  die  Menge  des  durch  die  Membran  in  die  Losung  einströmenden 
Wassers  ermittelt.  Er  fand,  dass  diese  mit  wachsender  Temperatur  sehr 
bedeutend  zunimmt,  doch  nicht  so  rasch  wie  die  Temperatur  selbst. 
Im  Uebrigen  ist  die  Wassereinströmung  abhängig  von  der  gelösten 
Substanz  und  der  Goncentration,  wie  die  Druckhöhe;  sie  nimmt  mit 
der  Goncentration  zu,  und  zwar  in  einigen  Fällen  rascher  als  die 
Goncentration.  Nennt  man  die  in  einer  bestimmten  Zeit  stattfindende 
Wassereinströmung  w,  die  Goncentration  wie  bisher  yy  so  hat  man 
nach  Pfeffer: 
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Rohrzucker 

Gummi 

Salpeter 

y 

y 

y 

w 

y 

t 
1                       1 

1 

1 

1 

1 

2                      0,98 

6 

0,60 

2 

0,89 

6            1           0,96 

18 

0,91 

4 

0,85 

10            !           1,16 

8 

0.81 

16            •           1,25 

18 

0,66 

20                      1,27 

32            ,           1,54 

1 

In  allen  Fällen  nimmt  w  mit  y  zu,  jedoch  zuerst  langsamer  als  y 
und  dann,  bei  Rohrzucker  sicher,  bei  Gummi  wahrscheinlich  rascher 
als  y.  Sind  in  der  Lösung  mehrere  Substanzen  Yorhanden,  so  scheint 
die  einströmende  Wassermenge  gleich  der  Summe  der  für  die  einzelnen 
Bestandtheile  geltenden  Mengen  zu  sein.  So  war  für  bestimmte  Mengen 
von  Salpeter  und  Gummi,  wenn  sie  in  der  Lösung  getrennt  sich  be- 
fanden, fv  =  6,08  bezw.  =  2,06,  und  wenn  sie  zusammen  sich  be- 
fanden w  =  7,9,  was  nur  wenig  von  der  Summe  verschieden  ist  Doch 
giebt  es  auch  gegen theilige  Behauptungen. 

Isotonische  Concentrationen  nennt  de  Vries  ^)  solche 
Concentrationen  zweier  Lösungen,  welche  gleichen  osmotischen  Druck 
ausüben«  Er  beobachtete,  dass  die  Plasmamembran  gewisser  Pflanzen- 
zellen wie  eine  Niederschlagsmembran  wirkt  und  sich  von  der  Cellu- 
losewandung  abzulösen  beginnt,  sobald  der  äussere  Druck  den  inneren 
auch  nur  wenig  überschreitet.  Thut  man  eine  solche  Zelle  in  ver- 
schiedene Lösungen,  welche  durch  die  Plasmamembran  hindurch- 
diffundiren,  und  regelt  die  Concentration  jedesmal  so,  dass  die  Plasma- 
membran sich  eben  abzulösen  beginnt,  so  stehen  die  Concentrationen 
im  isotonischen  Verhältniss. 

Indem  de  Vries  als  Vergleichsflüssigkeit  eine  Salmiaklösung 
wählte  und  für  diese  die  isotonische  Concentration  willkürlich  gleich  3 
ansetzte,  erhielt  er  für  die  isotonischen  Concentrationen  anderer  Flüssig- 
keiten Zahlen,  die  er  als  isotonische  Coefficienten  bezeichnete. 
Diese  Coefficienten  nun  scheinen  für  ganze  Gruppen  von  Flüssigkeiten 
gleich  zu  sein,  so  liegen  sie  für  so  difierente  Körper  wie  Glycerin, 
Rohrzucker,  Traubenzucker,  Aepfelsäure,  Weinsäure,  Citronensäure, 
äpfelsaures  Magnesium,  schwefelsaures  Magnesium  zwischen  1,8  und  2,0, 
für  salpetersaures  Kalium,  salpetersaures  Natrium,  Chlorkalium,  Koch- 
salz, Jodkalium,  Jodnatrium,  Bromkalium,  Broronatrium,  essigsaures 
Kalium  zwischen  2,9  und  3,1,  für  Kaliumverbindungen  mit  Oxalsäure, 


^)  Citirt  nach  Winkelmann,  Encyklopädie  der  Physik,  Bd.  1,  S.  626  f. 
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Schwefelsäure,  Phosphorsäure,  Weinsäure,  Aepfelsäure  zwischen  3,9 
bis  4,1,  für  Ghlorcaloinm ,  Ghlormagnesium ,  Ghlorbaryum ,  citronen- 
saures  Magnesium  zwischen  3,9  bis  4,3,  für  ciironensaures  Kalium  ist 
der  Coefficient  5.  deVries  stellt  die  Regel  auf,  dass  man  den  iso- 
tonischen  CoSfficienten  einer  Verbindung  erhält,  wenn  man  in  Rech- 
nung  setzt 

für  jede  Molekulargruppe  einer  Säure  .  .  .  .  2, 
für  jede  Molekel  eines  Alkalimetalls  |  .  .  .  .  1, 
für  jede  Molekel  eines  Erdalkalimetalls    ...     0, 

also  wäre  für  schwefelsaures  Kalium  K^SO«  der  Coefficient  2  -f-  2  . 1  =  4, 
der  Beobachtung  entsprechend,  für  äpfelsaures  Magnesium  MgC4H5  0;, 
(Apfelsäure  =  C4He05)  ist  derselbe  2  -f  0  =  2  gleichfalls  der  Beob- 
achtung entsprechend  u.  s.  f.  Die  Beobachtungen  Yon  de  Vries  sind 
Ton  Donders  und  Hamburger  bestätigt  worden.  Die  obigen  Angaben 
beziehen  sich  sämmtlich  auf  wässerige  Lösungen  und  die  Zahlen  werden 
gedeutet  als  die  die  Osmose  bedingende  Anziehung  einer  Molekel  der 
betreffenden  Substanz  auf  Wasser,  wenn  die  Anziehung  einer  Molekel 
Kalisalpeter  auf  Wasser  gleich  3  gesetzt  wird. 

Ueber  den  Zusammenhang  der  isotonischen  Verhältnisse  mit 
gewissen  anderen  Erscheinungen,  die  an  Lösungen  auftreten,  wird 
später  gehandelt  werden. 

Wir  haben  eben  die  Erscheinung  der  Osmose  einer  Art  Anziehung 
der  Substanzen  auf  ihr  Lösungsmittel,  im  Vorstehenden  das  Wasser, 
zugeschrieben  und  ferner  gesehen,  dass  in  Folge  dieser  Anziehung  das 
Lösungsmittel  so  lange  durch  die  Scheidewand  in  die  Lösung  der  Substanz 
diffundirt,  bis  der  Ueberdruck  über  der  Lösung  eine  gewisse  Höhe,  den 
osmotischen  Druck,  erreicht.  Die  Diffusion  durch  die  Scheidewand  ge- 
schieht also  so,  als  ob  das  Lösungsmittel  mit  einem  Druck  gepresst  wird. 
Das.  gilt  natürlich  auch  für  die  freie  Diffusion  von  mischbaren  Flüssig- 
keiten in  einander.  Auch  hier  wird  jedes  Theilchen  eines  gelösten  Stoffes 
wie  durch  einen  Druck  nach  solchen  Stellen  der  Flüssigkeit,  in  der  es  sich 
lösen  kann,  getrieben,  woselbst  die  Concentration  nicht  so  gross  ist 
wie  an  der  Stelle,  wo  es  sich  gerade  befindet.  Solange  Goncentrations- 
unterschiede  vorhanden  sind,  dauert  die  freie  Diffusion  an,  sind  die 
Unterschiede  ausgeglichen,  so  ist  es  auch  mit  dem  Druck  geschehen 
und  der  Vorgang  hört  auf.  Werden  durch  Temperaturänderungen 
oder  in  anderer  Weise  abermals  Goncentrationsunterschiede  bewirkt, 
so  haben  wir  wieder  Druckdifferenzen  uud  die  Diffusion  setzt  wieder 
ein,  was  auch  die  Erfahrung  bestätigt. 

Aus  dieser  von  van't  Hoff  entwickelten  und  später  in  der 
Theorie  der  Lösungen  weiter  zu  verfolgenden  Anschauung  hat  Kernst  ^) 


*)  Zeitschr.  f.  physik.  Chemie,  Bd.  2,  S.  613. 
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eine  Molekulartheorie  der  Diffusion  abgeleitet,  die  naturgemäss  der  für 
die  Diffusion  der  Gase  geltenden  ähnlich  ist  (Bd.  I,  Abschnitt  43). 

Es  wirke  zunächst  keine  weitere  Kraft  auf  das  diffundirende 
Theilchen  als  diese  Druckkraft.  Die  Diffusion  geschehe  nur  nach  einer 
Richtung,  die  x  heissen  soll.  An  der  Stelle  x,  gerechnet  yon  irgend 
einer  Anfangsstelle,  sei  ein  Querschnitt  q  senkrecht  zu  x^  woselbst 
auf  Flächeneinheit  bezogen  der  Druck  p  herrsche.  An  einem  um  dx 
abstehenden  gleichen  Querschnitt  wird,  wenn  x  in  Richtung  der  Diffu- 

dp 

sion  wächst,  der  Druck  auf  Flächeneinheit  um  ^—  da;  geringer.  Nennen 

ox 

wir  nun  K  die  Kraft,  welche  einer  Grammmolekel  der  gelösten  Sub- 
stanz ertheilt  werden  muss ,  damit  sie  sich  in  einer  Secunde  um  1  cm 
bewegt,  so  ist  die  Kraft  für  eine  Substanzmenge  S,  die  in  gleicher  Zeit 
durch  q  mit  gleicher  Geschwindigkeit  hindurchgehen  soll,  SiC,  und 
wenn  diese  Menge  in  der  Zeiteinheit  den  Weg  dx  zurücklegen  soll, 

SKdx.    Die  treibende  Kraft  soll  aber  der  Drucküberschuss  —  q  ^r-  ^^ 

ex 

sein,  somit  haben  wir 

8i)  SKdx  =  —  qltdx 

ox 

oder 

Nun  ist,  wie  wir  gesehen  haben,  für  hinreichend  verdünnte  Lösungen 

9)  |?=j9oy, 

wo  also  Po  der  osmotische  Druck  für  die  Concentration  1  ist  (1  Gramm- 
molekel in  1 00  ccm  der  Lösung)  und  y  die  Anzahl  Gramramolekeln  der 
Substanz  in  100  ccm  der  Lösung  bedeutet.     Somit  wird 

K    öx 

Diese  Gleichung  entspricht  völlig  der  Fi ck^ sehen  Theorie  der  Diffusion 
(S.  104).     Nach  dieser  Theorie  muss  nämlich  sein 


11) 

S: 

=  - 

--^¥, 

und  wir 

BchliesBen  hieraus 

12) 

K 

d' 

üebrigens  ist  auch 

13) 

K 

—  . 

1   cp 

y  dx 

Kennt  man  jpo  und  D,  so  vermag  man  hieraus  K  zu  berechnen. 
Darauf  kommt  es  hier  noch  nicht  an,  sondern  erst  in  der  Theorie  der 
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Lösungen,  an  dieser  Stelle  sollte  nur  die  grundlegende  Gleichung  der 
F  ick 'sehen  Theorie  der  Diffusion  abgeleitet  werden. 

Wir  haben  angenommen,  dass  die  treibende  Kraft  nur  durch 
Druckdifferenzen  gegeben  sein  soll.  Das  trifft,  wie  schon  bemerkt, 
bei  Elektrolyten  nicht  zu.  N ernst  hat  daher  seine  Theorie  auf  diese 
Lösungen  ausdehnen  müssen.  Er  beschränkt  sich  zunächst  auf  den 
Fall,  dass  die  Molekeln  der  gelösten  Substanz  in  zwei  Ionen  zerfallen 
und  dass  die  Lösung  derartig  verdünnt  ist,  dass  alle  diese  Molekeln 
bereits  in  ihre  Ionen  dissociirt  sind,  so  dass  also  an  der  elektro- 
lytischen Leitung  nicht  betheiligte,  noch  zusammengesetzte,  Molekeln 
nicht  vorhanden  sind.  Da  beide  Ionen  in  gleicher  Zahl  vorhanden 
sein  müssen,  so  haben  wir  für  die  früher  berechnete  gewöhnliche 
Kraft,  wenn  wir  die  S  undiC  far  das  Anion  mitS«,  £«,  für  das  Kation 
mit  Sic  Kk  bezeichnen 

14)  SaA'a  =  —  «Po  ^— t     S'jcKj,  =  —  gpo  ö  -• 

c  X  0  X 

Die  Masseneinheit  soll  hier  je  ein  Grammion  sein,  po  ist  also  der 
Druck  in  einer  Lösung,  welche  in  100 ccm  ein  Grammion  enthält. 
Kernst  macht  nun  folgende  Bemerkung.  Den  obigen  Gleichungen 
zufolge  ist  Sa  von  Sic  verschieden,  falls  Ka  von  Kic  abweicht.  Letzteres 
ist  aber  von  Kohlrausch  nachgewiesen.  Durch  die  gewöhnliche 
Diffusion  würden  also  die  Ionen,  wie  in  einem  Gemisch  mehrerer  diffun- 
dirender  Substanzen  die  einzelnen  Bestandtheile  (S.  1 1 4),  von  einander 
getrennt  werden,  und  es  würde  eines  der  Ionen  in  stets  zunehmendem 
Uebergewichte  zurückbleiben.  Das  ist  aber  gegen  die  Erfahrung,  da 
in  den  Elektrolyten  die  Ionen  immer  in  äquivalenten  Mengen  ver- 
bleiben, also  muss  noch  eine  Kraft  vorhanden  sein,  welche  der  trennen- 
den Kraft  der  Diffusion  entgegenwirkt.  Nimmt  man  in  bekannter 
Weise  vollends  an,  dass  die  Ionen  selbst  mit  elektrischen  Ladungen 
entgegengesetzter  Art  versehen  sind,  so  würde  bei  ungleicher  Diffusion 
der  Ionen  eine  Art  der  Ladung  hervortreten,  das  heisst,  es  würde  im 
Innern  des  Elektrolyts  freie  Elektricität  auftreten  und  sich  stetig 
vermehren,  was  nach  der  Theorie  der  Stromleitung  nicht  bloss  für  die 
Elektricitätsbewegung  durch  homogene  Metalle,  sondern  auch  für  die 
durch  Elektrolyte  ausgeschlossen  ist.  Die  elektrolytischen  Kräfte 
zwischen  den  Molekeln  müssen  hiemach  die  Diffusionskräfte  so  regeln, 
dass  beide  Ionen  mit  gleicher  Geschwindigkeit  diffundiren.  Ist  V  das 
Potential  der  elektrostatischen  Kräfte,   so  wirkt  auf  zwei  zusammen- 

dV  dV 

ffehöriffe  Ionen  der  Stelle  x  die  elektrische  Kraft  —  - —  bezw.  4-— — , 

^  °  0  X  C  X 

die  ganze  Kraft  wird  hiernach 

,.,       R..  _     1  ^i»      ö^  w„  jc'  -      i  dp     dv 

15)  £„__-___,  bezw.i^*--   y  g^4-  -g_,- 
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Eb  sei  Ua  die  Geschwindigkeit  desAnions,  Ujt  die  des  Kations  in  Folge 
der  Difinsion,  so  müssen  diese  Geschwindigkeiten,  wenn  Ausgleich  statt- 
finden  soll,  den  Kräften  umgekehrt  proportional  sein,  also  bekommen  wir 


16,) 
oder 
16,) 


/l   dp        dV\_        /l  dp    ,    dV\ 


dj_ 

dx 


1       Uje   Ua     dp 

y    Uk  4-  Ua   dx 
Diese  elektrische  Kraft  wirkt  also  genau  so  wie  die  Diffusions- 

Uu 


kraft,  wenn  letztere  im  Verh&ltniss  Yon   1    zu 
wird.     Für  diese  Kraft  haben  wir  hiemach 


Ua 


Uk    +    Ua 


yergrössert 


17) 


dy  Uk  —  Ua 

dx    Uk   +    Ua 
ex     Uk    -p    Ua 


und  insgesammt  für  die  ganzen  diffundirenden  Mengen 

Sa  =  jSa  -|~  Sai       Sfc   =   Sfc   +    Sk 

„  1         2uk       dy 

Ka    Uk    -\-   Ua     dx 


18) 


l        2ua       dy 

Kk    Uk    +  Ua    d  X 


Nun  sollen  &  und  S^  einander  gleich  sein,  da  die  Ionen  immer 
in  äquivalenten  Mengen  diffundiren  müssen.  Dieser  Bedingung 
genügen  wir,  wenn  wir  Ka  umgekehrt  proportional  Ua,  Kk  umgekehrt 
proportional  Uk  ansetzen,  also 

19)  Ka=^ .       Kk  =  ^  • 

Ua  Uk 

Beziehungen  dieser  Art  hat  Kohl  rausch  nachgewiesen  und  dann  wird 

1      2ukUa     dy 
K  Uk  4-  Ua   dx 

Also  gilt  auch   für   solche  Lösungen   das  Fick'sche  Gesetz,  solange 
wenigstens  diese  Lösungen  hinlänglich  verdünnt  sind,  und  es  ist 

2  Uk  Ua 


20) 


Sa  =  Sfc  =  —  qpo 


21) 


D  = 


Po  

k  Uk   +   Ua 


N ernst  hat  diese  Beziehung  einer  Prüfung  au  der  Hand  des  vorliegen- 
den Zahlenmaterials  unterworfen.  Nach  Kohlrausch's  Ermitte- 
lungen ist 

K=  0,8917  X   10*, 


Nernst's  Theorie  der  DiffusioD. 


127 


wobei  die  Schwerkraft  der  Erde  auf  1  kg  Krafteinheit  sein  boU  ,  und 
die  Concentration  zu  lO""^  angenommen  ist  Da  bei  dieser  Gonoen- 
tration  noch  nicht  vollständige  Dissociation  vo^haliden  sein  soll,  oorri- 
girt  Kernst  die  Geschwindigkeiten  «%,  Ua  noch  durch  Multiplication 
mit  1,16,  weswegen  auf  seine  Abhandlung  zu  yerweisen  ist,  und  giebt 
darauf  nach  Eohlrausch  undOstwald  folgende  Werthe  für  uu  und  Ua 


K 
Uj^  10'  =    60 

Cl 
H^  lO'  =   63 


NH, 

58 


Na 
37 


Li 

28 


J 
64 


NOa 

56 


ClOa 
49 


Ag 
49 

C.H3O. 
30 


H 

315 

OH 

166 


Br      COOK     C,H|80a 
64  43  27 


Zahlen,  die  für  18^  gelten  sollen.  Er  berechnet  nunD  aus  der  obigen 
Formel  ebenfalls  für  18®  und  vergleicht  die  Zahlen  mit  den  unmittel- 
baren Bestimmungen  verschiedener  Forscher.  So  findet  er  in  Mittel- 
werthen,  wenn  der  Tag  als  Zeiteinheit  gew&hlt  wird  (wonach  die 
Formel  für  D  noch  mit  8,64  x  10^  zu  multipliciren  wäre,  weil  bei 
den  ang^egebenen  Werthen  von  f' und  u  dieSecunde  als  Einheit  voraus- 
gesetzt istO* 


Salz- 
säure 


Salpeter- 
säure 


Kali 


Natron 


Koch- 
salz 


Brom- 
natrium 


Jod- 
natrium 


jberechn. 
Ibeobacht 


2,49 
2,30  I 


Ibeobacht  .       2,30  |        2, 
Abweichung  .    .  'i  -|-  0,19  I   -f  0, 


2,27 
2,22 
),05 


2,10 

1,85 

+  0,25 


1,45 

1,40 

+  0,05 


1,12 
1,08 


1,13 
1,10 


1,12 
1,05 


+  0,04      +  0,08    j  +  0,07 


Salpeter-     |  Nati*lum-  I  Natrium- 


1  saures  Natron     formiat 


acetat 


Chlor- 
kalium 


Brom- 
kaliuiu 


'I  I 

(berechnet  .    .  1,06  0,95  0,79  1,47  1,48 

***    \beobachtet    .  1.03  0,95  0,7?<  1,20  1,40 

Abweichung.    .    .    .  +0,03  ±0,00  +0.01  -j-  0,27  +0,08 


I) 


'   Jod-    ;  Salpeters,  l     Chlor-     |  Chlor-    Brom- 
I  kalium  I    Kalium    ammonium  litbium  lithium 


Jod- 
lithinm 


Silber- 
nitrat 


j^       jberechn.  1,48 

^^  Ibeobacht.         1,34 

Abweichung  .    .  J  +  0,14 


1,38 

1,44 

0,92 

1,22 

1,30 

0,97 

+  0,16 

+  0,14 

—  0,05 

0,93         0,93        1,25 

1,05  j       0,94 1       1,27 

■0,12  1  —  0,01  1—0,02 


')  Ueber  den  für  p^  angenommenen  Werth  ivird  im  Capitel  der  Lösungen 
idelt  werden. 


gehandelt  werden. 
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Mit  Recht  schliesst  N ernst,  dass  die  Uebereinstimmung  zwischen 
Theorie  und  Erfahrung,  trotzdem  die  berechneten  Zahlen  in  der  weit 
überwiegenden  Mehrzahl  der  Fälle  grösser  als  die  experimentell  er* 
mittelten  sind,  eine  ganz  vorzügliche  ist  angesichts  der  Schwierigkeiten 
der  experimentellen  Ermittelungen  und  der  Mannigfaltigkeit  derselben. 

Auch  auf  die  Dififusion  von  Gemischen  hat  Nernst  seine  Theorie 
ausgedehnt.  Er  betrachtet  Gemische  aus  zwei  Salzen,  wie  sieMarignac 
benutzt  hat  (S.  114).  Die  beiden  Salze  sollen  ein  Ion  gemeinschaftlich 
haben.  Sind  yi,  y^  die  Goncentrationen  der  beiden  Salze,  so  steht  das 
gemeinschaftliche  Ion  unter  dem  Druck  (y^  -\-  y^  |>o,  die  beiden  anderen 
Ionen  werden  von  dem  Druck  yi  po  bezw.  y^  po  bewegt.  Unter  den 
früheren  Annahmen  sind  also  nach  Gleichung  15)  die  Kräfte 

auf  das  gemeinschaftliche  Ion ^ —  -      ~  +  ——  , 

ri  +  Y2  ^x  dx' 


22) 


yi    d  X        dx 
dritte  „     -P'>  ^y*   -^^ 


"  y2    d  X         dx 

und  wenn  Ui,  u^,  ui  die  Geschwindigkeiten  bedeuten,  müssen  wir  nach 
Gleichung  16i)  haben 

23)    «,  f  ^^"  +  ^'>  _  ?^±ü?  |Z)  ^  „i  (Izi  _  ?:l  |I\ 

\        ÖX  Po        oxj  \CX  Po    ox/ 

woraus  sich  ergiebt 

8(^1+^2)        ,/  8^1  „  dy^ 

cV  dx  ex  dx 

^^^  dx  -  ^''  "    {y,  +>2)  ^1  +  ^1  ^  +  y75'    '  ' ' 

Ferner  ist  bei  Benutzung  entsprechender  Bezeichnungen  für  die  S 
und  die  K 

^'  ~  h\    \        dx  Po        dxj' 

05)  ^s,^--^i^—+  ^^    gj, 

\  ^^~         K'i   \dx    '■    Po    dxj 

dV 
Hieraus  findet  sich  nach  Einsetzung  des  Werthes  für  ^— 
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^^  [2^2 th  +  yi(ui  +  tti)]  v.^^  +  (y.it*i  —  yst«i)  x^' 

Setzt  man  dann  £|,  Jl2,  iC^  umgekehrt  proportional  den  bezüg- 
lichen tf,  so  ergiebt  sich  wieder 

Si  =  S2  +  Sj. 

Wenn  das  zweite  und  dritte  Ion  gleiche  Beweglichkeit  t4  =  Us  =  1^ 
haben,  müssen  die  von  ihnen  diffundirenden  Mengen  im  Verhältnis  der 
Goncentrationen  stehen,  also 

woraus  folgt 

28)  '  ^=^  'y:^, 

yi    0  X        y^    ox 

d.  h.  die  Goncentrationen  stehen  überall  in  dem  nämlichen  Verhältniss 
zu  einander^).  N ernst  hat  auch  diese  Erweiterung  seiner  Theorie  an 
den  Angaben  von  Marignac  geprüft  und  eine  zwar  nicht  gute,  aber 
doch  angedeutete  Uebereinstimmuog  gefunden. 

Endlich  hat  N ernst  auch  die  Hauptformel  für  concentrirte  Elek- 
trolyten angegeben,  bei  denen  also  ein  Theil  der  Molekeln  sich  in  noch 
unzersetztem  Zustande  befindet;  diese  diffundireu  wie  die  Molekeln  der 
Nichtelektrolyten.  Die  difi'undirten  Gesammtmengen  setzen  sich  sum- 
matorisch  zusammen,  so  dass  die  Formeln  10)  und  26)  zugleich  An- 
wendung finden.  Die  Nernst'sche  Theorie  der  Diffusion  gehört  zu 
den  schönsten,  die  wir  in  der  Physik  besitzen.  Es  ist  schade,  dass  sie 
nur  so  unzureichend  geprüft  werden  kann.  Einzelnes  wird  später 
weiter  zu  verfolgen  sein. 

Eine  Hauptschwierigkeit  derselben  muss  aber  hier  schon  zur 
Sprache  gebracht  werden.     Es  wird  angenommen,  dass  ein  Druck,  der 


^)  NernRt's  Schluss,  dass  sie  lineare  Functionen  yon  x  sein  eollen, 
scheint  mir  nicht  herechtigt.  Man  kann  nichts  weiter  schlieBsen,  als  was 
oben  angegeben  ist. 

Weinstein,  Thermodynamik.    II.  9 
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osmotisohe,  als  solcher  physikalisch  wirklich  vorhandeD  ist  und  in 
seinen  Verschiedenheiten  als  treibende  Kraft  wirkt.  Nun  ist  es  bereits 
bei  Einführung  des  osmotischen  Druckes^ls  ein  empfindlicher  Mangel 
bemerkt  worden,  dass  man  sich  von  ihpi  so  schwer  eine  Vorstellung 
machen  kann;  er  ist  unter  Umständen  sehr  bedeutend  und  gleichwohl 
in  freien  Flüssigkeiten  nicht  festzustellen,  sondern  erst,  wenn  man 
Osmose  durch  einseitig  durchlässige  Membranen  bewirkt.  Es  hat  aber 
in  der  jüngsten  Zeit  Quincke  aus  eingehenden  Untersuchungen  über 
diese  Membranen  schliessen  zu  müssen  geglaubt  i),  dass  es  solche  nur 
einseitig  durchlässige  Membranen  überhaupt  nicht  giebt,  und  er  hat 
auch  sofort  den  weiteren  Schluss  gezogen,  dass  demnach  auch  ein 
osmotischer  Druck  als  Eigenschaft  der  Flüssigkeiten  nicht  existirt,  die 
Druckerscheinungen  in  den  Pfeffer^  sehen  und  den  diesen  nach- 
gebildeten Versuchen  nicht  den  Flüssigkeiten  als  solchen  angehören, 
sondern  in  anderer  Weise  zu  erklären  sind.  Und  diese  Ansicht  ist 
schon  vor  ihm  von  vielen  Forschern  gehegt  und  ausgesprochen  worden. 
Indessen  hat  man  sich  wesentlich  auf  das  van't  Hof  fische  Gesetz  be- 
zogen und  gesagt,  dass  bei  den  Diffusionserscheinungen  jedenfalls  eine 
Grösse  jp  eine  Rolle  spielt,  für  welche  man  mehrere  Beziehungen  aus 
den  Lehren  der  Thermodynamik  ableiten  kann,  welche  also  so  sicher 
sind,  wie  diese  Lehren.  Letzteres  ist  nun  wohl  nicht  der  Fall,  denn 
es  ist  dabei  übersehen,  dass  in  der  Anwendung  dieser  Lehren  bei  der 
Berechnung  der  Arbeiten  schon  der  Charakter  der  Grösse  p  so  an- 
genommen ist,  wie  er  nachher  sein  soll,  als  osmotischer  Druck  inner- 
halb der  Flüssigkeiten.  Und  dass  diese  Anwendung  nicht  ohne  sehr 
einschränkende  Voraussetzungen  und  schwierige  Verallgemeinerungen 
geschehen  kann,  ist  an  dem  van't  Hoffschen  Beweise  seines  Haupt- 
satzes von  der  Proportionalität  des  Druckes  mit  der  absoluten  Tempe- 
ratur gezeigt  worden.  Unter  diesen  Umständen  wäre  es  von  hoher 
Bedeutung,  wenn  es  gelänge,  die  Lehre  vom  osmotischen  Druck  durch 
kinetische  Betrachtungen  zu  stützen.  Das  ist  bis  zu  einem  gewissen 
Grade  von  L.  Boltzmann  geschehen^). 

Er  geht  von  der  vanH  Hoffschen  Anschauung  aus,  die  später 
genauer  aus  einander  zu  setzen  ist  und  wonach  ein  in  einer  Flüssigkeit 
in  geringer  Menge  gelöstes  Salz  .sich  daselbst  wie  ein  Gas  verbalten 
soll.  Die  Salzmolekeln  sollen  also  wie  Gasmolekeln  wirken  und  dem- 
gemäss  wird  der  Druck  der  Salzmolekeln  wie  der  von  Gasmolekeln  er- 
klärt. Bei  der  analytischen  Behandlung  rauss  angenommen  werden, 
dass  die  Verdünnung  der  Lösung  so  gross  ist,  dass  die  Salzmolekeln 
auf  einander  gar  keine  Wirkungen  ausüben,  und  dass  ausserdem  die 
Summe  ihrer  Wirkungssphären  sehr  klein  ist  im  Verhältniss  zu  der 
Summe  der  Wirkungssphären  der  Flüssigkeitsmolekeln. 


^)  Wiedem.  Ann.  1903,  Bd.  I,  S.  682. 

«)  ZeitBchr.  f.  physik.  Chemie,  Bd.  6,  8.  474)  Bd.  7,  S.  88. 
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Hiernach  ist  die  Dmckwirkung  der  Salzmolekeln  gegen  irgend 
eine  Ebene  wie  bei  den  Gasen  gegeben  durch  die  Gleichung 


29)  2X  =  2  2:mu, 

woselbst  tf  die  Geschwindigkeit  bedeutet,  mit  der  sie  an  die  Ebene 
senkrecht  ankommen,  X  die  treibende  Kraft  ist  und  die  Striche  wie 
früher  Mittelwerthe  nach  der  Zeit  feststellen.  Diese  Wirkung  äussert 
sich  in  der  Lösung  am  Diaphragma,  welches  die  Lösung  vom  Lösungs- 
mittel trennt,  auf  die  Flüssigkeit  daselbst  und  auf  das  Diaphragma; 
nennt  man  die  erstere  Wirkung  jSj>,  die  zweite  Sd,  so  wäre  hiemach 


30)  Sf  +  8d  =  2  2mu. 

Wenn  der  Höchstdruck  erreicht  ist,  herrscht  zu  beiden  Seiten  des 
Diaphragmas  Gleichgewicht,  nennt  man  2)j>  die  Wirkung  des  Diaphragmas 
auf  die  ganze  Flüssigkeitsmasse,  Fb  die  engegengesetzt  gleiche  Wirkung 
der  ganzen  Flüssigkeitsmasse  auf  das  Diaphragma,  so  soll  hiernach 

Sj»  =  —  Dfi        J^f  ^^  —  -^D»     bIbo  Sf  =  Fd 

sein.  Die  erste  Gleichung  besagt,  dass  die  Wirkung  des  Salzes  auf 
die  Flüssigkeit  im  Gleichgewicht  durch  die  entgegengesetzte  des 
Diaphragmas  ausgeglichen  wird.  Die  Richtigkeit  dieser  Annahme  ist 
yon  H.  A.  Lorentz^)  bezweifelt  worden,  weshalb  Boltzmann  sie 
durch  einen  strengeren  Beweis  gestützt  hat.     Man  hat  dann  aber 


31)  Fd  +  Sd  =  2  2:mu. 

Die  GrrÖsse  links  ist  wie  bei  den  Gasen  zu  berechnen ,  und  da  sie 
sich  nur  auf  die  Salzmolekeln  bezieht,  so  folgt,  dass  die  Gesammt- 
wirkong  an  dem  Diaphragma  genau  so  zu  ermitteln  ist,  als  ob  der 
Raum,  den  die  Lösung  einnimmt,  yon  den  Salzmolekeln  in  der  be- 
trefifenden  Verdünnung  allein  eingenommen  wäre.  Die  Grösse  rechts 
ist  aber,  wie  wir  wissen  (Bd.  I,  S.  131),  proportional  der  absoluten 
Temperatur,  das  gälte  also  auch  für  den  Druck  und  gäbe  das  van't 
Ho  fr  sehe  Gesetz. 

Von  einer  Bewegung  der  Flüssigkeitstheilchen  ist  dabei  nicht  die 
Rede  und  doch  muss  eine  solche  wegen  der  Wärmeleitung  angenommen 
werden.  Fick^)  hat  sogar  gemeint,  dass  die  Theorie  des  osmotischen 
Druckes  ein  Recht  giebt,  die  Flüssigkeiten  überhaupt  wie  Gase  zu  be- 
handeln, also  unter  anderem  auch  jeder  Flüssigkeit  einen  bestimmten 
(osmotischen)  inneren  Druck  zuzuschreiben,  der  völlig  dem  der  Gase 
gleich  ist  und  mit  dem  gewöhnlichen  hydrostatischen  Druck  in  Folge 
der  Schwere  nicht  zu  verwechseln  ist.  Für  Wasser  berechnet  er  den 
Druck  folgendermaassen.  Nach  Pfeffer  ist  der  osmotische  Druck 
einer    normalen  Rohrzuckerlösung  in  Wasser  gleich  49,3  cm  Hg.     Da 


*)  Zeitschr.  f.  physik.  Chemie,  Bd.  8,  S.  37. 
*)  Zeitschr.  f.  physik.  Chemie,  Bd.  5,  S.  526. 

9* 
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das  Molekulargewioht  des  Zuckers  342,  das  des  Wassers  18  ist,  so  soll 

der  Druck  des  Wassers,  vorausgesetzt,  dass  die  Regel  der  Partialdrucke 

49  3 
bei  Gasen  auch  hier  Anwendung  findet,  ---^342  =  1221  Atmosphären 

lo 

Bein.  Allein  die  übliche  Lehre  vom  osmotischen  Druck  bezieht  sich 
nur  auf  sehr  verdünnte  Lösungen,  wo  also  in  grossem  Räume  nur 
wenige  Molekeln  der  betreffenden  Substanz  enthalten  sind.  Wasser 
als  solches  ist  eine  sehr  concentrirte  Wasserlösung,  worin  selbst  in 
kleinem  Raum  sehr  viele  Molekeln  sich  finden.  Hierfür  gelten  die 
▼  an't  Hofrschen  Gesetze  nicht.  Doch  findet  F ick' s  Rechnung  durch 
andere  Rechnungen  eine  gewisse  Stütze,  wenngleich  vorläufig,  wie  be- 
merkt, ein  innerer  Druck  in  Flüssigkeiten  nicht  nachgewiesen  werden 
kann  und  auch  mechanisch  schwer  zu  verstehen  wäre. 

Von  gleicher  Ansicht  wie  Fick  geht  de  Heen  aus  i).  Er  setzt 
die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  einer  Molekel  einer  Flüssigkeit  wie 
bei  Gasen  proportional  der  Quadratwurzel  aus  der  Temperatur.  Um 
]edoch  auch  der  besonderen  Reibung  in  den  Flüssigkeiten  Rechnung 
zu  tragen,  nimmt  er  sie  ferner  umgekehrt  proportional  der  Reibung 
an.     Ist  also  l  eine  Länge,  so  setzt  er 

32)  u=C  -L, 

WO  C  eine  Oonstante  sein  soll.  Den  Coefficienten  der  Diffusion  einer 
Flüssigkeit  in  sich  selbst  (also  ohne  fremde  Substanz)  definirt  er  als 
proportional  der  Zahl  Molekeln,  welche  in   der  Zeiteinheit  einen  Weg 

gleich  der  Längeneinheit  zurücklegen,  also  soll  --■  Nul  dieser  CoSffi- 

ö 

cient  sein ,  wenn  N  die  Zahl  der  Flüssigkeitsmolekeln  in  der  Yolumen- 

einheit  und  l  den  Weg  einer  Molekel  in  der  Zeiteinheit  bedeutet.     Es 

1  .  JL 

ist  aber  N  proportional  —  und  l  proportional  v  ^ ,  falls  v  das  Volumen 

irgend  einer  Masse  der  Flüssigkeit  angiebt,  also  wird  dieser  besondere 
Diffusionscoefficient 

—  JL  — 

33)  5=c''i^=C"4 
und  nach  32 j  ^ 

Wenn  es  sich  nun  nicht  um  die  Diffusion  einer  Flüssigkeit  in  sich 
selbst,  sondern  einer  fremden  Substanz  in  der  Flüssigkeit  handelt,  so 


^)  Theorie  des  liquides,  H,  p.  108  ff. 
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nimmt  de  Heen  wie  alle  anderen  an,  dass  diese  Substanz  nur  in  ge- 
ringer Menge  in  der  Flüssigkeit  diffundirt  und  setzt  für  die  mittlere 
Geschwindigkeit  ihrer  Molekeln  wieder  an 

^    —    ^1  "TlTi" 


35) 


qV^ 


36) 


n 


Q  soll  darin  genau  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  in  32),  also  der 
Reibungscoöfficient  der  Flüssigkeit  sein.  Aber  offenbar  muss  Q  conse- 
quent  der  Coefficient  der  Reibung  der  betreffenden  Substanz  gegen 
die  Flüssigkeit  sein,  der  sehr  verschieden  von  dem  Goöfficienten  der 
Reibung  der  Flüssigkeit  gegen  sich  selbst  ausfallen  kann.  V  be- 
deutet die  Weglänge  pro  Zeiteinheit  einer  Molekel  der  Substanz  inner- 
halb der  Flüssigkeit,  ist  also  von  der  Weglänge  innerhalb  der  Sub- 
stanz selbst  verschieden.  Es  wird  dann  der  Diffusionscodffioient  der 
Substanz  in  der  Flüssigkeit  _ 

^v  qV 

de  Heen  glaubt  nun^),  dass  die  Grösse  vV  fast  ebenso  variirt  wie  die 
y^  mit  wachsender  Temperatur,  alsdann  wäre  einfach 
37)  j^^Cans^ 

das  heisst,  der  Diffusionscoefficient  einer  Substanz  variirt,  ganz  gleich- 
gültig, welche  Substanz  es  ist,  umgekehrt  proportional  dem  Reibungs- 
coSfficienten  der  Flüssigkeit,  innerhalb  deren  die  Diffusion  stattfindet. 
Ich  habe  diese  etwas  wunderliche  Theorie  nicht  übergehen  dürfen, 
weil  die  Schlussformel  in  der  Erfahrung  einige  Stütze  zu  finden  scheint. 
Da  Q  sehr  stark  mit  wachsender  Temperatiir  abnimmt,  muss  D  ebenso 
stark  zunehmen,  das  ist,  wie  wir  wissen,  der  Fall,  de  Heen  theilt 
folgende  Zusammenstellung  mit: 


t 

1 

D 

"C. 

Q               1 

Wasser: 

10 

1,00 

1,00 

20 

1,27 

1,33 

30 

1,56 

1,95 

40 

;             1,84 

1,97 

50 

2,07 

2,30 

60 

2.29 

2,63 

7 

1,00 

1,00 

43 

'              2.11 

1 

2,08 

')  Den  Grund  dafür  habe  ich  nicht   verstehen   können ,   nnd  übergehe 
ihn  deshalb. 
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t 

«0. 

9 

D 

Terebintheneieenz: 

• 
9 

'            1,00 

1,00 

42 

•             1.90 

1,93 

Amylvalerat: 

10 

1             1,00 

1,00 

46 

1              1>80 

1,93 

wodaroh  die  Formel  gut  best&tigt  wird.  Auch  von  anderen  Seiten  ist 
bereits  bemerkt  worden,  dass  die  Diffusionsgeschwindigkeit  in  einem 
Zusammenhange  mit  der  Reibung  stehen  dürfte,  und  an  sich  ist  eine 
Formel  wie  die  37)  ganz  plausibel,  nur  glaube  ich  freilich  nicht,  dass 
Q  der  Reibungsconstante  des  Lösungsmittels  gleich  gesetzt  werden 
darf,  sondern,  wie  bemerkt,  der  Constanten  des  gelösten  Stoffes  gegen 
diC' Flüssigkeit  oder  doch  mindestens  einer  Grösse  x,  die  zwischen  den 
beiden  Constanten  liegt,  weil  die  Formel  sonst  gar  keinen  rechten 
physikalischen  Sinn  hat,  wenn  man  nicht  die  sehr  unwahrscheinliche 
Annahme  machen  will,  dass  ein  gelöster  Stoff  in  seinem  Lösungsmittel 
sich  wie  dieses  Lösungsmittel  yerhält. 

Endlich  ist  noch  die  Theorie  yon  J.  Stefan  zu  erwähnen  i),  sie 
ist  nicht  rein  kinetisch.  Es  wird  angenommen,  dass  die  Molekeln 
in  Flüssigkeiten  sich  bewegen,  und  es  wird  von  vornherein  voraus- 
gesetzt, dass  der  Widerstand  gegen  die  Diffusion  in  Flüssigkeiten 
ebenso  von  den  Dichten  und  Geschwindigkeiten  der  beiden  in  einander 
diffundirenden  Substanzen  abhängt  wie  bei  den  Gasen.  Es  sollen  also 
die  Gleichungen  18i),  18s)  (Seite  346  des  ersten  Bandes)  auf  die  Diffu- 
sion der  Flüssigkeiten  ebenfalls  Anwendung  finden.  Femer  wird  von 
Partialdrucken  der  Flüssigkeiten  ganz  so  wie  von  denen  eines  Gas- 
gemisches gesprochen.  Die  Berechtigung  hierzu  und  zu  der  ferneren 
Annahme,  dass  die  Drucke  proportional  sind  den  Molekelzahlen  (gleich- 
falls wie  bei  Gasen),  werden  wir  später  kennen  lernen.  Sind  also  diese 
Partialdrucke  jPi ,  p^,  die  Molekelzahlen  in  der  Yolumeneinheit  th ,  n^ 
und  bedeuten  (7i,  C^  zwei  von  den  n  unabhängige  Grössen,  so  setzt 
also  Stefan  die  osmotischen  Partialdrucke 


38) 


i>i  =  CiHi;     pa  =  Ca  na. 


Andererseits  haben  wir,  falls  t^ ,  Da  die  wie  bei  den  Gasen  zu 
definirenden  Molekularvolumina  bedeuten: 


39) 


Wi  Dl  +  wj  t)a  =  1, 


0  Wiedem.  Ann.  1890,  Bd.  41,  8.  725  ff. 
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und  da  die  fr&heren  Gleiohungen   ISJ  and  I82),  welche,  wiederholt, 
lauten 


40) 


t*i)» 


0  X 


nach  Einsetzung  der  Werthe  fdr  Pi  und  j>]  und  Addition  geben 


41) 

80  folgt 

42) 


r  -^  -I-  r  ®^>  —  0 


G|  —  Cüx ,     C-j  —  C'üj, 


woselbst  C  eine  neue  Constante  ist.  Für  t)|  =  t)t  wird  C7|  =  C^^  d.  h. 
gilt  f£Lr  die  dififundirenden  Flüssigkeiten  das  Ayogadro'sche  Gesetz 
der  Gase,  so  sind  die  Partialdrucke  überhaupt  wie  bei  Gasen  zu  be- 
rechnen.    Nach  alledem  werden  die  Gleichungen  40) 


43,) 


öx 

Ct>i-^  =  h(iiih  (wi  —  ^) 

öx 


und  da  fii  =  %  fiii ,  fi^  =  nj  tn^  ist ,  woselbst  m^ ,  m«  die  Molekular- 
gewichte bedeuten,  wenn  noch 


gesetzt  wird, 
43,) 


biWi  Wf 


c  -^  =  ni  wa  t)a  (uj  —  u^\ 
c  -g^  =  ni  nj  Dl  (t*i  —  %). 


Ausserdem  sind  wie  bei  den  Gasen  ohne  Voraussetzung  gültig  die 
Bedingungen  19)  auf  Seite  346  des  ersten  Bandes  dieses  Werkes, 
welche  lediglich  die  Continuitätsgleichung  darstellen.     Sie  geben 


44) 


T^  ^  "TT  —  "• 
^x'^   ^x   ~  ' 


aus  denen  unter  Berücklichtigung  der  Gleichung  39)  folgt 
8(nit»i^i  +  ngt),ua)  _ 


45) 


'bx 


=  0,    nt>iUi  +  nat)9U9  =  Cotist. 
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Aber  nj  D^  Ui  ist  die  einen  Qaerschnitt  Yon  der  Flächeneinheit  in 
der  Zeiteinheit  passirende  Menge  der  ersten  Substanz,  n2t)st^  die  ent- 
sprechende Menge  der  zweiten.  Von  beiden  Substanzen  zusammen 
diffundirt  also  überall  gleich  vieL  Giebt  es  innerhalb  des  Gemisches 
einen  Querschnitt,  durch  den  nichts  hindurchgeht,  etwa  eine  be- 
grenzende Wand ,  so  wird  hierfür  ni  =  ng  =  0,  also  dann  überhaupt 
Wi  t)i  %  -f  nj  t)a  Mg  =  0,  von  der  einen  Substanz  diffundirt  nach  einer 
Richtung  ebenso  yiel  wie  von  der  anderen  nach  der  entgegengesetzten. 
Man  bekommt  dann  aber  aus  den  Gleichungen  unter  43«) 


46) 


c  -^--  +  %  Wi  =  0  , 

0  X 

c—  +  naWa  =  0, 


welche  eben  das  Fick^sche  Elementargesetz  darstellen.  Aus  diesen 
Gleichungen  und  den  Gleichungen  44)  folgt  dann  für^jedes  der  n 

dn  d^n 

indem  c  =^  — D  gesetzt  ist,  also  die  Grundgleichung  1)  der  Diffusion, 
da  n  der  Concentration  proportional  ist. 

Die  Bedingung  «iüi«i  +  nat)««»  =  0  stellt  Stefan  als  noth- 
wendig  für  die  Gültigkeit  der  F  ick 'sehen  Gleichungen  auf.  Es  ist 
physikalisch  etwas  unbequem  anzunehmen,  dass  eine  so  wichtige  Be- 
dingung an  die  Existenz  einer  die  Diffusion  absolut  hindernden  Be- 
grenzung innerhalb  des  Gemisches  gebunden  sein  soll,  wenngleich  eine 
solche  immer  vorhanden  ist.  Das  ist  auch  gar  nicht  nöthig,  denn  da 
45 j  nur  angiebt,  dass  n^Dii^  -f-  ^^'^2^2  ^0^  ^  unabhängig  ist,  bleibt 
sie  noch  von  der  Zeit  abhängig,  also  wäre  die  selbstverständliche  An- 
nahme zu  machen,  dass  irgend  wann  keine  Diffusion  stattfindet,  indem 
dabei  nj  =  «j  =  0  ist,  oder  dass  die  Diffusion  nicht  von  Ewigkeit 
her  dauert  und  es  irgend  wann  Stellen  gegeben  hat  oder  giebt,  zu 
denen  sie  noch  nicht  gelangt  ist.     Das  genügt  schon. 

Wir  werden  von  dieser  Theorie  noch  später  Gebrauch  zu  machen 
haben. 


61.    Speciflsche  Wärme  und  innere  Arbeit  der  Flüssigkeiten. 

Die  specifische  Wärme  der  Flüssigkeiten,  wie  sie  durch  die  be- 
kannten Methoden  ermittelt  wird,  ist  anscheinend  eine  sehr  complicirte 
Function  des  Zustandes  derselben.  Auch  abgesehen  von  dem  Theil, 
der  zur  unvermeidlichen  Verdampfung  verwendet  wird,  hat  die  einer 
Flüssigkeit  zugeführte  Wärme  sie  zu  dehnen,  und  dabei  den  auf  der 
Flüssigkeit  lastenden  Druck  sowie  die  Molekularkräfte  zu  überwinden. 
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Das  giebt  bereits  zwei  ArbeiteD,  eine  äussere  und  eine  innere  Arbeit. 
Ferner  treten  mit  Temperattfrändernngen  auch  Aenderungen  in  der 
Bescbafifenheit  der  Molekularaggregate  ein,  indem  zu  einer  Gruppe  zu- 
sammengetretene Molekeln  sich  wieder  trennen;  sodann  auch  Aende« 
rangen  innerhalb  der  einzelnen  Molekeln,  also  Dissociation  der  Molekeln 
und  Dissociation  der  Atome  (oder  Ionen)  in  den  Molekeln,  was  wiederum 
zu  zwei,  inneren,  Arbeiten  führt.  Zuletzt  haben  wir  noch  die  Tempe- 
raturerhöhung durch  Vermehrung  der  durchschnittlichen  mittleren 
lebendigen  Kraft  der  Molekularbewegung.  Alle  diese  inneren  Arbeiten 
können  noch  zudem  in  den  Oberflächenschichten  ganz  anders  ausfallen 
als  in  der  Masse  selbst.  Ferner  können  von  den  bezeichneten  Arbeiten 
einige  mit  wachsender  Temperatur  wachsen,  andere  können  stetig  ab- 
nehmen, wieder  andere  mögen  erst  wachsen,  dann  abnehmen,  oder  erst 
abnehmen,  dann  wachsen  u.  s.  f.  So  wächst  die  äussere  Arbeit  bei 
Wasser  über  4^  C.  und  allen  anderen  Flüssigkeiten  stetig  an.  Die 
Arbeit  zur  Ueberwindung  der  Molekularkräfte  kann  stetig  ab- 
nehmen, die  zur  Dissociirung  der  Molekulargruppen  kann  erst  wachsen 
und  dann  wieder  abnehmen  (letzteres  muss  sogar  zuletzt  eintreten), 
und  wie  sich  die  Dissociation  der  Atomgruppen  verhalten  wird,  lässt 
sich  überhaupt  nicht  übersehen.  Man  darf  daher  kaum  erwarten,  für 
diese  experimentell  ermittelte  speci fische  Wärme  einfache,  allgemein 
gültige  Beziehungen  zu  den  den  Zustand  bestimmenden  Variabein 
(z.  ß.  zur  Temperatur)  finden  zu  können.  Es  mögen  von  den  auf- 
gestellten Beziehungen  manche  in  der  That  zutreffen,  aber  nicht  für 
die  beobachtete  specifische  Wärme,  so  dass  eine  Prüfung  an  der 
Hand  der  Erfahrung  gegenwärtig  nicht  möglich  ist. 

Auch  darf  es  nicht  Wunder  nehmen,  wenn  Gesetzen,  welche  für 
eine  Flüssigkeit  ermittelt  sind,  yon  Beobachtungen  an  einer  anderen 
Flüssigkeit  widersprochen  wird.  Man  weiss  z.  B.,  dass  die  beob- 
achtete specifische  Wärme  bei  vielen  Flüssigkeiten  mit  wachsender 
Temperatur  zunimmt,  die  zugeführte  Wärme  hat  bei  diesen  Flüssig- 
keiten mehr  und  mehr  innere,  nicht  in  Temperaturerhöhung  zum  Vor- 
schein kommende  Arbeit  zu  leisten;  bei  Quecksilber  aber  nimmt 
diese  Wärme  mit  wachsender  Temperatur  ab;  das  bedeutet,  dass  die 
yorbezeichnete  innere  Arbeit  mit  wachsender  Temperatur  immer  ge- 
ringer wird,  vielleicht  indem  die  Molekular-  und  Atomdissociation  sehr 
rasch  beendet  wird  (es  sei  daran  erinnert,  dass  Hg- Dampf  schon  als 
einatomig,  also  nicht  mehr  dissociirbar  angesehen  wird). 

Wir  sprechen  zunächst  von  der  specifischen  Wärme  bei  con- 
stantem  Druck. 

Die  wichtigste  Beziehung  ist  die  zur  Temperatur,  för  welche  sie 
gelten  soll,  und  man  muss  sagen,  dass  diese  Beziehung  eigentlich  für 
keine  Flüssigkeit  mit  wirklich  hinreichender  Sicherheit  bekannt  ist. 
Der  Hauptmangel  liegt  darin,  dass  die  wahre  specifische  Wärme  als 
solche  nicht  bestimmt,   sondern  aus  der  sogenannten  mittleren  speci- 
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fischen  Wärme  errechnet  wird.  Hierzu  wird  eine  mathematische  Inter- 
polationsformel,  welche  für  diese  mittlere  specifische  Wärme  den  Beob- 
achtungen angepasst  ist,  verwendet.  Ich  habe  schon  Seite  16  gezeigt, 
zu  wie  yerschiedenen  Ergebnissen  man  für  die  wahre  specifische  Wärme 
gelangt,  wenn  man  Interpolationsformeln  yerschiedener  Art  benutzt, 
selbst  wenn  diese  Formeln  die  mittlere  specifische  Wärme  gleich  gut 
darstellen.  Dieses  ist  so  klar,  dass  hierüber  kaum  ein  Wort  zu  yer- 
lieren  sein  sollte.  Wenn  z.  B.  die  mittlere  specifische  Wärme,  bestimmt 
zwischen  yerschiedenen  Temperaturgrenzen  iifi^^  ^i/h\  ^i/V  ^  b.  f., 
wobei  ^3  !!>  ^a  ^  tf  u.  s.  f.  sich  als  stetig  wachsend  findet,  so  kann  die 
wahre  specifische  Wärme  gleichwohl  an  verschiedenen  Stellen  ab- 
nehmen, ohne  dass  dieses  in  einer  Interpolationsformel  für  die  mittlere 
specifische  Wärme  zum  Vorschein  zu  kommen  braucht.  In  einer  solchen 
Formel  ist  die  Abnahme  durch  das  überwiegende  Anwachsen  ausge- 
glichen ;  sie  enthält  nicht  die  etwaige  Abnahme  für  gewisse  Temperaturen 
und  stellt  dafür  das  Anwachsen  für  andere  Temperaturen  als  unbedeu- 
tender vor,  denn  es  thatsächlich  ist.  Dazu  kommt  die  Schwierigkeit 
der  experimentellen  Untersuchung,  die  sehr  gross  ist,  wie  aus  der  Un- 
zahl von  Correctionen,  die  man  nach  und  nach  einzuführen  sich  ge- 
zwungen gesehen  hat,  erhellt. 

Das  berühmteste  Beispiel  ist  das  der  specifiscben  Wärme  des 
Wassers ,  für  welche  nunmehr  sehr  viele  Bestimmungen  vorliegen  ^), 
wodurch  aber  gleichwohl  ein  abschliessendes  Ergebniss  noch  nicht  er- 
zielt ist.  Zuerst  glaubte  man,  dass  diese  specifische  Wärme  mit  wach- 
sender Temperatur  abnehme.  Regnault's  bekannte  Bestimmungen 
führten  dann  zu  dem  Ergebniss,  dass  im  G^gentheil  eine  beständige 
Zunahme  stattfinde  gemäss  der  Formel 

Cp  =  l  +  0,00004^  +  0,0000009*2, 

wofür  nach  Bosscha's  Berechnung  der  Reg  na  ul  tischen   Beobach- 
tungen einfacher  zu  setzen  ist 

Cp  =  1  4-  0,000  22  e. 
Pfaundler  und  Plattner  fanden  ein  viel  bedeutenderes  An- 
steigen bis  zu  10^  als  selbst  die  Bosscha' sehe  Formel  angiebt,  ebenso 
Hirn,  Jamin  und  Amaury,  v.  Münchhausen,  Frl.  Staroo,  nach 
deren  Untersuchung  gar  Cp=^  1  +  0,001  255*  sein  sollte,  Henri chsen, 
Baumgarten,  Cerosa,  der  für  höhere  Temperaturen  die  grösste  Varia- 
bilität ermittelte,  nämlich  c^  =  1  +  0,001 1 1  +  0,000006  <«.  Weitere 
Untersuchungen  von  Rowland,  Veiten,  Dieterici,  Bartoli  und 
Stracciati  führten  dann  zu  dem  Ergebniss,  dass  die  Abhfingigkeit 
von  der  Temperatur  viel  verwickelter  ist  als  man  früher  annahm.  Aus 
Rowland's  Beobachtungen  und  seinen   eigenen  glaubte  Dieterici 


0  Wegen  der  Literatur  nei  auf  die  verschiedenen  Lehrbücher  für  Physik 
verwiesen. 
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:8ohlieB8en  zu  dürfen,  dass  die  specifische  Wärme  Yon  0  bis  10^  linear 
mit  wachsender  Temperatur  abnimmt,  yon  10  bis  30^  weiter  abnimmt, 
-aber  nicht  nach  einer  linearen  Function,  sondern  langsamer  als  die 
Temperatur  wächst,  über  30  sollte  die  specifische  Wärme  wieder  an- 
wachsen.    Die  Zahlen  Dieterici's  sind: 


t 

Cp 

t 

Cp 

t 

Cp 

•0. 

•0. 

«0. 

0 

1,0000 

40 

0,9934 

80 

1,0182 

10 

0,9943 

50 

0,9995 

90 

1,0244 

20 

0,9893 

60 

1,0057 

100 

1,0306 

80 

0,9872 

70 

1,0120 

Die  zwischen  0  und  30<^  stattfindende  Abnahme  giebt  Regnault's 
Pormel  nicht  wieder,  dafür  stellt  sie  auch  das  stärkere  spätere  An- 
wachsen nicht  dar.  Bartoli's  und  Stracoiati's  Versuche  ergaben 
^e  Abnahme  nur  bis  20^  etwa.  Sie  stellten  ihre  Beobachtungen  bis 
M^  G.  dar  durch  die  Formel  ^ 

Cp  =  1,006630  +  0,000593962* 

+  0,00000433865*3  +  0,000000425  52  P 
—  0,000000002819*4, 

woselbst  als  Einheit  der  Werth  für  16^  C.  gilt.  Ihre  Formel  ist  com- 
plicirt  genug.  Eine  Bestätigung  für  die  Richtigkeit  sehen  sie  in  Fol- 
gendem. Berechnet  man  mit  derselben  die  Werthe  Yon  Cp  für  unter- 
kühltes  Wasser,  so  findet  man  bis  — 10<^  mit  Cp  bei  0®  als  Einheit 

*=       00         —1        —2        —3        —4        —6        —8        —10 
Cp  =  1,0000  1,0006    1,0012    1,0018    1,0024    1,0036    1,0044    1,0059 

also  wesentlich  proportional  nach  unten  wachsende  Zahlen.  Nach 
Martin etti's  unmittelbaren  Bestimmungen  soll  für  diese  Tempera- 
turen sein 

*=      Oö         —1        —2        —3        —4        —6        —8        —10 
Cp  =  1,0000  1,0005   1,0010    1,0015    1,0020    1,0031    1,0041    1,0051 

in  guter  Ueberein Stimmung  mit  den  oben  aus  der  Formel  extra - 
polirten  Zahlen.  Demnach  würde  die  specifische  Wärme  des  Wassers 
mindestens  von  —  10®  ab  bis  4-  20^  mit  wachsender  Temperatur 
ständig  abnehmen. 

Unter  Zusammenfassung  aller  letztgenannten  Ermittelungen  hat 
Winkel  mann  die  Formel  abgeleitet^) 

Cp  =  1  —  0,000684*  +  0,00001092*3. 


^)  Grätz,  PhysikaUsche  Revue,  Bd.  I,  S.  320. 
*)  1.  c,  8.  338. 
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Diese  Formel  ergiebt 

t 

Cp 

t 

Cp 

t 

Cp 

•>c. 

»C. 

oc.          1 

0         ' 

1,0000 

40 

0,9907 

80 

1,0164 

10         1 

0,9944 

50           ! 

0,9939 

90 

1,0288 

20          • 

0,9910 

60           1 

0,9992 

100 

1,0424 

30 

0,9898 

70           ll 

1,0069 

Zahlen,  die  noch  stärker  variabel  sind  als  die  Die terici' sehen.  Das 
Minimum  liegt  bei  31^  Bei  60<^  etwa  ist  die  specifische  W&rme  so 
gross  wie  bei  0^,  sie  nimmt  also  zwischen  0  und  31^  langsamer  ab  als 
sie  nachher  anwächst.  Unterhalb  0^  würde  sie  mit  fallender  Tempe- 
ratur stetig  weiter  wachsen;  und  zwar  so  bedeutend,  dass  sie  bei  —  10^ 
grösser  wäre  als  bei  +  71®. 

Das  ist  viel  mehr,  als  Martin etti's  Beobachtungen  ergaben  und 
wahrscheinlich  ist  das  Geltungsbereich  der  Winkelmann'schen  Formel 
nach  unten  nicht  über  — 5®,  nach  oben  nicht  über  60  bis  70®  auszu- 
dehnen. Auffallend  und  sehr  bemerkenswerth  ist,  dass  das  Minimum 
der  specifischen  Wärme,  also  auch  das  Minimum  der  inneren  nicht  kine- 
tischen Arbeit  auf  dieselbe  Temperatur  fällt,  für  welche  auch  das  Ver- 
halten des  Reibungscoefficienten  eine  Umkehrung  erfahren  soll  (vergl. 
S.  86). 

Von  einer  anderen  Berechnungsweise  auf  Grund  thermodynamischer 
ErwäguDgeu  wird  später  die  Rede  sein. 

Ständig  abnehmen  soll  nach  Winkelmann  und  Anderen  die 
specifische  Wärme  des  Quecksilbers  mit  wachsender  Temperatur,  wo- 
rauf schon  früher  hingewiesen  worden  ist.     Als  Formel  wird  gegeben 

Cp  =  0,033266  —  0,0000092  <. 

Bei  allen  sonst  noch  untersuchten  Flüssigkeiten  —  und  ihre  Zahl 
ist  sehr  gross  —  nimmt  die  specifische  Wärme  dagegen  ständig  zu, 
ohne  innerhalb  der  betrefi^enden  Temperaturintervalle  irgend  ein 
Minimum  aufzuweisen,  und  fast  immer  soll  es  genügen,  eine  lineare 
Abhängigkeit  von  der  Temperatur  anzunehmen.  Das  würde  besagen, 
dass  nur  bei  Quecksilber  und  Wasser  innerhalb  bekannter  Temperatur- 
intervalle die  nicht  kinetische  innere  Arbeit  mit  wachsender  Tempe- 
ratur zuerst  abnimmt,  um  später,  bei  Wasser  sicher,  bei  Quecksilber 
möglicher  Weise,  wieder  zuzunehmen.  Bei  allen  anderen  Flüssigkeiten 
nimmt  sie  fortdauernd  zu. 

Ueber  die  specifische  Wärme  im  kritischen  Zustande  habe  ich  be- 
reits im  ersten  Bande  gesprochen  (S.  445  ff.),  auch  über  die  herrschende 
miss verständliche  Auffassung,  wonach  diese  Wärme  unendlich  gross  sein 
muss.  De  Heen  hat  einige  Flüssigkeiten  daraufhin  untersucht  Er 
macht  folgende  Angaben : 


Specifische  Wärme  von  Aether  u.  ff. 
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Ae 

ther 

c 

Amyle 
t 

n 
c 

Aethylbromür 

t 

t 

1 

c 

»C. 

oc.          1 

!      «c.  .  1 

140 

0,822 

130 

1,060 

195          ! 

0,616 

150 

0,847 

140 

1,063 

200 

0,633 

160 

0.906 

150 

1,214 

205          , 

0,638 

170 

1,000 

160 

1,410 

210 

0,618 

175 

1,021 

165 

1,478 

215          ' 

0,852 

180 

1,041 

170 

1,500 

220 

0,233 

185 

0,547 

175 

0,773 

225 

0,288 

190 

0,492 

180 

0,635      . 

230 

0,264 

200 

0,410 

190 

0,586 

285/240 

0,252 

210 

0,305 

200 

0,554 

— 

-— 

220/225 

0,310   . 

'         210         i 

0,544 

— 

— 

— 

— 

220         ! 

0,633 

— 

— 

— 

— 

230/235      ] 

0,610 

— 

— 

DiejMaxima  liegen  io  der  Nähe  von  1800,  1650,  215^  AIb  kri- 
tische Temperaturen  werden  angegeben  ^) 

Aether     .     .     .     .     t'  =  zwischen  188  und  196^  C. 
Amylen  .     .     .    \     t'  =  201«  C. 
Aethylbromür   .     .     t'  =  2260  C. 

Die  kritischen  Temperaturen  sind  sämmtlich  höher  als  die  Tem- 
peraturen, auf  welche  das  Maximum  der  specifischen  Wärme  fällt.  Das 
mag  in  der  besonderen  Yersuchsanordnung  und  Berechnungsweise 
de  Heen's  begründet  sein.  Nichts  jedoch  deutet  nur  entfernt  auf  ein 
übermässiges  Ansteigen  beim  kritischen  Zustande  hin,  geschweige  auf 
ein  Unendlich  werden.  Doch  bedingt  der  Durchgang  durch  die  kritische 
Temperatur  zweifellos  einen  starken  Abfall  der  specifischen  Wärme. 
Nachher  muss  wieder  ein  Ansteigen  stattfinden,  das  in  den  obigen 
Zahlen  auch  zu  erkennen  ist.  Welche  Bedeutung  die  specifische 
Wärme  im  kritischen  Zustande  überhaupt  hat,  und  warum  sie  mit  der 
gewöhnlich  so  genannten  specifischen  Wärme  bei  constantem  Druck 
nicht  gleichgestellt  werden  darf,  ist  in  Band  I,  Seite  445  ff.  auseinander- 
gesetzt. 

Es  ist  dann  noch  von  Eilhard  Wiedemann  auf  zweierlei  auf- 
merksam gemacht ').     Aus  der  Zusammenstellung  ') 


^)  Tabellenwerk   von  Landolt  und  Börnstein,  bezw.  Winkelmann, 
Encyklopädie  der  Physik,  Bd.  2,  II,  8.  673  ff. 
■)  Wiedem.  Ann.,  Bd.  2,  S.  213. 
•)  Sie  ist  hier  etwas  erweitert. 
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Substanz 

Dampf 

Flüssigkeit 

(cj)« 

a 

{Cp\ 

a 

Chloroform 

Schwefelkohlenstoff  .    .    . 

Aethylbromid 

Aether      

Aceton      

Essigäther 

Benzin  ■.*.•-*    i    - 

0,1341 
0,1316 
0,1354 
0,3725 
0,2984 
0,2738 
0,2237 

0,000  067  7 
0,000  096  3 
0,000  178  0 
0,000  426  8 
0,000  386  9 
0,000  435  0 
0,000  511  4 

0,232  35 
0,235  23 

0,529  Ol 

0,506  4 

0,527  41 

0,379  80 

0,5475 

0,4106 

0,1616 

0,5086 

0,1980 

0,4172 

0,000  050  7 
0,000  081  5 

0,000  295  8 
0,000  396  5- 
0,000  523  2 
0  000  720  0» 

Aethylalkohol 

Terpentinöl 

Jodäthyl 

Cyanäthyl 

Chlorkohlenstoff     .... 
Petrolen 

0,001  130 
0,000  619 
0,000  825 
0,001  268 
0,000  091 
0,000  899 

schliesst  er  erstens,  dass  Substanzen,  welche  in  flüssigem  Zustand» 
eine  grosse  specifische  Wärme  haben,  eine  solche  auch  im  gasförmigen 
besitzen,  und  zweitens,  dass  die  Abhängigkeit  von  der  Temperatur 
wenig  durch  den  Aggregatzustand  bedingt  ist«  und  dass  sie  mit  der 
Grösse  der  specifisohen  Wärme  zunimmt.  Beide  Schlüsse  werden  durch 
die  Angaben  in  der  obigen  Zusammenstellung  ziemlich  gut  bestätigt, 
de  Heen  ^)  glaubt  den  ersten  Schluss  allgemein  fassen  zu  dürfen, 
und  stellt  den  Satz  auf,  dass  die  Differenz  der  speciflschen  Wärme  im 
flüssigen  und  gasförmigen  Zustande  von  der  Temperatur  unabhängig 
ist.  Hierfür  giebt  er  einen  aus  der  Thermodynamik  abgeleiteten  Be- 
weis. Abgesehen  davon,  dass  der  Satz  durch  die  obigen  Angaben« 
nicht  bewahrheitet  wird,  scheint  mir  auch  der  Beweis  nicht  einwandfrei, 
zu  sein.  Bei  der  Wichtigkeit  der  Sache  muss  darauf  eingegangen 
werden.  Er  denkt  sich  eine  Flüssigkeit  yon  0^,  verdampft  von  ihr 
einen  Theil  und  bringt  den  Dampf  auf  t^.  Die  zuzuführende  Wärme- 
menge setzt  er  gleich  ^o  -h  (^)(i^>  woselbst  Qq  die  innere  Yerdampfungs- 
wärme  bei  0®  und  {c^d  die  mittlere  specifische  Wärme  des  Dampfes 
zwischen  0®  und  t^  ist.  Dieselbe  Flüssigkeit  erwärmt  er  von  0^  auf  t^' 
und  verdampft  nun  den  gleichen  Theil.  Für  die  entsprechende  Wärme- 
menge nimmt  er  an  Qt  -\-  {Cp)/t,  und  diese  beiden  Wärmemengen 
setzt  er  gleich;  also 
1)  [9o  +  (cp)d«  =  9i  +  {Cp)ft 

Aber  diese   Gleichung  ist    bekanntlich    nur    angenähert   richtig. 
Indem  er  aber  in  derselben   nach  einer  Theorie ,    auf  die  wir  später- 


^)  Theorie  des  liquides  II,  p.  45  ff. 
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noch  zu  sprechen  kommen, 

Qt  =  Po(l  -  1,333/90 
setzt,  woselbst  ß  der  Ausdehmungscoefficient  des  Dampfes  ist,  erhält  er 

(Op)/  —  (Cp)d  =  1,333  ß  Po, 
also  von  t  unabhängig  (falls  ß  von  t  unabhängig  ist).     An  der  Hand 
von  Formeln  für  Cp  und  folgender  Werthe  für  Qo  und  ß  für  die  gleichen 
Substanzen 

Po  =      62,44         82,79         —         86,48         131,63        —  109 

^=0,001107  0,001126     —       0,00151    0,001348     —     0,00117 

giebt  er   folgende  Vergleichung  zwischen  den  beobachteten  und  den 
uach  obiger  Formel  berechneten  Werthen  für  (Cp)/  —  {Cp)d 

.    _  f  beobachtet     0,112     0,139    —   0,197     0,243  —  0,191 

ipp)/        ^^^'^  t  berechnet      0,092     0,129   —  0,174     0,237   —   0,170 

.  Die  berechneten  Werthe  sind  zwar  sämmtlich  kleiner  als  die  beob- 
achteten, gleichwohl  wäre  die  Uebereinstimmung  eine  sehr  gute.  In- 
dessen hat  de  Heen  bei  den  als  beobachtet  angegebenen  Zahlen  von 
Yornherein  die  Abhängigkeit  Ton  der  Temperatur  ausser  Acht  gelassen, 
die  Gleichung  gilt  also  nur  für  0^.  Sie  ist  aber  auch  nach  dieser  Be- 
schränkung interessant  genug,  wenngleich  ihre  Ableitung  aus  der 
Thermodynamik  als  ungenau  bezeichnet  werden  muss.  In  Wahrheit 
hat  man 

Chloroform      ....  (Cp)/— (Cp)rf  =  0,0982  —  0,000  0340  < 

Schwefelkohlenstoff.     .  „             =  0,103  7  —  0,000  029  6 1 

Aether „             =0,156  5  —  0,0002620« 

Aceton „             =0,2080  +  0,000019  2« 

Essigäther      ....  „             =  0,2536  +  0,0001764« 

Benzin „             =0,1561  +  0,000  417  2«. 

Irgend  ein  Gesetz  lässt  sich  aus  diesen  Zahlen  nicht  ableiten, 
die  Differenzen  der  Temperaturglieder  sind  bald  positiv,  bald  negativ 
undi  im  Uebrigen  von  derselben  Grössenordnung  wie  die  Temperatur- 
glieder selbst,  also  keineswegs  zu  vernachlässigen.  Uebrigens  sind 
die  zuletzt  angegebenen  Werthe  für  den  constanten  Theil  der  Diffe- 
renzen fast  durchgängig  kleiner,  als  die  nach  de  Heen^s  Formel  be- 
rechneten. Mau  wäre  versucht,  de  Heen's  Formel,  welche,  wie  oben 
angegeben,  nur  für  0^  verificirt  ist,  da  ja  diese  Temperatur  ganz  will- 
kürlich ist,  zu  verallgemeinern  und  zu  setzen: 

2)  (cp)f—icp)a=  1,333 /3p, 

wo  nun  Q  für  irgend  eine  Temperatur  gelten  würde.     Es  ist  nun  für: 

Chloroform  .     .     .     .     r  =     67,0  —  0,08519«  —  0,000144  4«» 
Schwefelkohlenstoff    .     r=     89,5  —  0,065  3«    —0,0010976«» 

+  0,000003  524«* 
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Aether r=     93,5  —  0,108  2  t    —  0,000  503  3  <^ 

Aceton r  =  139,9  —  0,272 87f  +  0,000 157  U« 

Formeln,  von  denen  wenigstens  die  drei  ersten  anscheinend  zu  Gun- 
sten der  Verallgemeinerung  sprechen. 

Diejenige  Formel  der  Thermodynamik,  welche  die  specifischen 
Wärmen  des  Dampfes  und  der  Flüssigkeit  enthält,  ist  die  unter  238) 
auf  S.  428  des  ersten  Bandes  meines  Buches  gegebene: 


3) 


Cf  —  Cd 


=  — ^ 


Vielleicht  hat  de  Heen  auch  an  diese  Formel  gedacht.  Aber  diese 
specifischen  Wärmen  gelten  nicht  für  constanten  Druck,  sondern  im 
Gegentheil  für  variablen  Druck  (und  variable  Dichte),  da  der  Dampf 
gesättigt  zu  halten  ist.  Ferner  kann  man  die  Gleichung,  selbst  wenn 
man  Cf  —  Q  als  constant  ansieht,  nicht  auf  die  de  Heen' sehe  Form 
bringen. 

Beim  Uebergange  vom  flüssigen  zum  gasförmigen  Zustande  ver- 
kleinert sich,  wie  wir  sahen,  die  specifische  Wärme,  wenigstens  zu- 
nächst. Gleiches  findet  statt  beim  Uebergang  zum  starren  Zustande, 
so  haben  wir^: 


Specifische  Wärme 


SubslHnz 


Brom    .    .  . 
Quecksilber 

Wasser     .  . 

Zinn .    .    .  . 

Blei  .    .    .  . 

Benzol  .    .  . 

Naphtalin  . 

Thymol    .  . 


fest 


flüssig 


0,084  32 
0,031  36 
0,489 
0,056  2 
0,031  4 
0,319 
0,399  2 
0,462  4 


0,105  13 
0,033  32 
1,000 
0,063  7 
0,040  2 
0,321  7 
0,482  4 
0,566  5 


Hierzu  ist  noch  zu  bemerken,  dass  die  specifische  Wärme  der 
starren  Substanzen  mit  der  Temperatur  wächst,  beim  Uebergang  in 
den  flüssigen  Zustand  haben  diese  Substanzen  also  schon  die  grösste 
specifische  Wärme.  Demnach  geschieht  dieser  Uebergang  anders  als 
der  der  Flüssigkeiten  in  den  dampfförmigen  Zustand.  Freilich  sind 
diese  Uebergange  physikalisch  auch  nicht  mit  einander  zu  vergleichen. 

Endlich  ist  noch  zu  bemerken,  dass  für  erhebliche  Temperatur- 
intervalle  nach   Hirn  eine   einfache  Darstellung  nicht  mehr  genügt 


0  Müller,  Lehrbuch  der  Physik  1896,  Bd.  2,  S.  588. 


Dieterici'8  Berechnungen  für  die  speciflsche  Wärme.  145 

Seine  Formeln,  aus  Versuchen  bis  zu  160^  abgeleitet,  enthalten  Glieder 
bis  zur  dritten  Potenz  der  Temperatur,  davon  sind  in  allen  von  ihm 
untersuchten  Flüssigkeiten  —  Alkohol,  Aether,  Chlorkohlenstoff, 
Schwefelkohlenstoff,  Terpentinöl  —  die  Goefficienten  der  ersten  and 
dritten  Potenz  positiv,  dagegen  findet  sich  der  Coefficient  der  zweiten 
Potenz  stets  negativ,  was  wohl  kein  Zufall  sein  wird  und  darauf 
schliessen  Hesse,  dass  für  Cp  als  Function  von  t  eine  besondere  Dar- 
stellung existirt,  die,  nach  Potenzen  von  t  entwickelt,  wie  etwa  die 

Function ; — i-— ,  Glieder  mit  alternirendem  Zeichen  erffiebt. 

Ueber  die  Abhängigkeit  der  specifischen  Wärme  der  Flüssigkeiten 
vom  Druck  sind  unmittelbare  Untersuchungen  nicht  bekannt  (hoch* 
stens  kommen  die  eben  genannten  von  Hirn  in  Frage  und  die  vor- 
erwähnten von  de  H e e n).  Indessen  hatG.  Tammann  versucht,  diese 
Abhängigkeit  rechnerisch  zu  ermitteln^).  Nach  Gleichung  68)  auf 
S.  88  des  ersten  Bandes  dieses  Werkes  ist 

^  dp  ~     j  VaWj," 

Kann  man  die  Grösse  rechts  für  constante  Temperatur  als  Func- 
tion von  p  darstellen,  so  giebt  die  Integration  Cp  als  Function  von 
pj  deren  Faotoren  dann  noch  Functionen  von  Q"  sein  können  and 
werden.  Es  ist  dasselbe  Verfahren,  das  nach  Bd.  I,  S.  461,  Witt- 
kowski zur  Lösung  der  entsprechenden  Aufgabe  für  Gase  ein- 
geschlagen hat.  Tammann  berechnet  für  Wasser  aus  den  Beob- 
achtungen Amagat^s  (S.  34)  für  v  als  Function  von  d"  bei  den 
verschiedenen  Drucken  bis   1000  Atmosphären  quadratische  Formeln 

Ä  -\-  ad"  -\-  bd'^,  es  ist  dann  ;r-r-  =  2b  und  dieses  2b  stellt  er  hier- 

auf  als  Function  des  Druckes  dar.  Er  findet,  dass  diese  Function  immer 
linear  angenommen  werden  kann,  also  2b  ^^  f  +  gp\  die  Factoren 
/  und  g  sind  dann  wiederum  Functionen  der  Temperatur.  So  ergiebt 
sich  ihm 

für  50 :  cp  =  c[  —  (979  p  —  0,303  p^)  10-^ 
„  20«:  Cp  =  ci'—  (6201?  —  0,1701)2)  lO"'', 
„     500:     Cp  =  Ci—  {622p  —  0,154|)«)  lO""'. 

Die  Ci  bedeuten  die  specifische  Wärme  bei  Atmosphärendruck  und 
der  jeweiligen  Temperatur.  Die  Factoren  werden  mit  wachsender 
Temperatur  stetig  kleiner,  jedoch  jedenfalls  nicht  proportional  einer 
linearen  Function.  Zunächst  fällt  die  specifische  Wärme  mit  wachsen- 
dem Druck  und  erreicht  ein  Minimum  bei  1600,  1820,  1792  Atmo- 
sphären, dann  steigt  sie.  Wie  weit  man  die  Gleichungen  fortsetzen 
darf,  lässt  sich  nicht  sagen. 


')  Zeitschr.  f.  physik.  Chem.,  Bd.  18,  8.  629  ff. 
Weinatein,  Thennodynamik.    II.  20 
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Gäbe  es  ein  Temperaturintervall ,  für  welches  t^  als  lineare  Func- 
tion  der  Temperatur  sich  darstellen  liesse,  so  müsste  -^  =  0  und  Cp 
uüabh&ngig  Tom  Drucke  sein.  Femer  ist  bei  allen  Flüssigkeiten,  die 
ein  Dichtemaximum  haben,  für  die  Temperatur  dieses  Maximums  -^^ 

positiy,  also  -^  negativ,  woraus  folgt,  dass  für  die  Drucke  der  Dichte- 

maxima  Cp  stetig   fällt.      Bei  den   Dichteminimis  dagegen  wäre  ^^ 

8  Cd 

negativ  und  -^  positiv,  für  die  zugehörigen  Drucke  würde  Cp  stetig 

wachsen. 

Die  zunächst  eintretende  Abnahme  von  Cp  mit  wachsendem  p  lässt 
sich  mit  den  Zustandsgieichungen  von  van  der  Waals  und  Clausius 
ganz  gut  vereinigen,  denn  nach  van  der  Waals*  Gleichung  wäre 

dcp  _  2Rc(v—  3b)         dv_ 

^  dp   ~  /        Rc(V'-2h)\^  dd^ 


^*(j 


=  d' 


Bciv  —  3b)  B 


J        Rc(v  —  2b)Y    /         Bciv  —  2b)\ 

Soll  Cp  zuerst  abnehmen,  so  muss  t;  <  3l>  sein,  d.  h.  kleiner  als 
das  kritische  Volumen  (Bd.  I,  S.  418),  was  ja  von  vornherein  feststeht. 
Aber  freilich  müsste  danach  die  specifische  Wärme  der  Flüssigkeiten 
oberhalb  desjenigen  Punktes,  für  den  das  Dichtemaximum  eintritt, 
immer  mit  wachsendem  Druck  abnehmen,  was  den  Tammann* sehen 
Berechnungen  für  Wasser  nicht  entspricht.  Die  Clausius 'sehe  Glei- 
chung führt  zu  einer  sehr  complicirten  Beziehung,  nämlich  es  ist 

2B^c 4B^c  j 

^     dp  f/^    a  j ^t     \      L    __      2jRc    Y  v  —  b 

IV      +  iv+'ßy)v-b       {v+  ßy\ 

_        2cN-^d^        j     3b  +  2ß—v  /    1  c        Y 

"■  r""<^^(f;  +  ß))  \(v  -  by  "■  ^(t;  +  ßy)\\d^); 

woselbst  (Bd.  I,  S.  407) 

j^^f  1      , c \  /_d- 2c     y 

\^t;  —  b  "^  d^^v  +  ß'yj  \{v  —  by     ^  (V  +  ßy) 
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ist.  Das  Glied  rechts  in  der  ersten  Zeile  ist,  abgesehen  vom  Zeichen, 
positiv.  Da  jedoch  unterhalb  des  kritischen  Zustandes  t;  <  3  2>  -|-  2ß 
ist,  so  ist  im  Factor  {  }  das  erste  Glied  positiv,  ebenfalls  ist  stets  das 
zweite  Glied  positiv,  somit  kann  dieser  Factor  beliebig  positiv  oder 
negativ  sein.  Schon  deshalb  präjudicirt  die  Gl  aus  ins 'sehe  Gleichung 
nichts,  es  kann  Cp  mit  wachsendem  jp  zunehmen  oder  abnehmen. 

Was  die  Beziehung  zur  chemischen  Constitution  anbetrifft,  so  hat 
Reis^)  die  sogenannte  Molekular  wärme  untersucht,  d.  h.  die  Grösse 
Op  z=  mCp,  Er  berechnete  die  mittleren  Werthe  ^  von  c^  zwischen 
20^  und  dem  Siedepunkte  der  betreffenden  Flüssigkeit  und  fand  so, 
dass  in  der  Reihe  der  Alkohole  die  Zunahme  um  ein  GH^  einer  Zu- 
nahme der  Cp  um  durchschnittlich  den  gleichen  Betrag  entsprach,  ebenso 
für  die  Reihe  der  organischen  Säuren  für  die  gleiche  Zunahme  um  je 
ein  GH),  jedoch  von  anderer  Höhe.  Eine  GHq- Molekel  würde  also 
für  alle  Alkohole  und  alle  Säuren  den  nämlichen  thermischen  Werth 
haben,  wenn  auch  in  den  Alkoholen  einen  anderen  als  in  den  Säuren. 
Entsprechendes  gilt  für  Aldehyde,  bei  denen  die  Zunahme  für  ein  GHg 
näher  derjenigen  bei  den  Säuren  steht  als  bei  den  Alkoholen.  Sodann 
bei  organischen  Chloriden  und  aromatischen  Yerbindangen,  die  wieder 
den  Aldehyden  nahe  stehen.  Isomere  Verbindungen  haben  nahezu 
gleiche  Molekularwärmen,  ebenso  entsprechende  Halogene.  Die  um- 
stehende Zusammenstellung  dient  zur  Klarstellung. 

Die  ^Cp  geben  die  Differenzen.  Man  sieht,  dass  die  Beobachtungen 

^  den  obigen  Feststellungen  ziemlich  gut  entsprechen ,  dass  jedoch  auch 

erhebliche  Ausnahmen  von  der  Regel  vorhanden  sind,  namentlich  in 
der  Reihe  der  isomeren  Verbindungen,  so  dass  auch  in  ihnen  dem 
CH2  nicht  immer  gleiche  thermische  Bedeutung  zuzuschreiben  sein 
würde.  Zu  entsprechenden  Ergebnissen  ist  de  Heen  gelangt,  dessen 
Untersuchungen  jedoch  später  nach  anderer  Richtung  zu  discutiren  sind. 
Schiff  hat  dagegen  ermittelt^),  dass  „Isomerie  und  Molekular- 
gewicht auf  die  Grösse  der  specifisohen  Wärme  ohne  Einfluss  zu  sein 
scheinen **.  Dagegen  lässt  sich  „der  Gang  der  specifischen  Wärme 
(mit  der  Temperatur)  in  einer  jeden  homologen  Reihe  oder  Gruppe 
zusammengehöriger  Verbindungen  durch  eine  einzige  gerade  Linie 
oder  durch  eine  Anzahl  paralleler  gerader  Linien  darstellen*^.  Eine 
Zusammenstellung    der   die  letztere  wichtige  Behauptung  stützenden 

I  Beobachtungsergebnisse  findet  der  Leser  in  der  unten  citirten  Abband- 

I  lung  des  genannten  Forschers,  hier  sei  nur  Folgendes  erwähnt.    Stellt 

>  man  Cp  dar  durch 

Cp  =  a  -\-  bty 

so  ist  Cp  z.  B.für  alle  Fettsäuren  (CnH2n02)  gleich,  nämlich  Cp  =  0,4416 
+  0,000  88  <.      Bei  den   Chloracetaten ,  Dichloracetaten  und  Trichlor- 


»)  Wiedem.  Ann.,  Bd.  13,  8.  447. 

')  Zeitschr.  f.  physik.  Cham.,  Bd.  1,  S.  388. 
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Substanz 


Formel 


«i 


^^ 


1.  Alkohole. 


Methylalkohol 

Aethylalkohol 

Propylalkohol 

Butylalkohol 

Amylalkohol . 

Gaprylalkohol 


2.  Säuren. 


Ameisensäure  . 
Essigsäure .  .  . 
Buttersäure  .  . 
Isobuttersäure  . 
Isovaleriansäure 
CaproDsäure  .    . 


8.  Aldehyde. 


Propylaldehyd  , 
Valeral   ... 
Oenanthol .    . 


CH4O 

O.HeO 

OsH«0 

C4H,oO 

C»H,0 

C.H^gO 


CH4OB 

C.HeO, 
C.HpO, 

C.H,,0, 


C.HeO 
C^HioO 


20,0 
30,3 
40,5 
50.9 
60,5 
87,5 


24,2 
31,6 
47,4 
47,6 
56,0 
65,6 


32,6 
47,7 
62,9 


9,3 

10,2 

10,4 

9,6 

3  X  9,ö 


7,4 

2  X  7,9 

0 

8,4 
9,6 


2  X  7,5 
2  X  7,6 


4.  Chloride. 


Acetylchlorid    . 
P  ropiony  1  cl  1  lorid 
Butyrylclilorid  . 
Valeralchloiid  . 


C.HsOCl 
CsHsOOl 
C4H7OCI 
C^H^OOl 


27,9 
34,6 
42,2 
50,4 


6,7 
7,6 
8,2 


5.  Aromatische  Substanzen. 


Benzol  .  .  . 
Toluol  .  .  . 
Aethylbenzol 
Mesitylen  .    . 


6.  Isomere  Verbindungen. 


(  Propylaldehyd  . 
i  Aceton  .... 
1  Buttersäure  .  . 
I  iBObuttersäure  . 

(Propylacetat .  . 
Isovaleriansäure 
I  Allylalkohol  .  . 
\  Propylaldehyd  . 


OeHe 
C7H, 


CßHeO 
CaHeO 
C.HeO. 
C^HeO, 

CaHeO 
C.HeO 


33,6 
41,8 
48,8 
56,8 


32,6 
32,6 
47,4 
47,6 
49,8 
56,0 
38,1 
32,6 


;  ) 


7,5 

7,5 
8,0 


0 

0,2 
6,2 
5,5 


7.  Halogene. 


fPropylchlorid 
Propylbromid 
Propyljodid  . 
(  Cblorbenzol  . 
[  Brombenzol  . 


L«3  H7  Cl 
Ca  H7  Br 
CaH7J 
CeH^Cl 
CeHjBr 


31,6 
32,3 
84,3 
38,4 
39,6 


0.7 
2,0 

i.a 
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acetaten  des  Methyls,  Aethyls,  Propyls  und  Allyls  ist  wenigstens  die 
Grösse  b  allen  gemeinschaftlich  (b  =  0,000  38) ,  w&hrend  die  Grösse  a 
für  sie  verschieden  ist,  ebenso  bei  den  Succinaten  (Jb  =  0,00066), 
Benzoaten  (b  =  0,00075),  Oxalaten  (b  =0,00066,  wie  bei  den  Succi- 
naten), Fettsäuren  (b  =  0,001418,  für  Ameisensäure  dagegen 
ö  =  V,  X  0,001 418),  aromatischen  Verbindungen  {b  =  0,001  043)  u.  s.  f. 

Auf  einen  Widerspruch  zwischen  den  Beobachtungen  von  Schiff 
und  gewissen  Folgerungen  aus  der  van  der  Wa  als 'sehen  Zustands- 
gleichnng  für  den  kritischen  Zustand  macht  Winkelmann  aufmerk- 
sam ^).  Da  jedoch ,  wie  wir  wissen ,  die  genannte  Gleichung  die  Ver- 
hältnisse im  kritischen  Zustande  nicht  hinreichend  darstellt,  können  die 
Beobachtungen  gleichwohl  zutreffend  sein. 

Neben  der  specifischen  Wärme  bei  constantem  Druck  käme  die 
bei  constantem  Volumen,  c«,  in  Frage.  Aber  hierüber  ist  experimentell 
unmittelbar  so  gut  wie  nichts  ermittelt.  In  nicht  zu  hohen  Tempe- 
raturen kann  man  Cp  =  Cp  ansetzen.  Bei  Flüssigkeiten,  welche  ein 
Dichtemaximum  haben,  muss  für  die  betreffende  Temperatur  Cp  =  o« 
sein.  Nach  Gleichung  61)  auf  S.  87  des  ersten  Bandes  dieses  Werkes 
haben  wir 

d"  dp  dv 

^>  '^'''^  —  Id^W 

Da  77^  nicht  unendlich  wird,  haben  wir  für  ^^=0  auchCp  =  Co. 

Bei  Wasser  wären  hiemach  unter  Atmosphärendruck  bei  4^  C.  die 
specifischen  Wärmen  einander  gleich.     Setzt  man 


8) 

80  wird  auch 

9) 


(IX 

dd-  /dv\ 


dp  _ 


/dvy 

Cp  —  C—        -j      ^      ' 

dp 

Das  Zeichen  von  Cp  —  Cv  hängt  also  nur  ab  von  dem  Zeichen  von 

^,  welches  negativ  ist,  so  dass  Cp  —  c^  positiv  sein  muss,  was  auch 

selbstverständlich  ist.     Ferner  nimmt  nach  Versuchen  von   Amagat 

und  vielen  Anderen  ^—  mit  wachsender  Temperatur   bei  Wasser  bis 
öp 

zu  60^ G.  etwa  stetig  ab,  um  dann  wieder  anzuwachsen  (S.  34),  dar- 


')  Encyklopädie  der  Physik,  Bd.  2,  II,  S.  857  f. 
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aus  folgt,  dass  Cp  —  c«  Yon  i^  bis  zu  60®  etwa  unter  allen  Umständen 

zunehmen  moss.    Unter  49  könnte  es  abnehmen,  ebenso  über  60^  das 

,  dv        .  .  ,   dv        , 

erstere,  weil  ^-^  abnimmt,  das  zweite ,  weil  ^—  zunimmt.    Bei  Flüssig- 
Cv  op 

keiten,  die  kein  Minimum  der  Compressibilit&t  haben,  l&sst  sich  nichts 
voraussagen.  Nun  sind  bei  Wasser  Cp  und  c«  gleich  bei  4®,  da  femer 
Cp  fällt  bis  zu  Temperaturen  in  der  Nähe  yon  31®  oder  30®,  so  muss 
auch  Cv  fallen,  und  zwar  stärker  als  Cp,  weil  Cp  —  c„  immer  positiv 
bleiben  muss.  Ueber  30®  hinaus  steigt  Cp,  c»  kann  ebenfalls  steigen 
oder  weiter  fallen. 

Dieterici^)  hat  diese  Verhältnisse  für  Wasser  zahlenmässig  näher 
untersucht.  Mit  Hülfe  der  bekannten  Angaben  für  Ausdehnung  und 
Compression  hat  er  die  in  Gleichung  9)  rechts  stehende  Grösse  für 
verschiedene  Temperaturen  berechnet;  sie  stellt  die  Arbeit  bei  der 
Ausdehnung  des  Wassers  in  Folge  Temperaturerhöhung  dar.  Er  findet 
diese  Grösse  8  =  Cp  —  c^  sehr  klein  bei  0®  C.  (0,000  4  Gramm-Calorien), 
selbstverständlich  gleich  Null  bei  4®,  hierauf  erst  langsam,  dann  immer 
rascher  ansteigend  bis  zu  100®,  wo  sie  0,12  Grammcal.  erreicht.  Setzt 
man  nun  Cj,  =  Cv  -|~  d,  so  geben  die  calorimetrischen  Ermittelungen 
für  die  specifische  Wärme  nicht  sowohl  Cp,  als  vielmehr  Cv  -\-  S  und 
da  man  d  für  die  verschiedenen  Temperaturen  kennt,  so  vermag  man 
auf  diese  Weise  Cv  zu  berechnen.  Dieterici  findet  auf  diese  Weise, 
dass  Cv  für  Wasser  von  0®  ab  mindestens  bis  zu  100®  und  höchst 
wahrscheinlich  bis  zu  noch  viel  höheren  Temperaturen  ständig  ab- 
nimmt.    Die  Schlussformel,  die  er  giebt,  lautet: 

Cv  =  0,999  6  ( 1  —  0,000  62  <  —  0,000004  2^2), 

Cp  bei  0®  gleich  1  gesetzt.  Hiernach  hätten  wir  für  die  speoifischen 
Wärmen  und  das  Verhalten  der  specifischen  Wärmen  mit  den  S.  139 
nach  Dieterici  gegebenen  Zahlen  für  Cp 

t    =      0®  20®  40®  60®  80®  100® 

Cp  =  1,0000  0,9944  0,9907  0,9992  1,0164  1,0424 

Cv  =  0,9996  0,9865  0,9681  0,9573  0,9248  0,8957 

k    =  1,00  1,01  1,02  1,04  1,10  1,16 

Die  für  k  angegebenen  Zahlen  stimmen  ungefähr  mit  den  S.  30 
mitgetheilten.     In  gleicher  Weise  berechnet,  ergiebt  sioh^)  für 

Quecksilber: 
bei  0®:     Cp  =  0,033  32,       c»  =  0,029  24,       Ä  =  1,14. 


>)  Wiedem.  Ann.,  Bd.  57,  S.  333  ff. 

<)  Müller,  Lehrbucli  der  Physik,  Bd.  II  (1896),  S.  595  f. 
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Aethyläther: 

Ä;  =  1,48, 
k  =  1,44. 


k  =  1,27, 
k  =  1,24, 
k  =  1,18. 


bei    0«: 

Cp  =  0,5290,          Cv  =  0,3583, 

n    U«: 

Cp  =  0,5373,          Cv  =  0,3722, 

Aethylalkohol: 

bei   7,3«: 

Cp  =  0,5643,          Cv  =  0,4456, 

,  13,10: 

Cp  —  0,5781,          Cv  =  0,4646, 

.  25«: 

Cp  =  0,6130.          Cv  =  0,5180. 

Schwefelwasßeratoff: 

bei  25«: 

Cp  =  0,244,            Cv  =  0,160, 

Chloroform: 

bei  25«: 

Cp  =  0,234,            c„  =  0,159, 

k  =  1,52. 


k  =  1,47. 

Bei  Aether  und  Alkohol  würde  Cv  umgekehrt  wie  bei  Wasser  mit 
wachsender  Temperatur  steigen,  dagegen  würde  k  fallen.  Namentlich 
letzteres  ist  sehr  unwahrscheinlich,  denn  im  kritischen  Zustande  ist  k 
jedenfalls  sehr  gross.     Die  Daten  sind  sehr  unsicher. 

Die  Arbeit  d,  um  die  es  sich  hier  gehandelt  hat,  ist  bedingt 
durch  die  bei  einer  Temperaturänderung  auftretende  Yolumen- 
änderung.  Gomprimirt  man  andererseits  eine  Flüssigkeit,  so  muss 
ebenfalls  eine  Temperatur&nderung  eintreten.  Wir  haben  [Bd.  I,  S.  77, 
Gleichung  18)] 

lOi)  dQ  =  Cpdd^  H-  y»dp, 

also  nach  Gleichung  59),  S.  86  von  Bd.  I 

10,)  dQ  =  c,d»-^(l;)^äp. 

Geschieht  die  Gompression  adiabatisch,  so  wird  hiernach  die  durch 
eine  Druckerhöhung  (dp)  bedingte  Temperaturerhöhung  (dO")  gleich 
[vergl.  auch  Gleichung  51)  auf  S.  93  von  Bd.  I] 

Bei  Wasser  ist  unter  4^  das  l  ^  j  negativ,  also  auch  (d^)  nega- 
tiv; unter  4«  soll  durch  Druokerhöhung  Abkühlung  eintreten,  über  4« 
wird  ^--£  positiv,  also  kommt  Erwärmung  zum  Vorschein.  Versuche 
Joule's  lassen  die  Formel  prüfen.     Man  hat  für  Wasser: 
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(d») 

»  —  273 

(dp) 

beobachtet 

berechnet 

•c. 

Atm. 

•c. 

«0. 

1,2 

24,34 

—  0,008 

—  0,007 

5 

24,34 

4-  0,004 

-[-  0,003 

11,7 

24,34 

+  0,021 

+  0,019 

18,4 

24.34 

-\-  0,031 

A-  0,036 

30 

24.34 

+  0,054 

-h  0,055 

31,4 

14,64 

4-  0,039 

-f  0,034 

40,4 

14,64 

+  0,045 

+  0,043 

Die  Eiiahrung  ist  mit  den  Ergebnissen  der  Theorie  in  auffallend 
genauer  Uebereinstimmung.  Andere  Bestätigungen  der  Theorie  rühren 
von  Drecker  her. 

Endlich  ist  auch  zu  erwähnen,  dass  de  Heeni)  eine  Gleichung 
angegeben  hat,  um  aus  der  speciüsohen  AVärme  bei  constantem  Druck 
die  innere  molekulare  Arbeit  (also  die  Gesammtarbeit  der  zugeführten 
Wärme  ausschliesslich  der  kinetischen  Arbeit)  zu  berechnen.  Indem 
er  sich  auf  das  später  noch  zu  discutirende  Gesetz  von  Du  long  und 
Petit  und  ferner  auf  die  Woestyn'sche  Regel  stützt,  dass  die 
Molekularwärme  sich  gleichmässig  auf  die  Atome  der  Molekeln  yer- 
iheilt,  und  auf  die  Clausius'sche  Ansicht,  wonach  die  wahre  Wärme- 
capacität  für  alle  Atome  gleich  gross  sein  soll,  berechnet  er  zunächst 
als  Atom  warme  bei  constantem  Volumen  für  Wasserstofif,  welcher  zwei- 
atomig ist,  aus  der  Molekularwärme  4,83,  die  Hälfte  also  2,4.  Bedeutet 
n  die  Zahl  der  Atome  in  einer  Molekel,  so  wird  also  bei  Gasen,  die 
sich  wie  Wasserstoff  yerhalten,  die  Molekularwärme  bei  constantem 
Volumen  sein  2,4  n.  Da  nun  die  molekulare  Arbeit  der  Ausdehnung 
einer  Molekel  m  (Cp  —  c„)  ist,  so  haben  wir  für  diese  Arbeit 

12)  md  =  Ä' =  f»Cp  — 2,4n. 

Diese  Formel  nun  wendet  de  Heen  auch  auf  Flüssigkeiten  an. 
Welche  Bedeutung  der  Formel  eigentlich  für  yerschiedene  Tempe- 
raturen zukommt,  wird  nicht  gesagt.  Er  berechnet  d'  zwischen  10^ 
und  15^  für  Reihen  von  Substanzen  und  findet,  dass  analoge  Ver- 
bindungen durchschnittlich  gleiche  molekulare  Arbeit  auf- 
weisen. Indessen  schwankt  Ö^  für  die  Alkohole  zwischen  8,4  und 
14,3,  für  Formiate  zwischen  9,8  und  12,2,  für  Chloride  zwischen  20,3 
und  26,2.  Nach  Ostwald^)  soll  dieses  de  Ueen^sche  Gesetz  sehr  ein- 
zuschränken sein,  einerseits,  weil  es  für  Substanzen  geringe  molekulare 


^)  Physique  compar^  11,  p.  122. 
')  Stöchiometrie  1891,  S.  587. 
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Arbeiten  liefert,  bei  denen  man  nacb  ihrem  chemischen  Verhalten  be- 
deutende solche  Arbeiten  erwarten  sollte,  und  wiederum  bei  anderen 
grosse  Arbeiten,  die  nur  geringe  haben  sollten.  Ausserdem  soll  die 
de  Heen 'sehe  Regel  nach  Berechnungen  von  Bartoli  und  Stracciati 
fär  gesättigte  Kohlenwasserstoffe  negative  Werthe  für  d'  ergeben.  Der 
Sinn  ist  wohl  der,  dass  hiernach  die  Grösse  mCp  —  2,4 n  bei  Flüssig- 
keiten nicht  die  molekulare  Arbeit  giebt,  sondern  bald  mehr,  bald 
weniger  als  diese  molekulare  Arbeit,  und  dem  wird  man  zuzustimmen 
haben. 

62.  Verdampfung  und  Erstarren  der  Flüssigkeiten. 

Die  Thermodynamik  der  Verdampfung  ist  bereits  im  ersten  Bande', 
Abschnitt  50  behandelt.  Auch  experimentelle  Angaben  finden  sich 
daselbst.  Hier  ist  das  dort  Gegebene,  wie  in  Aussicht  gestellt,  zu  yer- 
▼ollst&ndigen  und  zu  yerallgemeinern. 

Die  Verdampfung  findet  anscheinend  unter  allen  Temperaturen 
statt,  Herr  Ulrich  Dühring  hat,  worauf  noch  zurückzukommen  sein 
wird,  eine  Verdampfungsgrenze  angenommen,  die  für  Wasser  bei 
—  100^  C.  liegen  würde;  nach  der  kinetischen  Theorie  der  Substanzen 
wäre  eine  solche  jedoch  erst  im  absoluten  Nullpunkt  der  Temperatur  zu 
suchen.  Denn  erst  wenn  alle  Bewegung  der  Molekeln  ein  Ende  hat, 
werden  diese  Molekeln  die  Substanz  an  der  Oberfläche  auch  nicht  yer- 
lassen,  und  auf  diesem  Sichentfernen  der  Molekeln  an  der  Oberfläche 
beruht  nach  der  genannten  Theorie  die  Verdampfung.  Praktisch  freilich 
wird  man  eine  Verdampfungsgrenze  viel  früher,  und  zwar  je  nach  der 
Substanz  in  höherer  oder  niederer  Temperatur,  ansetzen  können.  So 
▼erdampft  bei  0^0.  Quecksilber  so  wenig,  dass  seine  Spannung  nach 
Hertz  kaum  ein  Tausendtheil  Millimeter  erreicht,  während  Wasser  bei 
dieser  Temperatur  noch  eine  Spannung  von  4,6  mm  besitzt.  Hiernach 
würden  Flüssigkeiten  zu  sieden  aufhören  streng  genommen  erst  bei 
^  =  0 ;  der  Siedetemperatur  ^  =  0  würde  die  Dampfspannung  p  =  0 
angehören,  praktisch  kann  man  mit  U.  Dühring  auch  bei  «d*  =  173 
schon  p  =  0  setzen. 

Jeder  Siedetemperatur  gehört  eine  Spannung  zu,  also 
auch  jedem  Druck  eine  Siedetemperatur,  und  die  Spannungs- 
curven  setzen  die  Beziehung  zwischen  diesen  Grössen  fest.  Jene 
Dampfspannungscurven  resultiren  aus  der  Beziehung,  wonach  die 
thermodynamisohen  Potentiale  einer  Flüssigkeit  und  ihres  Dampfes 
einander  gleich  sind  (Bd.  I,  S.  423).  Indessen  ist  dabei  stets  voraus- 
gesetzt, dass,  wenn  Gleichgewicht  eingetreten  ist,  die  Flüssigkeit  nur 
unter  dem  Druck  ihres  Dampfes  steht,  ein  fremdes  Gas  (z.  B.  Luft) 
also  darüber  nicht  lagert.  Ist  ein  solches  Gas  noch  vorbanden,  so  be- 
wirkt es  eine  Druck  Vermehrung  und  dadurch  wird  die  Verdampfung 
geändert.      Ausserdem  treten   zwischen   den  Molekeln  des  Gases   und 
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denen  der  Flüssigkeit  Wechselwirkungen  ein  (analog  denen  zwischeD 
den  Molekeln  eines  Gases  oder  einer  Gasmischung),  wodurch  gleichfall» 
in  dem  Yerdampfungsvorgang  Aenderungen  he  wirkt  werden.  Den  Ein* 
fluss  der  Druckyermehrung  können  wir  aus  thermodynamischen  Be- 
trachtungen rechnerisch  ermitteln  ^). 

Eine  Flüssigkeit  sei  nach  unten  Yon  einem  Stempel,  nach  ohen 
von  einer  Memhran  hegrenzt,  welche  sie  seihst  gar  nicht,  wohl  aher 
ihren  Dampf  durchlässt.  Ueher  dieser  Memhran  hefinde  sich  ehenfalla 
ein  StempeL  Die  Stempel  müssen  selbstverständlich  reihungslos  gehen. 
Der  Druck  auf  die  Flüssigkeit  sei  P,  der  Dampfdruck  J>,  die  Temperatur 
▼ou  Dampf  und  Flüssigkeit  d".  Wir  steigern  die  Temperatur  von  ^  auf 
-ö"  +  d^,  der  Druck  auf  den  Dampf  soll  dann  von  p  auf  p  -{-  dp  erhöht 
werden,  derartig,  dass  dabei  von  der  Flüssigkeit  nichts  verdampft ;^ 
letztere  dehnt  sich  dann  nach  unten  vom  Volumen  v-2  auf  v^  -\-  dv^  aus 
und  leistet  eine  Arbeit  4*  PdV2.  Jetzt  verdampfen  wir  alle  Flüssigkeit 
bei  der  Temperatur  d"  -\-  dd"  und  unter  Constanthaltung  des  Druckes 
über  dem  Dampf.  Ist  Vi  das  Volumen  des  Dampfes  bei  einer  Tem- 
peratur d'  und  Vi  -\-  dv-i  das  bei  einer  Temperatur  d"  -\-  dd',  bo  haben 
wir  hier  noch  als  Arbeit  an  den  Stempeln  —  ^(v^  +  dv2)  +  (jp  +  dp} 
(Vi  +  dVi).  Wir  erniedrigen  die  Temperatur  auf  d",  v^  -{-  dVi  geht 
dann  auf  Vi  zurück  undjp  -1-  dp  auf  J9,  so  dass  die  Arbeit  wird  —  pdVi, 
Jetzt  machen  wir  die  Membran  für  die  Flüssigkeit  durchlässig,  für  den 
Dampf  undurchlässig,  entziehen  dem  Dampf  unter  Constanthaltung  des 
Druckes  p  und  der  Temperatur  ^  so  viel  Wärme,  dass  er  sich  ganz 
verflüssigt  und  in  die  Abtheilung,  wo  der  Druck  P  herrscht,  geht;  die 
Arbeit  ist  dann  Pv^  —  pvi.  Damit  ist  der  Process  beendet,  der  offen- 
bar reversibel  ist.  Im  Ganzen  ist  sonach  bis  auf  unendlich  kleine 
Grössen  zweiter  Ordnung  eine  Arbeit  Vi  dp  geleistet  und  eine  Wärme- 
menge r  abgegeben.     Nach  dem  Carnot' sehen  Satz  haben  wir 

f;^dp  =  -jrT  dd-. 

Die  Grösse  r  ist  aber  nichts  anderes  als  die  latente  Verdampfungs- 
wärme bei  der  Temperatur '9' ;  da  bei  der  Verflüssigung  des  Dampfes  P 
constant  gehalten  wurde,  so  haben  wir 

somit  nach  Gleichung  28)  auf  Seite  429  des  ersten  Bandes 

Kod-Jp  Vi       \dd'/ 

^}  Lewis,  ZeitBchr.  f.  phys.  Chemie,  Bd.  38  (1901),  S.  208.  Ich  habe- 
den  Beweis  möglichst  zu  verbessern  gesucht;  er  ist  aber,  wie  der  Leser  be- 
merken wird,  unsicher  genug. 
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Der  Differentialquotient  (  ö^j   bedeutet,  dass  die   Differentiation 

gemäss  der  Spannungsformel  zu  erfolgen  hat,  also  die  Spannungszu- 
nahme  dp  sein. soll,  wenn  &"  um  od"  zunimmt  und  der  Dampf  dabei 
gesättigt  bleibt.     Nun  ist  allgemein 

Aendern  wir  aber  bei  oonstanter  Temperatur  den  Druck  auf  die 
Flüssigkeit,  so  ändert  sich  der  Dampfdruck  entsprechend,  falls  der 
Dampf  immer  gesättigt  erhalten  wird,  somit  wird  dp  =  dP  und 
wir  haben 


^>       (ii)/*=['-(B)j-. 


oder,  da  in  diesem  Falle 

dP  _  fdp\ 

da- 
ist, 

wonach  wird 

(Ul=  ::• 

Diese  Gleichung  stammt  von  Poynting  her  und  giebt  die 
Spannungszunahme  dp  fGbr  eine  äussere  Druckzunahme  8P,  während 
die  Temperatur  constant  und  der  Dampf  gesättigt  erhalten  wird. 

In  genügendem  Abstände  von  der  kritischen  Temperatur  ist  v^  sehr 
klein  gegen  i^i,  also  auch  der  Einiluss  äusserer  Druckvermehrung  auf 
die  Dampfspannung  nnr  geringfügig,  je  mehr  man  sich  aber  der 
kritischen  Temperatur  nähert,  desto  mehr  wird  v^  =  v^  und  zuletzt 
ändert  sich  die  Dampfspannung  wie  der  äussere  Druck. 

Thomson  bereits  hat  geschlossen  (Bd.  1,  S.  452),  dass  über  einer 
concaven  Flüssigkeitsoberfläche,  in  Folge  des  Gapillardmckes ,  ein  ge- 
ringerer Dampfdruck  herrschen  muss  als  über  einer  ebenen  und 
umgekehrt  über  einer  convexen  ein  höherer.  Wir  haben  in  diesen 
Fällen  (S.  67) 

.P=4:(H)(i-+i-), 

wenn  i^,  Jßa  die  Hauptkrümmungsradien  der  Oberfläche   sind,   somit 
nach  3) 
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was  eben  der  Thomson^ sehen  Gleichung  entspricht  and  durch  die 
Erfahrung  vielfach  Bestätigung  gefunden  hat  Die  Gleichung  3)  hat 
aber,  wie  bemerkt,  allgemeinere  Bedeutung,  indem  sie  überhaupt  sich 
auf  äussere  Druckvermehrung  etwa  durch  über  der  Flüssigkeit  vor- 
handene Gase  bezieht. 

Dem  zweiten  flinfluss  solcher  Gase  Rechnung  zu  tragen  sind  wir 
nicht  in  der  Lage,  weil  die  molekularen  Wirkungen  nicht  hinlänglich 
bekannt  sind.  Er  ist  von  Regnault  und  Anderen  festgestellt  worden. 
Regnault  fand  die  Spannkraft  in  Gasen  immer  kleiner  als  im  Vacuum. 
Die  von  ihm  beobachteten  Differenzen  bei  Wasser,  wenn  es  einmal  im 
Vacuum,  dann  in  einer  Atmosphäre  von  Stickgas  verdampfte,  schwanken 
im  Temperaturintervall  0^  bis  32^  C.  zwischen  etwa  0,2  und  0,8  mm, 
sind  aber  nach  der  Temperatur  ziemlich  regellos  vertheilt.  Grössere 
Differenzen  ergaben  noch  flüchtigere  Flüssigkeiten,  z.  B.  Aether  solche 
bis  36  mm  bei  29®^).  Galitzin  bestätigte  Regnault's  Ermittelungen 
und  zugleich  das  Anwachsen  der  Dampfspannung  bei  Zunahme  des 
äusseren  Druckes. 

Der  Znsammelihang  zwischen  der  Spannung  und  der 
Siedetemperatur  scheint  in  sehr  hohem  Maasse  durch  die  Natur  der 
betreffenden  Substanz  bedingt  zu  sein.  Sind  doch  die  Siedetempera- 
turen der  verschiedenen  Elemente  unter  normalem  Druck  so  abweichend 
von  einander,  dass  sie  sich  über  ein  Intervall  von  mehr  als  2000<^  er- 
strecken. In  der  That  sind  bis  jetzt  allgemein  gültige  Gesetze  nicht 
gefunden;  eine  Reihe  von  Regeln,  welche  in  beschränkten  Gebieten  und 
bis  zu  einem  gewissen  Grade  von  Genauigkeit  ausreichend  sind,  hat 
man  jedoch  allmählich  ermittelt. 

Es  ist  zunächst  von  denjenigen  Formeln  zu  sprechen,  welche  auf 
Grund  thermodynamischer  Betrachtungen  abgeleitet  werden.  Wir 
gehen  von  der  Gleichung  243)  auf  Seite  429  des  ersten  Bandes  aus, 
indem  wir  setzen 

5)  Jr  —  p  {vy  —  V.2)  =  Jq. 

Q  bedeutet  die  innere  Verdampfungs wärme,  und  es  ist 

6)  Jq  =  U^—  Ü2. 

Für  zwei  Temperaturen  ^'  und  ^\  für  welche   wir  die   betreffenden 
Grössen  mit  Accenten  versehen,  ist 

7)  J  (q"  -  q')  =  Ui'  -  tri  -  {U2'  —  U^), 

Indem  wir  den  Dampf  als  noch  hinreichend  weit  vom  kritischen 
Zustande  annehmen,  können  wir  nach  Gleichung  38)  auf  Seite  193  des 
ersten  Bandes  setzen 

8)  üi'  —  u;  =  Je,  (^"  -  0'), 


*)  Müller,  Lehrb.  d.  Phys.,  Bd.  25,  S.  829. 


Q  =  r  —  ^(Vi  —v^)=-  +  (Cn  —  Cj)  ^, 


Spannungsformel  nach  U.  Hertz.  157 

woselbst  Cvj  die  specifische  Wärme  des  Dampfes  bei  constantem  Volumen 
sein  soll,  und  ebenso  nehmen  wir  für  die  Flüssigkeit  an 

9)  Ü2    —  üi  =  /Cj  (^'  —  ^\ 

woselbst  Cs  eine  Art  specifischer  Wärme  für  die  Flüssigkeit  bedeutet. 
Damit  wird 

10)  Q"  -9'=  {»"  -  &')  (C.  -  C,). 

Die  Unsicherheit  dieser  Gleichung  darf  aber  nicht  ausser  Acht  gelassen 
werden.  Es  ist  Yorausgesetzt,  dass  gesättigter  Dampf,  der  stets  ge- 
sättigt bleiben  soll,  sich  so  yerhält  wie  ein  Gas,  also  bei  Erhaltung 
der  Sättigung  und  Erhaltung  der  Dichte  nach  einer  Wärmezufuhr  die 
Energie  so  ändert  wie  ein  Gas  bei  gleicher  Wärmezufuhr  und  bei  Er- 
haltung der  Dichte,  wobei  letzteres  noth wendig  überhitzt  wird  (vergl. 
S.  142).     Nun  setzen  wir 

(f'-Q'(e^-c)  =  j  C 

und  für  q"  schreiben  wir  Q,  so  wird 

|(t;,-t;,)=- 

also  nach  28)  auf  Seite*  429  des  ersten  Bandes 

^  (Vi  —  ^2)^^  -  P  (Vi  -  V,)  =  C  +  J  (c^  -  c,)  ^. 

Wir  vernachlässigen  noch  V2  gegen  Vi,  setzen  nach  dem  Boyle-Gay- 

Lussac'schen  Gesetz  t?,  =  und  bekommen  damit 

P 

B»^'^-^l  =  R»  +  C  +  J  (Cr,  -  Ca)  ^, 

Cv  p 

oder  indem 

^  A       ^  r 

B~'^'E  ^^''^  —  ^2)  =  y 

1  8j    ^    1  J.  y 

p  d^^         »  '^  ^^  ~^  »' 
woraus  folgt 

11)  Jogp  =  (i+Y)1og»—^+B, 
oder 

_  A 

12)  p=ad'^^Ye     ». 

a   bedeutet    eine    Integrationsconstante.       Das   ist    die  von   Hertz  i) 
'  abgeleitete  Dampfspannungsgleichung.     Sie  gilt  nur  für  hinreichende 


gesetzt  wird, 


*)  Wiedem.  Ann.,  Bd.  17.  8.  193  ff. 
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Entfernung  vom  kriüschen  Znstande  ^).  Hertz  hat  seine  Formel  für 
Qaeoksilber  angewendet.  Er  giebt  nach  Winkelmann  c^  =  0,033, 
nach  Kundt  und  Warburg  (^  =  0,0149,  womit  wird  l  -\-  y  = 
—  0,847.  Die  beiden  anderen  Constanten  a  und  A  bestimmt  er  durch 
Ausgleichung  aus  den  unmittelbaren  eigenen  Beobachtungen  von  p 
und  -0-  zwischen  etwa  90«  und  207®  C,  zu  loga  =  10.592  71,  JogÄ  = 
3,886  22.  Folgende  seiner  Abhandlung  entnommene  Zusammenstellung 
zeigt,  wie  weit  die  Formel  die  Beobachtungen  darzustellen  vermag. 


^—273 

P 

Jp 

Jb 

ii  —  273 

P 

Jp 

Jit 

0  0. 

mm 

mm 

00. 

00. 

mm 

mm 

OC. 

89,4 

0,16 

±  0,00 

0,0 

184,7 

11,04 

+  0,15 

+  0,4 

117,0 

0,71 

+  0,04 

+  1.1 

190,4 

12,89 

+  0,37 

-0,8 

154,2 

3,49 

+  0,01 

+  0,1 

203,0 

20,35 

+  0,24 

+  0,3 

165,8 

5,52 

+  0,04 

+  0,2 

206,9 

22,58 

—  0,20 

-0,3 

177,4 

8,80 

-0,22 

-0,7 

— 

— 

— 

" 

^p  giebt  die  nach  der  Formel  übrig  bleibenden  Fehler,  wenn  die  Tem- 
peraturen, z/d"  die  entsprechenden  Fehler,  wenn  die  Drucke  als  richtig 
angenommen  werden.  Die  Uebereinstimmung  muss  als  gut  bezeichnet 
werden,  zumal  die  Zeichen  der  Fehler  hinreichend  wechseln. 

Nach  Woringer')  soll  die  Hertz'sche  Formel  nicht  immer  aus- 
reichend sein,  sie  wird  von  ihm  wie  folgt  erweitert: 

_h 

p  =  ae    ^i^  +  ^i9^' 

a,  h,  c,  d  werden  als  willkürliche  Constanten  bezeichnet.  Aus  seinen 
Angaben  l&sst  sich  aber  nicht  entnehmen,  in  wie  weit  die  Hertz'sche 
Formel  selbst  oder  nach  ihrer  Erweiterung  der  Erfahrung  entspricht, 
da  bei  den  Zusammenstellungen  die  wichtigsten  Angaben  fehlen. 
Uebrigens  entspricht  die  Formel  von  Hertz  der  von  Rank  ine  oder 
Dupr6  zuerst  aufgestellten 

h 


13) 


log  p  =  a 


^ 


+  c  log  d-. 


Bertraud  hat  diese  Gleichung  an  16  Flüssigkeiten  geprüft  und  stets 
gute  Uebereinstimmung  gefunden.  Hinsichtlich  der  Angaben  für  die 
Constante  c  habe  ich  Folgendes  zu  bemerken.  Diese  Grösse  c  ist 
gleich  l  -\-  y.  Hierfür  fand  Hertz  unter  Benutzung  der  physi- 
kalischen Bedeutung  von  y  den  Werth  —  0,847.  Bertrand  dagegen 
giebt  hierfür  +  3,8807,  also  nicht  einmal  im  Zeichen  übereinstimmend. 
Ueberhaupt  haben  wir 


^)  Zu  vergleichen  auch  M.  Planck,  Vorlesungen  über  ThermodyDamik, 
8.   136. 

*)  Zeitschr.  f.  physik.  Chemie,  Bd.  34  (1900),  S.  259. 
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1  f  y  =  i  +  I  (c„  -  c,). 

IN  an  ist  nach  Gleichung  18)  auf  Seite  189  von  Band  I 

R  _ 

fiomit  wird 

1  +  y  =  ^  (cpx  —  Ci). 

Nach  Hertz  wäre  demnach  die  specifische  Wärme  des  flüssigen 
^Quecksilbers  grösser  als  die  des  Dampfes  für  constanten  Druck,  nach 
Bertrand^s  Angaben  für  die  Constante  dagegen  kleiner,  und  ebenso 
für  Stickoxydul  und  für  Kohlensäure.  Bei  Quecksilber  trifft  das  nicht 
zu,  weil  hierfür  Cp^  =  0,025,  dagegen  c^  =  0,083  ist.  Es  ist  kaum 
anzunehmen,  dass  andere  Flüssigkeiten  sich  anders  verhalten  werden, 
so  dasB  hiernach  die  Formel  ihren  physikalischen  Werth  verlieren  würde. 
Nach  Bar  US  soll  die  Constante  c  =  1  -|~  y  für  Wasser  und  ihm  so 
fremde  Substanzen  wie  Wismuth,  Zink,  Schwefel,  Cadmium  gleichwohl 
denselben  Werth  haben.  Da  er  jedoch  hierfür  lediglich  den  Bert- 
ran duschen  Werth  für  Wasser  angiebt,  so  hat  er  wohl  C  selbst  nicht 
ermittelt  und  es  folgt  ans  seinen  Untersuchungen  nur,  dass  die  Formel 
auch  mit  zwei  Constanten  den  Beobachtungen  angepasst  werden 
kann,  was  Hertz  für  Quecksilber  schon  nachgewiesen  hatte.  That- 
sächlich  wird  c  für  verschiedene  Substanzen  verschieden  sein,  wie  schon 
aus  Bertrund's  Berechnung  hervorgeht  und  wie  aus  der  physikalischen 
Bedeutung  des  c  sich  ergiebt.  So  ist  für  Quecksilber  Cp^  —  Cg  =  —  0,008, 
dagegen  für  Wasser  etwa  Cp^  —  c.2  =  —  0,62,  also  c  physikalisch  für 
Wasser  mehr  als  70  Mal  so  gross  wie  für  Quecksilber. 

Von  Bertrand's  Berechnungen  theile  ich  nur  die  für  Wasser  mit. 
Die  Formel  lautet: 

2795 
}gp=  17,443  24 ^  +  3,8682  lg  ^ 

und  danach    ergiebt    sich    die   Zusammenstellung   (siehe    Tabelle    auf 
folgender  Seite). 

Bis  -|-  10°  ist  die  Uebereinstimmung  eine  fast  vollkommene,  als- 
dann sind  die  berechneten  Zahlen  bis  zu  200°  fast  sämmtlich  zu  gross, 
hierauf  werden  sie  zu  klein.  Im  Ganzen  ist  die  Formel  offenbar  gut 
und  der  Mangel  an  Uebereinstimmung,  der  sich  noch  zeigt,  würde  durch 
genauere  Ausgleichung  sicher  zu  heben  sein.      Die  Constante  c  sollte 

theoretisch  0,62  — ,  also  etwa  5,6  sein,  was  von  der  angenommenen 
Ji 

Zahl  3,8682  gar  nicht  so  sehr  abweicht. 


»)  1.  c,  8.  156  ff. 
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P 

P 

^  —  273 

nach 
Begnault 

berechnet 

^  —  273 

nach 
Begnault 

berechnet 

xnm 

mm 

mm 

mm 

—  80 

0,39 

0.39 

100 

760,00 

763,04 

26 

0,60 

0,61 

110 

1  075,37 

1  081,48 

20 

0,93 

0,95 

120 

1  491,28 

1  499,64 

15 

1,40 

1,45 

130 

2  030,28 

2  045,16 

10 

2,09 

2,16 

140 

2  717,6 

2  738,12 

—     5 

3,11 

3,17 

150 

3  581,2 

3  608,48 

0 

4,60 

4,59 

160 

4  651,6 

4  683,52 

+  10 

9.16 

9,19 

170 

5  961,7 

5  997,16 

20 

17,39 

17,48 

180 

7  546.4 

7  581,00 

30 

31,55 

31,92 

190 

9  442,7 

9  469,60 

40 

54,91 

55,10 

200 

11  689,0 

11701,72 

50 

91,98 

91.96 

210 

14  324,8 

14  297,12 

60 

148,79 

148,96 

220 

17  390  4 

17  306,72 

70 

283,09 

233,32 

230 

20  926,4 

20  757,88 

80 

354,64 

355,61 

300 

— 

59  858,36 

90 

525,45 

526,68 

320 

— 

76  562,40 

Bertrand  selbst  hat  Formeln  aufgestellt,  welche  wenigstens  zum 
Theil  thermodynamisch  gestützt  sind.  Er  bemerkt,  dass  für  gesättigten 
Wasserdampf  eine  der  Boyle-Gay-Lussac^schen  Gleichung  ähnliche 
Beziehung  besteht,  nämlich 

14)  pv  =  A{!&  +  127). 

In  den  von  ihm  gewählten  Einheiten  findet  er  im  Durchschnitt 
A  =  2,476.  Die  Einzelwerthe,  die  ich  anführe,  weil  die  obige  Formel 
an  sich  Interesse  hat,  sind  folgende : 


ü^  —  273 

A 

1 

»  —  273 

A 

0 

2,4225 

110 

2,5098 

10 

2,4256 

120 

2,5099 

20 

2,4314 

130 

2,5083 

30 

2,4407 

140 

2,5047 

40 

2,4513 

150 

2,4997 

50 

2,4628 

160 

2,4928 

60 

2,4753 

170 

2,4840 

70 

2,4865 

180 

2,4734 

80 

2,4963 

190 

2,4615 

90 

2,5030 

200 

2,4488 

100 

2,5074 

— 

— 
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Also  ganz  constant  ist  A  nicht,  die  Grösse  wächst  vielmehr  bis 
etwa  115^,  um  dann  abzunehmen;  aber  als  nahezu  constant  darf  sie 
gelten,  die  grössten  Abweichungen  Yom  Mittelwerth  betragen  nur 
+  0,054  bezw.  —  0,034.  Nun  Iftsst  Bertrand  an  der  schon  oft 
fc  citirten  Formel  für  die  Yerdampfungswärme  das  v^  fort,  nimmt  fclr  r 

eine  lineare  Abhängigkeit  von  der  Temperatur  an,  gemäss  Regnault 

r  =  800  —  0,705  -O" 
und  bekommt  wegen 

}^dp  _  J  (800  —  0,705  ^) 
p  d^  ~  Aid'  -^  127)2,476' 

woraus  sich  schliesslich  ergiebt 

^°)  ^  —  ^  (^  _|.  i27)88»«* 

und  mit  dem  Werth  p  =  760  für  ^  =  373 

logP=  34,210  83. 
Das  ist  die  Formel,  auf  welche  schon  Bd.  I,  S.  450  hingewiesen  war. 
^  Dort  ist  auch  gezeigt,  dass  mit  den  (von  den  obigen  abweichenden) 

Constanten  yon  Cailletet  und  Colardeau  in  der  That  für  Wasser- 
dampf eine  vorzügliche  Uebereinstimmung  bis  zu  375^0.  sich  ergiebt. 
Bertrand  hat  seine  Formel  mannigfach  abgeändert.     FQr  einige 
Substanzen  lautet  sie 

16)  p  =  P^, 
und  es  ist 

für  Kohlensäure n  =     7,50 

für  Alkohol n  =  17,20 

für  Quecksilber        n  =  13,35. 

Für  andere  wieder  setzt  er 

17)  ^  =  p(^_+_j, 

und  er  macht  darauf  aufmerksam,  wie  verschiedene  Werthe  man  den 
Constanten    geben    kann,    ohne    die  Uebereinstimmung   mit  der  Er- 
fahrung allzusehr  zu  gefährden.     So  prüft  er  obige  Formel  mit  nicht 
p  weniger  als  fünf  Constantensystemen,  wobei  die  wichtigste  Constante  n 

zwischen  42  und  100  schwankt.  Hier  sind  wir  schon  mitten  in  das 
System  der  Interpolationsformeln  gelangt,  und  in  der  That  stimmt  die 
letzte  Formel  mit  einer  von  Antoine^)  aufgestellten  solchen  Formel 
überein. 

0  Oompt.  rend.  Bd.  107  (1888),  8.  681. 
Weinstein,  Thermodynamik.    II.  n 


162 


Zehntes  Capitel. 


Eine  gewisse Aehnlichkeit  mit  der Rankine-Dupre'scben Formel 
hat  die  gleichfalls  aus  der  thermodynamischen  Gleichung  28)  auf 
Seite  429  des  ersten  Bandes  unter  Znhülfenahme  von  einer  Reihe  von 
Vernachlässigungen  ableitbare  Pictet'sche  Formel 


18) 


logp  =  A^B^-^-%—'*l^ 


Eine  zweite  Klasse  von  Formeln  ist  aus  gewissen  Ansichten  über 
die  Constitution  der  Flüssigkeiten  und  Dämpfe  und  über  die  Wirkung 
der  Wärme  auf  die  Substanzen  abgeleitet.  Hier  kommt  yor  Allem  die 
ausgezeichnete  Formel  von  Ulrich  Dühring  in  Frage,  die  zwar  kein 
Naturgesetz  darstellt,  aber  einem  solchen  anscheinend  sehr  nahe  kommt 
und  eine  ziemlich  weitgehende  Anwendung  finden  darf^).  Demnach 
ist  für  zwei  Spannungen  p,  p^  und  zugehörige  Temperaturen  «&,  O'o 

^i  bedeutet  die  „V^erdampfungsgrenztemperatur",  y  ist  eine  Constante. 

Winkelmann ^)  hat  diese  Formel,  anscheinend  ohne  Dühring's 

Arbeit  zu  kennen,  gleichfalls  aufgestellt  und  geprüft.     Dühiring  setzt 

an  für  Wasser  ii  =  —  100;  nimmt  man  dann  noch  jpo  =  760,  also 

P 
t  =  100<>  und  schreibt  W   für   y—,  so  wird 

20)  t  =  200  n^9h  _  100, 

1 


logh 


ist  gleich  der  Dühring' sehen  Constante  y.    b  findet  er  für  Wasser 


aus  Regnault's  Versuchen  gleich  1,3652.   Folgende  Tabelle  zeigt,  wie 
weit  Ueberein  Stimmung  mit  den  T  hat  Sachen  vorhanden  ist. 


1 

p 

Atmosph. 

Siedetemperatur 

beobachtet  von 
Reenault 

berechnet 

Differenz 

oc. 

"C. 

1 

1 

100,00 

100,00 

+  0.00 

y.     1 

82,06 

81,71 

—  0,35 

V^       1 

65,74 

65,36 

—  0,38 

V.    ! 

50.88 

50.64 

—  0.24 

Vu        1 

37,35 

37,31 

—  0,04 

Va.         , 

25,04                  25,14 

+  0,10 

V«      ' 

13,82                  13,95 

+  0,13 

%« 

+     3.62            +     3,61 

—  0,01 

V«. 

—     5,66 

—     5,67 

—  0,01 

*)  Neue  Grundsätze  zur  rationellen  Physik  und  Chemie,  erste  Folge  (1870), 
8.  70;  zweite  Folge  (1886),  8.  115  ff. 

■)  Wiedem.  Ann.,  Bd.  9  (1880).  8.  214  ff. 
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Beachtet  man,  dass  die  Formel  nur  eine  Constante  hat,  and  dass 
diese  offenbar  nur  ans  einer  Beobachtung  ermittelt  ist,  so  muss  die 
Uebereinstimmnng  als  eine  recht  gute  bezeichnet  werden. 

Indessen  bemerkte  Winkelmann,  dass  diese  Uebereinstimmung  fOr 
grössere  Drucke  nicht  mehr  in  ausreichendem  Maasse  vorhanden  i^t.  Er 
hat  die  Formel  deshalb  sunAchst  dahin  abgeändert,  dass  er  für  Wasser 
21)  i  =  200[h(n  +  l)*]«<v"  —  100 

setzte,  welche  Formel  bei  Wasser  bis  fast  zu  23  Atmosphären  Druck 
gute  Dienste  leistet;  sie  enthält  allerdings  schon  zwei  Constanten. 
Dann  aber  glaubte  er  physikalisch  leichter  zu  deutende  Formeln  zu 
erhalten,  wenn  er  in  der  Düh ring' sehen  Formel  logh  ersetzte  durch 

A  -^,  woselbst  dn  die  Dichte  des  Dampfes  bei  dem  Drucke  n  und  d  die 

normale  Dichte  sein  sollte. 


Für  Wasser  würde  die  Formel  lauten 
t  =  200  n^T  —  100 


22) 

die  Ermittelung  von  d»  bereitet  grosse  Schwierigkeiten.  Winkel  mann 
nimmt  unterhalb  von  50^0.  die  Dichte  des  Wasserdampfes  constant 
gleich  der  Normaldichte  0,623  an,  oberhalb  50<^  berechnet  er  sie  aus 
der  Formel  für  die  Yerdampfungsw&rme  unter  Zugrundelegung  der 
Regnault' sehen  Zahlen  för  die  Yerdampfungswärme  und  die 
Spannangscurve.  So  gelangt  er  zu  folgenden  Ergebnissen  für  Wasser, 
indem  Ä  =  0,136  11  gesetzt  wird: 


p 

dn 

/ 

Differenz 

Atmosph. 

beobachtet 
•0. 

berechnet 
0  0. 

Vi« 

0,623 

3,61 

3,77 

—»0,16 

y« 

0.623 

13,95 

13,97 

1   —  0,02 

y« 

0.623 

25,14 

25,17 

1   —  0,08 

Vi. 

0,623 

37,31 

37,46 

—  0,15 

y. 

0,623 

50,64 

50,90 

—  0,26 

V4 

0,8278 

65,36 

65,57 

—  0,21 

y. 

0,6336 

81,71 

81,88 

—  0,12 

1 

0,6402 

100,00 

100,00 

1   ±  0,00 

2 

0,6484 

120,60 

^   120,49 

1   +  0,11 

3 

0,6540 

133,91 

133,76 

1   +  0,16 

4 

0,6586 

144,00 

147,83 

+  0,17 

5 

0,6624 

152,22 

152,08 

+  0,14 

6 

0,6659 

159,22 

159,11 

-f  0,11 

7 

0,6690 

165,34 

165,30 

+  0,04 

8 

0,6717 

170,81 

170,81 

±  0,00 

9 

0,6743 

175,77 

175,86 

'   —  0,09 

10 

0,6767 

180,31 

180,48 

'   —  0,17 

164  Zehntes  Capitel. 

Für  andere  Flüssigkeiten  hat  Winkel  mann  die  Formel  ebenfallB 
geprüft.  Da  die  Zahl  200  für  Wasserdampf  gleich  war  t^  —  ^  = 
100  —  ( —  100),  so  setzt  Winkelmann  entsprechend  z.  B.  für  Aether 
an  deren  Stelle  166,14  <f-  34,96,  für  Aceton  150,89  +  56,32  u.  s.  f. 
Für  Ä  nimmt  er  bei  allen  von  ihm  untersuchten  Flüssigkeiten :  Aether, 
Chloroform,  Ghlorkohlenstofif,  Schwefelkohlenstoff  denselben  Werth  an, 
und  zwar  den  für  Wasser.  Die  Uebereinstimmung  ist  fast  immer  eine 
gute,  und  die  Möglichkeit,  selbst  bei  so  yerschiedenen  Flüssigkeiten 
wie  Aether  und  Wasser  für  Ä  gleichwohl  denselben  Werth  annehmen 
zu  können,  spricht  sehr  zu  Gunsten  der  Formel,  jedoch  zu  Gunsten  der 
Düh ring' sehen  Theorie,  und  in  dieser  würde  y  für  Stoffe  der  genannten 
Art  fast  denselben  Werth  haben. 

Eine  weitere  Stütze  hat  die  Dühring-Winkelmann'sche  Glei- 
chung in  den  Untersuchungen  von  0.  Schumann  gefunden  ^).  Setzt  man 

tn  =  (a  +  h)n^  d  —  a, 

wo  also  —  a  die  Yerdampfnngsgrenztemperatur  ist,  so  ermittelt  der 
Genannte  nach  einem  hier  nicht  ans  einander  zu  setzenden  Verfahren 
beispielsweise  bei  Ameisensfture-Methylester  zwischen  den  Temperaturen 
—  24**  und  +  9®  für  a  Werthe,  welche  regellos  nur  zwischen  156^ 
und  160^  schwanken  und  er  findet  auch  im  Uebrigen  eine  gute  Ueber- 
einstimmung der  Formel  mit  den  beobachteten  Werthen.  Freilich 
erstreckt  sich  seine  Untersuchung  nur  auf  die  homologen  Ester  von 
Fettsäuren.  Die  Constante  Ä  hat  auch  er  für  alle  Yon  ihm  unter- 
suchten Substanzen  (28)  gleich,  und  wie  Winkel  mann  gleich  der  für 
Wasser  angenommen.  Die  einfachere  Dühring^sche  Formel  soll 
nicht  vollständig  genügen.  Auf  eine  mögliche  Variabilität  seiner  Con- 
stante y  mit  der  Temperatur  hat  aber  Düh  ring  selbst  schon  hin- 
gewiesen.    * 

Uebrigen  8  verleiht  Schumann  der  Winkel  mann 'sehen  Formel 
die  allgemeine  Gestalt 

d^ 

23)  p^-d'  =  Bd' 

und  stellt  sie  in  Parallele  zu  der  Boyle-Gay-Lussac 'sehen  Gleichung. 
Das  hat  aber  kaum  besonderen  Werth ,  und  die  Deutung,  die  ihr  vom 
Autor  verliehen  wird,  scheiBl  sehr  anfechtbar.  Diese  „Constante*  B 
ist  mit  der  Gasconstante  B  gar  nicht  zu  vergleichen,  ebenso  wenig 
dieses  '&  mit  dem  d"  in  der  Zustandsgieichung  der  Gase.  Auf  eine 
andere  Form,  die  die  Winkelmann'sche  Gleichung  annehmen  kann, 
hat  Herr  Ostwald^)  aufmerksam  gemacht.    Beachtet  man  nämlich  das 


0  Wiedem.  Ann.,  Bd.  12,  8.  58  ff. 
*j  Lehrb.  d.  allg.  Chemie  I,  S.  322. 
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Yon  Herwig  ermittelte  Gesetz  der  Dampfdichten  (Bd.  1,  S.  453),  so 
geht  Winkelmann's  Gleichung  über  in 

24)  t^  =  {a  +  b)  nO.»«6AVJ  _  ^ 

„welche  indessen  nur  so  lange  gilt,  als  0,0595  \d'  ^  1  ist**.  Die  auch 
sonst  beschränkte  Bedeutung  dieser  Gleichung  hat  der  Autor  selbst 
herrorgehoben,  yielleicht  würde  sie  sich  genauer  angeben  lassen,  wenn 
für  das  Herwig^sche  Gesetz  ein  genaueres  bekannt  wäre. 

Die  Hauptschwierigkeit  liegt,  wie  bemerkt,  in  der  Annahme  einer 
vom  absoluten  Nullpunkt  verschiedenen  Verdampfungstemperatur. 
Eine  solche  hat  übrigens  nach  Dühring  auch  Antoine^)  eingeführt. 
Er  setzt 

25)  logp  =  A'-^_^' 

Für  Wasser  findet  er  hiernach  die  Grenze  bei  /  =  —  260,  also  fast 
im  absoluten  Nullpunkt,  und  die  Formel 

..«,^  1956 

^,1>  =  54310-^— 

soll  die  Spannung 8 cui*Ye  des  Wasserdampfes  bis  dicht  heran  zum 
kritiachen  Zustande  (wie  die  erste  B  er t ran  d 'sehe  Formel)  darstellen 
können. 

Gleichfalls  aus  theoretischen  Erwägungen  hat  de  Heen  die 
Formel  abgeleitet^): 

26)  i>  = 


(■  +  /+.)" 


Eine  Prüfung  hat  keinen  rechten  Werth,  wie  Winkelmann  mit  Recht 
hervorhebt,  da  die  Formel  über  vier  Constanten  verfügt. 

Das  Heer  der  eigentlichen  Interpolationsformeln  ist  in  diesem 
Buche  zu  übergehen,  der  Leser  findet  eine  fast  erschöpfende  Zusammen- 
stellung in  der  öfter  citirten  Encyklopädie  der  Physik  von  Winkel- 
mann. 

Alles  Yorstehende  betraf  die  Dampfspannung  einer  einzelnen 
Flüssigkeit.  Wir  kommen  zu  der  Vergleichung  der  Dampfspannungen 
verschiedener  Stoffe  mit  einander. 

Bereits  im  ersten  Bande  ist  wenigstens  eine  Beziehung  namhaft 
gemacht  worden,  die  Dalton*sche,  wonach  die  Spannkräfte  der  Dämpfe 
verschiedener  Substanzen  in  gleichen  Abständen  von  den  normalen 
Siedetemperaturen  ihrer  Flüssigkeiten  gleich  sein  sollen.  Wir  können 
das  auch  so  ausdrücken:  Die  Spannkraftscurven  verschiedener  Stoffe 
müssen    sich    durch    Verschiebung    in    Richtung    der    Temperaturaxe 


*)  Compt.  rend.,  Bd.  110  (1890),  8.  632. 

•)  Encyklopädie  der  Physik,  Bd.  II,  2,  S.  730. 
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ihrer  ganzen  Aasdehnung  nach  zur  Deckung  bringen  lassen,  sie  laufen 
also  kurz  gesagt  parallel.  Das  trifft  nun  wohl  in  einzelnen  Fällen, 
sicher  jedoch  nicht  allgemein  zu.  So  zeigt  K  a  h  1  b  a  u  m  ^)  z.  B.» 
dass  schon  bei  so  verwandten  Substanzen,  wie  die  Benzolderivate  sind, 
ein  Durchschneiden  der  Curven  stattfindet.  Ordnet  man  die  Substanzen 
nach  der  Höhe  ihrer  Siedetemperaturen  einmal  für  760  mm  Druck,  das 
andere  Mal  für  6  mm  Druck,  so  sollte  doch  wenigstens  die  Reihenfolge 
der  Substanzen  in  beiden  Fällen  die  gleiche  sein;  das  tri£fl  aber  nicht 
zu.     Es  ergiebt  sich: 


Bei  760  mm 


Siedepankt 


Bei  6  mm 


Siedttpimkt 


Benzol    .    . 

Brombenzol 

Benzaldebyd 

Phenol   .    . 

Anilin     .    . 

Benzonitril 

Banzylalkobol 

Nitrobenzol 

Benzoesäure 


80,8«  C. 

155.5  « 

178.8  „ 
181,4  „ 

183.9  „ 

190.6  „ 
205,0  , 
208,8  , 
249,0  , 


Benzol  .  .  . 
Brombenzol  . 
Benzaldehyd 
Benzonitril  . 
Anilin  .  .  . 
Phenol  .  .  . 
Nitrobenzol  . 
Benzylalkohol 
Benzoesäure . 


32,5«  C. 

53.0  , 

59.»  n 

60,5  , 

65.8  , 

76.1  „ 

83.9  . 
121.2  , 


Zu  einem  gleichen  Ergebniss  führt  auch  die  unmittelbare  Ver- 
gleichung  der  Gurven.  Die  folgende  Zusammenstellung  giebt  die  be- 
treffenden Zahlen  für  Anilin  und  Dimethylanilin : 


t 

p 

Differenz 

Anilin 

Dimethylanilin 

mm 

•c. 

•0. 

•c. 

760 

183,8 

193,1 

'             ir.8 

600 

175,4 

183,9 

8,5 

400 

161,2 

169,2 

8.0 

200 

139,3 

146,0 

6,7 

100 

119,8 

125,7 

5,9 

50 

102,5 

108,2 

5,7 

15 

76,8 

81,2 

4,4 

5 

57,9 

61,6 

3,7 

Genau  denselben  Gang  der  Differenzen  zeigen  Methylanilin  und 
Aethylanilin,  es  fallen  diese  Differenzen  bei  gleichen  Drucken  von  10,2 
bis  4,3^0.    Dagegen  ist  der  Gang  entgegengesetzt  zwischen  Dimethyl- 


^)  Zeitschr.  f.  physik.  Cbem..  Bd.  26,  8.  605. 


Formel  von  U.  Dühring.  167 

anilin  und  Methylanilin.  Also  bei  den  beiden  ersten  Paaren  gehen  die 
Gurven  nach  einer  Seite,  bei  dem  letzten  Paar  nach  der  entgegen- 
gesetzten Seite  ans  einander.  Kahlbanm  führt  noch  viele  andere  ent- 
sprechende Beispiele  an.  Zu  demselben  Ergebniss  ist  Woringer^) 
für  die  von  ihm  untersuchten  Substanzen  gelangt,  auch  hier  diver- 
giren  die  Curven  auf  der  einen  oder  anderen  Seite.  So  fallen  die 
Siedepunktsdifferenzen  zu  gleichen  Drucken  bei  Hexan  und  Octan  von 
56,0<^  C.  bei  800  mm  Druck  bis  45,5<^  C.  bei  50mm  Druck,  ähnlich 
zwischen  Octan  und  Deoan  von  34,4<^  C.  bis  29,0^  C,  wiewohl  die  Stoffe 
einer  homologen  Reihe  angehören.  Ebenso  divergiren  die  Curven  der 
Methylben zoate  und  viele  andere. 

Ulrich  Dühring^)  hat  ein  Gesetz  aufgesteUt,  welches  das 
Dalton'sche  Gesetz  als  Sonderfall  in  sich  fasst  und  zweifellos  sich 
mehr  den  thatsächlichen  Verhältnissen  anpasst  als  dieses.  Sind  t,  io 
die  zu  gleichem  Drucke  gehörigen  Siedetemperataren ,  so  soll  für  aUe 
beliebigen  Drucke  und  jedes  beliebige  Flüssigkeitspaar  sein: 

Nennen  wir  t  und  Iq  die  Siedetemperaturen  etwa  bei  dem  Normal- 
druck, so  hätten  wir 


27,) 

t-t  =  q(to-tol 

also  wäre 

28) 

t  —  t          »  — -& 

eine  Constante.  Die  Dal  ton' sehe  Regel  würde  q  =  1  erfordern. 
D  üb  ring  weist  nach,  dass  für  Wasser  und  Quecksilber  das  q  von 
5  mm  Dampfdruck  bis  zu  10  Atmosphären  doch  nur  von  2,05  auf  1,95 
f&Ut,  also  in  der  That  fast  constant  ist.  Der  Mittelwerth  ist  etwa  2. 
Bei  den  von  Dühring  untersuchten  Substanzen  lag  q  zwischen  0,5 
und  2,3.  Als  eine  sehr  gute  Regel  wird  die  Dühring 'sehe  Gleichung 
nunmehr  anerkannt,  sie  führt  in  sehr  vielen  Fällen  zu  hinlänglich  an- 
genäherten Ergebnissen  und  gestattet  die  Siedepunkte  jeder  Substanz 
für  jeden  Druck  zu  ermitteln,  wenn  sie  für  nur  zwei  Drucke  bekannt  sind 
und  wenn  ausserdem  die  Span nkraftscurve  einer  Substanz  bekannt  ist. 
Genau  stimmt  das  Gesetz  nicht,  wofür  schon  das  von  Dühring  selbst 
herangezogene  Beispiel  des  Acetons  angeführt  werden  kann.  Wasser 
ist  zu  Grunde  gelegt.  Die  Differenzen  zwischen  den  beobachteten  und 
berechneten  Siedetemperaturen  sind  aber  von  etwa  400  mm  bis  760  mm 
entgegengesetzt  den  Differenzen  von  760  mm  bis  7080  mm  und  zeigen 
einen  ausgesprochenen  Gang,  der  sich  durch  Ansetzung  eines  anderen 


')  Zeitschr.  f.  physik.  Chem.,  Bd.  34,  8.  257  ff. 
•)  L.  c. 
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WertheB  für  q  nicht  entfernen  l&sst.  Ferner  hat  Kahlbaum*)  nach- 
gewiesen, dass  aus  der  Spannkraftscur^e  fär  Wasser  berechnet  die 
Curve  für  z.  B.  Essigsäure,  Ameisensäure,  Normal-Buttersäure,  Normal- 
Valerian säure ,  Normal -Heptylsäure,  Isobuttersäure,  Isokapronsäure 
anders  veriäuft,  als  aus  der  Spannkraftscurye  für  Propionsäure  er- 
mittelt, was  nicht  der  Fall  sein  dürfte,  wenn  die  Dühring^sche  Regel 
streng  richtig  wäre.  Ich  darf  aber  zu  bemerken  nicht  unterlassen, 
dass  mir  die  Abweichungen  doch  recht  unbedeutend  erscheinen,  und 
ich  in  Kahlbaum's  Kritik  eher  eine  Bestätigung  der  Du  bringt  sehen 
Formel  sehen  möchte. 

Setzen  wir,  wie  es  nach  der  kinetischen  Theorie  der  Sub- 
stanzen sein  soll,  als  Yerdampfungsgrenze  für  alle  Flüssigkeiten  den 
absoluten  Nullpunkt  an,  wobei  dann  der  Druck  für  alle  Null  sein 
würde,  so  hätten  wir,  wenn  d'Q  :=:  0  ist,  auch  #•  ==  0,  somit 

29)  g  =  -s-- 

Die  absoluten  Siedetemperaturen  zweier  Stoffe  bei  gleichem  Drucke 
ständen  also  für  alle  Drucke  in  dem  nämlichen  Verhältniss.  Gewöhnlich 
wird  diese  Gleichung  als  eine  Folge  des  Du  bringt  sehen  Gesetzes  und 
eines  anderen  von  Ramsay  und  Young  aufgestellten,  bald  zu  be- 
handelnden Gesetzes  betrachtet ;  sie  ist  aber  lediglich  das  Dühring'sche 
Gesetz,  angewendet  auf  den  Fall,  dass  alle  Stoffe  bei  der  absoluten 
Temperatur  0^  den  gleichen  Dampfdruck  0  besitzen.  Auch  diese 
Formel  wird  angenähert  bestätigt.  So  ist  für  Wasser  als  Vergleichs- 
stoff und  Quecksilber  (nach  Ramsay  und  Young): 


p 

» 

9 

mm 

Wasser 

Quecksilber 

1 

84,4 

304,5 

495,15 

1 

0,615 

124,35 

329,2 

543,3 

1           0,606 

157,15 

334,2 

553,2 

1           0,604 

769,93 

373,36 

631,46 

0,591 

2896,9 

415,26 

720,0 

0,577 

2904,5 

415,36 

721,0 

0,576 

Die  Zahlen  für  q  liegen  zwischen  0,62  und  0,58,  sind  also  nicht 
sehr  verschieden  von  einander,  indessen  fallen  sie  mit  steigender 
Temperatur.  Aehnliches  findet  statt  nach  den  Ermittelnngen  von 
Richardson'). 


0  L.  c. 

»)  Winkelmann,  Encyklopädie  der  Physik,  Bd.  2(11),  S.  718. 
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Folgende  Zasammenstellung  ist  sehr  lehrreich,  Wasser  ist  wieder 
YerBuchsflüasigkeit. 

Alkohole. 


CH4O 

Methyl 

66«  •) 


C.H.O 

Aethyl 

78,4« 


Ifloamyl 
137" 


50 
100 
150 
200 
250 
300 
350 
400 
450 
500 
550 
600 
650 
700 
750 


0,906 
0,908 
0,908 
0,910 
0,910 
0,910 
0,910 
0,910 
0,910 
0,910 
0,910 
0,910 
0,910 
0,910 
0.910 


0,947 
0,946 
0,945 
0,944 
0,944 
0,943 
0,943 
0,942 
0,943 
0,943 
0,943 
0,941 
0.942 
0,942 
0,943 


1,001 
1,002 
1,002 
1,000 
1,000 
0,998 
0,998 
0,997 
0,995 
0,996 
0,993 
0,991 
0,991 
0,990 
0,991 


1,033 
1,031 
1,029 
1,026 
1,026 
1,026 
1,026 
1,025 
1,024 
1,023 
1,022 
1,022 
1,021 
1,021 
1,020 


1,096 
1,092 
1,091 
1,089 
1,088 
1,086 
1,085 
1,083 
1,084 
1,082 
1,082 
1,081 
1,081 
1,080 
1,081 


*)  Siedepunkt. 


Säuren. 


i 

2 

V 

CH,0, 

C,H,0, 

CsHeO. 

CHaO. 

C5H,oO, 

AmelBens. 

Essigs. 

Propions. 

Isobutters. 

Isovalerians. 

100,7«*) 

118'' 

141« 

154« 

176« 

50 

0.977 

1,031 

1,108 

1,179 

1,211 

100 

0,985 

1,033 

1,108 

1,146 

1,208 

150 

0,988 

1,037 

1,109 

1,143 

1,208 

200 

0,990 

1,038 

1,109 

1,141 

1,205 

250 

0,993 

1,041 

1,109 

1,143 

1,205 

300 

0,995 

1,043 

1,107 

1,143 

1,205 

350 

0,997 

1,044 

1,108 

1,141 

1,203 

400 

0,999 

1,045 

1,108 

1,145 

1,204 

450 

1,002 

1,046 

1,110 

1,145 

1,204 

500 

1,002 

1,046 

1,110 

1,144 

1,204 

550 

1,002 

1,047 

1,110 

1,144 

1,204 

600 

1,003 

1,048 

1,109 

1,144 

1:203 

650 

1,002 

1,049 

1,108 

1,144 

1,203 

700 

1,003 

1,051 

1,108 

1,143 

1,203 

750 

1,004 

1,053 

1,109 

1,144 

1,205 

•)  Siedepunkt. 
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Zunächst  sehen  wir,  dass  für  viele  Stoffe  q,  wie  es  nach  dem 
Dalton' sehen  Gesetze  (bei  gleicher  Annahme  über  die  Verdampfungs- 
grenze) sein  sollte,  in  der  That  fast  gleich  1  ist.  Femer  zeigt  sich, 
dass  q  in  allen  Fällen  einen  Gang  hat,  der  freilich  schwach  genug  ist. 
Dieser  Gang  scheint  vom  Yerhältniss  der  normalen  Siedepunkte  un- 
abhängig zu  sein,  so  steigt  q  an  bei  den  ersten  drei  Säuren  und  f&Ut 
bei  den  beiden  anderen,  wiewohl  alle  Säuren  einen  höheren  Siedepunkt 
haben  als  Wasser.  Aehnlich  unentschieden  yerh alten  sich  die  Alko- 
hole. Alles  dieses  spricht  sehr  zu  Gunsten  des  Dührin gesehen  Ge- 
setzes, auch  in  der  vereinfachten  Form.  Uebrigens  wächst  die  Zahl  q 
sowohl  bei  den  Alkoholen  wie  bei  den  Säuren  mit  wachsendem  Gehalt 
an  CHg,  und  zwar  in  beiden  Reihen  um  durchschnittlich  fast  denselben 
Betrag  von  etwa  0,05  für  je  ein  C  Hg. 

Wäre  die  Zahl  q  constant,  so  müssten  wir  für  irgend  ein  zusammen- 
gehöriges Flüssigkeitspaar  bei  gleichem  Druck  für  alle  Drucke  haben: 

^_  ^_  ^_ 

^0  ^0  ^0 

Da  nun  q  anscheinend  nicht  ganz  constant  ist,  haben  W.  Ramsaj 
und  S.  Young^)  die  Formel  aufgestellt: 

30)  |1  =  ^  -f  c(^i-^o). 

Diese  unterscheidet  sich  vom  (vereinfachten)  Dühring^schen 
Gesetz  durch  Hinzufügung  des  Gliedes  c  (^o'  —  ^o)-  Dass  auf  diese 
Weise  eine  bessere  U eberein  Stimmung  mit  der  Erfahrung  erzielt 
werden  muss,  ist  selbstverständlich.  Nach  den  oben  für  diö  Alkohole 
und  die  Säuren  mitgetheilten  Werthen  liegt  die  Zahl  c,  Wasser  als 
Vergleichs flüssigkeit  genommen,  zwischen  0,0001  und  0,005,  ist  also 
klein  genug.  Für  Quecksilber  haben  wir  im  gleichen  Falle  0,000  98. 
Ueberhaupt  ist  c  nur  unbedeutend.  Folgende  Angaben  sind  dem  Ost- 
wald'sehen  Werke  entnommen: 

Wasser  :  Aethylalkohol c  =  0,00010 

Aethylalkohol  :  Methylalkohol  .     .     .  c  =  0,00016 

Schwefelkohlenstoff  :  Aethyläther       .  c  =  0,00016 

„                   :  Aethylbromid    .  c  =  0,00012 

„                   :  Aethylchlorid    .  c  =  0,000 11 

Chlorbenzol  :  Wasser c  =  0,000  60 

Brombenzol  :  Wasser c  =  0,00061 

Anilin  :  Wasser c  =  0,000  35 

Methylsalicylat  :  Wasser c  =  0,000  61 

Bromnaphthalin  :  Wasser     .     .     .     ,  c  =  0,00046 

Schwefel  :  Schwefelkohlenstoff  .     .     .  c  =  0,000  68 


')  Zeitschr.  f.  physik.  Chem.,  Bd.  I  (1887),  8.  260  ff. 
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Die  Ulrich  Dühring'sohe  Formel  ist  so  genau  discutirt,  weil  es 
sich  um  ein  gutes  Gesetz  handelt  und  die  Physik  an  guten  Gesetzen 
sehr  arm  ist. 

Gehen  wir  wieder  auf  bestimmte  Siedepunkte  zurück,  so  hat 
Kopp  zuerst  eine  Beziehung  angegeben,  wonach^)  bei  organischen 
Verbindungen  „gleichen  Unterschieden  in  der  chemischen  Zusammen* 
Setzung  gleiche  Unterschiede  in  den  Siedetemperaturen  entsprechen 
sollten".  Es  mögen  binäre  Verbindungen  als  einen  Bestandtheil 
A^  B,  C,  D^  .  ,  .,  als  zweiten  Bestandtheil  a,  /3,  y,  d,  .  .  .  haben,  so 
dass  sie  dargestellt  werden  können  durch 


Ä  +  u 

B  +  a 

C  +  u 

i)  +  «.. 

A  +  ß 

B  +  ß 

c  +  ß 

B  +  ß. 

Ä  +  r 

B  +  y 

c  +  r 

jy  +  Y.. 

Ä  +  ö 

B  +  S 

C  +  8 

D  +  8.. 

Dann  sollen  also  die  normalen  Siedepunktsunterschiede  fQr  ent- 
sprechende Glieder  von  je  zwei  horizontalen  oder  verticalen  Reihen 
constant  sein.  Dieses  sogenannte  Kopp^  sehe  Gesetz  ist  mehr  und  mehr 
eingeschränkt  worden,  indem  man  erkannt  hat,  dass  die  Siedepunkte 
selbst  bei  isomeren  Verbindungen  von  einander  abweichen,  was  sie 
nach  der  Eopp'schen  Regel  nicht  thun  sollten,  und  dass  demnach 
die  Zusammensetzung  allein  nicht  entscheidend  sein  kann,  sondern 
auch  die  Art  der  Zusammensetzung  (die  chemische  Constitution)  in 
Frage  kommt.  So  gehen  in  der  Reihe  der  normalen  Paraffine  yon 
C4H10  bis  CieHs4  die  Siedepunktsdifferenzen  für  je  ein  GH2  von  37® 
bis  19^  ebenso  in  der  der  normalen  Jodide  von  CHsJ  bis  CgH^jJ  für 
je  ein  CH^  von  32^  bis  21®  herab  u.  s.  f.  Bei  den  normalen  Alko- 
holen schwanken  die  Unterschiede  wie  folgt: 

Alkohole.     .     CjiHeO     GiHgO     C^HjoO     C.HiaO     C«Hi,0     CaHißO 
Siedepunkte.       78,4  97,0         116,0        137,0         156,6  192,0 

Unterschiede  18,6  19,0  21,0  19,6       2  X  17,7 

Im  Allgemeinen  scheinen  sie  jedoch  mit  wachsendem  Molekular- 
gewicht abzunehmen,  so  ausser  bei  den  schon  genannten  normalen 
Paraffinen  und  Jodiden  auch  bei  den  Broroiden,  Chloriden,  Acetaten, 
Fettsäuren,  Aethylestem,  Propylestern  u.  s.  f.  Es  giebt  auch  Fälle, 
in  denen  mit  wachsendem  Kohlenstoffgehalt  Zunahme  der  Siedepunkts- 
differenzen stattfindet.  Kurz:  man  sieht  „dass  die  Sätze  von  Kopp 
zwar  in  grossen  Zügen  überall  Geltung  behalten,  dass  aber  regel- 
mässige Abweichungen  von  denselben  unverkennbar  sind". 

An  Stelle  des  umfassenden  Kopp^schen  Gesetzes  sind  nun  eine 
grosse  Reihe  von  beschränkten  Einzelgesetzen  ermittelt  und  aufgestellt 


0  Ostwald,  1.  c,  S.  326. 
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worden,  wegen  deren  jedoch  auf  die  Specialarbeiten  yerwiesen  werden 
muBB,  die  übrigens  im  Vorstehenden  meist  erwfthnt  sind. 

Eines  nur  möchte  ich  herrorheben:    Wenn  man  das  Yerhältniss 


^0 


für  einen  und  denselben  Stoff  bei  zwei  verschiedenen  Drucken  be- 


rechnet, so  soll  dieses  Yerhältniss  für  chemisch  nahe  stehende  Sub- 
stanzen von  fast  gleicher  Grösse  sein.  Nernst  und  Hesse ^)  geben 
nach  0.  Schumann  folgende  Zusammenstellung: 


Suba tanx 

1                  Hieae 

t 

punKt 

d 

■k^  VL  1^  o  V  vm  Vft  « 

1  S^  bei  760  mm 

t^o  hei  200  mm 

^0 

Methylformiat,  C,HsO,     .    . 

305,3 

273,7 

1 

1,115 

Methylacetat,  CgHeO,    .    .    . 

1           330,5 

296,5 

'         1,115 

Methylpropion  at,  C^HgOg     . 

352,9 

816,7 

1         1,114 

Methylbatyrat,  CsHioOg   .    . 

375,3 

336,9 

1,114 

Methylvalerat,  C.HnOg    .    . 

1            389,7 

350.2 

1,113 

Aethylformiat,  CsHeO,     .    . 

1           327,4 

298,1 

1,117 

AethylaceUt,  C^HeO,    .    .    . 

350,1 

314,4 

:      i.iu 

AethylpropioDat,  CsHioO,     . 

371,3 

383,7 

1,118 

Aethylbutyrat,  C«Hi,0,    .    . 

392,9 

352,2 

1,116 

Aethylvalerat,  CyHi^Oj     .    . 

1           407,3 

365,3 

1         1.115 

Propylformiat,  C4H8O, .    .    . 

1            354,0 

318,0 

1,113 

Propylacetat,  CftHioOg  .    .   . 

!           373,8 

386,0 

1,112 

Propylpropionat,  O^HijOg     . 

395,2 

858,0 

1         1.118 

Propylbutyrat,  CyHi^O,    .    . 

415,7 

874,2 

'         1,111 

Propylvalerat,  CaHigO,     .    . 

428,9 

885,6 

!         1.112 

i 

Die  Verhältnisszahlen  schwanken  nur  zwischen  1,117  und  1,111. 
Ein  Gang  mit  zunehmendem  Gehalt  an  GH)  ist  mit  Sicherheit  höch- 
stens bei  den  Methylverbindungen  festzustellen.  Ausserdem  sieht 
man,  dass  isomeren  Verbindungen  in  der  That  nicht  genau  die  gleiche 
Siedetemperatur  zukommt,  wi«  schon  früher  erwähnt.      So  haben  wir 


bei  760  mm 

bei  200  mm 

Methylacetat      .     . 

.     ^ 

=  330,6 

296,5 

Aethylformiat     .     . 

.     ^ 

=  327,4 

293,1 

Methylpropionat      . 

.     ^ 

=  352,9 

316,7 

Aethylacetat .     .     . 

.    d^ 

=  350,1 

314,4 

Propylformiat    .     . 

.     0- 

=  354,0 

318,0 

^)  Yergl.  insbesondere  Nernst  und  Hesse,  Siede-  und  Schmelzpunkt, 
BrauDschweig  1898,  S.  14. 
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bei  760  min 

bei  200  mm 

Methylbutyrat   . 

.     .     -^  =  375,3 

336,9 

Aethylpropionat 

,     .     &z=  371,3 

333,7 

Propylacetat      .     , 

.     d^  =  373,8 

336,0 

Methylvalerat    . 

.     .     -fr  =  389,7 

350,2 

Aethylbutyrat    . 

.     ^  =  392,9 

352,2 

Propylpropionat 

.     .     fr-  =  395,2 

358,0 

Aethylvalerat     . 

.     .     -fr  =  407,3 

365,3 

Propylbulyrat    . 

Li. »—j    j;.    0 

.     fr  =  415,7 

:-j.j. A 

374,2 

Nicht  nur  sind  die  Siedetemperaturen  yerschieden  in  den  ftlnf 
Gruppen  isomerer  Verbindungen,  sondern  es  bleibt  nicht  einmal  die 
Reihenfolge  gewahrt.| 

Nach  Schrader^)  soll  bei  isomeren  Verbindungen  die  Säure  stets 
höhere  Siedetemperatur  haben  als  die  isomere  Aetherart  und  die  Unter- 
schiede können  sehr  bedeutend  sein.  So  ist  ffir  Essigsäure  ta  =  117^ 
und  für  das  isomere  Ameisensäuremethyl  U  ^  33^,  für  Propionsäure 
ig  =  142<'  und  für  das  isomere  Ameisensäureäthyl  ^,  =  55^  u.  s.  f. 

Van't  Hoff  nimmt  an,  dass  solche  unerwartet  hochsiedende  Stoffe 
wie  Essigsäure  im  flüssigen  Zustande  bezw.  ein  hohes  Molekular- 
gewicht haben.  Zu  diesen  Stoffen  soll  auch  Wasser  gehören,  welches 
als  HjO  eigentlich  schon  bei  — 63*^  sieden  sollte^). 

Bei  chemisch  vergleichbaren  Substanzen  soll  ferner  mit  wachsen- 
dem Molekulargewicht  die  Siedepunktsdifferenz  abnehmen.  Uebrigens 
finden  die  Verschiedenheiten  bei  verschiedenen  Drucken  im  gleichen 
Sinne  statt  und  sind  auch  fast  von  gleicher  Grösse. 

Wir  gehen  nun  über  zu  der  wichtigsten  Siedetemperatur,  der 
kritischen  Temperatur.  Diese  ist  bereits  im  ersten  Bande  sehr 
vollständig  behandelt,  hier  kommt  es  also  nur  noch  auf  Einzelheiten 
an.  Die  kritische  Temperatur  liegt  um  so  höher,  je  höher  die  nor- 
male Siedetemperatur  ist.  Als  allgemein  angenäherte  Regel  kann 
gelten,  dass  die  normale  absolute  Siedetemperatur  um  die  Hälfte  ihres 
Werthes  zu  vergrössem  ist,  um  zur  kritischen  Temperatur  zu  gelangen. 
Die  reducirte  Siedetemperatur  beträgt  hiemach  etwa  Va«  Nennen  wir 
die  normale  Siedetemperatur  d'g,  die  kritische  Temperatur  fr"',  so  wäre 

angenähert.  Der  Factor  von  «fr'  liegt  zwischen  etwa  0,56  (bei  Schwefel- 
kohlenstoff) und  0,73  (bei  Chlorwasserstoff).  Ein  Zusammenhang 
zwischen  der  kritischen  Temperatur  und  der  chemischen  Constitution 
hat  noch  nicht  ermittelt  werden  können.     Pawleski  stellt  als  Regel 


*)  Wiedem.  Ann.,  Bd.  11,  S.  998. 

*)  VorlesuDgen  ober  theoretische  Chemie,  Braunschweig  1900,  B.  45. 
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auf,  dass  isomere  Ester  gleiche  kritische  Temperatur  haben.  Wich- 
tiger noch  wäre  die  Regel,  wonach  in  homologen  Yerbindangen  die 
kritische  Temperatur  um  stets  den  nämlichen  Betrag  die  Siedetempe- 
ratur übersteigen  würde. 

Hiernach  haben  wir  zur  Beurtheilung  beider  Regeln: 


SubstÄDz                  '         Formel 

1 

t' 

f  —  U 

Aethylformiat 

Methylacetat 

Propylformiat 

Aethylacetat 

Methylpropionat    .... 

Propylacetat 

Aethylpropionat     .... 

Metbylbutyrat 

Amylformiat 

Butylacetat 

Isobutylacetat 

Propylpropionat     .... 

Aetbylbutyrat 

Aethylisobutyrat   .... 
Isobutylpropionat  .... 

Propylbutyrat 

Propylisobutyrat    .... 

C5H10O, 
C^HmO, 

238,6 
239,8 
267,4 
256,5 
262,7 
282,4 
280,6 
273,6 
304,6 
305,9 
295,8 
304,8 
304,3 
290,4 
318,7 
-326,6 
316,0 

182,9 
182,7 
182,8 
181,5 
182,7 
182,1 
182,1 
181,9 
182,8 
182,2 
181,2 
182,5 
182,6 
181,8 
182,9 
182,3 
182,6 

woraus  sich  ergiebt,  dass  wenigstens  bei  den  angeführten  Substanzen 
diese  beiden  Regeln  angenähert  zutreffen.  Besonders  auffallend  ist 
die  Uebereinstimmung  der  Zahlen  in  der  letzten  Columne.  Ostwald 
hat  jedoch  nachgewiesen,  dass  auch  sehr  erhebliche  Abweichungen 
Yorhanden  sind.  So  schwanken  bei  den  normalen  Paraffinen  die 
*'  —  ta  zwischen  163®  und  210<^,  bei  Alkoholen  zwischen  110<>  und 
1740  u.  s.  f. 

Aus  der  obigen  Zusammenstellung  ist  noch  zu  ersehen,  dass  in 
homologen  Reihen  die  kritische  Temperatur  mit  Zunahme  an  Kohlen- 
stoSgehalt  ebenfalls  zunimmt,  die  Zunahme  beträgt  gegen  18  bis  20® 
für  je  ein  CH2,  was  ungefähr  dem  KoppUchen  Gesetze  entsprechen 
würde.  So  ist  auch  für  Essigsäure  (CjH^Oa)  <'  =  321,5®  und  für 
Propionsäure  (CsHßOa)  t'  =  339,9,  also  um  18,4  grösser.  Aber  für 
Dimethylamin  (NCjHy)  ist  t'  =  163,0  und  für  Trimethylamin  (NC3H9) 
nur  t'  =  160,5®.  Hier  stimmt  also  die  Regel  gar  nicht.  Kurz,  Ton 
den  kritischen  Temperaturen  gilt  das  nämliche,  was  von  den  Siede- 
temperaturen allgemein  gesagt  ist,  dass  sie  nicht  durch  die  chemische 
Zusammensetzung  allein,  sondern  auch  durch  den  chemischen  Aufbau 
der  Stoffe  bestimmt  sind,  wodurch  im  gegenwärtigen  Stande  der  Wissen- 
schaft   die    Uebersicht    ausserordentlich    erschwert    ist.      lieber  alles 
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andere,  den  kriÜBchen  Zustand  betreffende,  ebenso  wie  über  die  so- 
genannten übereinstimmenden  Zustände,  ist  auf  den  letzten  Abschnitt 
des  ersten  Bandes  zu  verweisen. 

Yon  der  Dampfdichte  der  Flüssigkeiten  ist  nicht  viel  bekannt. 
Das  Gesetz  von  Herwig  ist  bereits  angeführt.  Zenner  setzt  für 
Wasserdampf  als  Function  der  Spannung 

^^1,0646  _   1J049, 

andere  bedienen  sich  anderer  Interpolationsformeln.  Wie  man  auf 
Grund  der  Zustandsgieichungen  die  nöthigen  Beziehungen  ableitet, 
ist  in  Bd.  I,  S.  450  ff.  gezeigt.  Hier  ist  noch  auf  einen  merkwürdigen 
Satz  hinzuweisen,  den  yan  der  Waals  aus  thermodynamischen  Be- 
trachtungen abgeleitet  hat^).  Wir  gehen  von  der  Formel  28)  auf  S.  429 
Ton  Bd.  I  aus  und  ersetzen  darin  Jr  durch  seinen  Werth  nach  Glei- 
chung 24a)  ^^  gleicher  Stelle,  so  wird 


31) 


V.-V,_^^^^Zjt 


Betrachten  wir  p  zuerst  als  Function  von  d^  und  Vi ,  sodann  als 
solche  Yon  ^  und  t;^,  so  wird  im  ersten  Fall 


im  zweiten  Falle 


dp  _  /dp\         /  dp_\ 

d»-\d^JJ'\dvJ 


dv^ 
9dW 


Andererseits  ist  nach  Gleichung   45)  auf  S.   84  und  nach  Glei- 
chung 58)  auf  S.  86  des  ersten  Bandes 


32) 


somit 


33) 


V1  —  V2    ~  dv^    "^  \dvj^  dd' 
dv^    "^  \dvj^  dd" 


Ui 


V1  —  V2 

Nun  setzt  yan  der  Waals,  seiner  Theorie  von  der  Constitution 
der  Substanzen  entsprechend, 


34) 


F,  =  -  f  +  «(n 


CT,  =  _  f  +  9i»), 

V2 


^)  ZeitMshr.  f.  physik.  Ohem.,  Bd.  36  (1901),  S.  461  ff. 
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alsdann  wird 

du,         a            dUi 

a 

'vi 

36) 


und  es  ergiebt  sich 
Die  Grössen 

sind  die  relativen  Gompressionscoeffioienten,  also  haben  wir 

ßl  ß2 

Diese  Formel  hftngt,  wie  gesagt,  yon  der  Hypothese  ab,  welche 
Yan  der  Waals  über  die  innere  Energie  der  Substanzen  gemacht  hat. 
Sie  bleibt  bestehen,  wie  yan  derWaals  selbst  hervorhebt,  auch  wenn 
a  eine  Function  der  Temperatur  sein  sollte.  Nimmt  man  femer  den 
Clausius'schen  Ausdruck  fQr  die  innere  Energie  an,  so  geht  die 
Gleichung  über  in 

Vi  -\-  ß   dv,  ^        V2  +  ß  dVj 
Vi         ßl  V.2         /Sa  ' 

Van  der  Waals  hat  seine  Formel  einer  Prüfung  unterzogen,  und 
zwar  mangels  geeigneter  experimenteller  Ermittelungen  nur  für  ge- 
ringe Drucke,  es  darf  dann  nach  dem  Boyle-Gay-Lussac'schen 
Gesetze 

gesetzt  werden  und  damit  bekommt  man 
37) 


dt7j  _ 

—  =  pdv^. 


Auf  das  Volumen  bei    kritischer  Temperatur  bezogen    sind  nun 
nach  Sidney  Young  für  Aether  zusammenhängende  Paare  von  Vi^v^: 


Vi 

dv^ 

r. 

dv^ 

28,8 

11,2 

0,4033 

—  0,0176 

17,1 

4,95 

0,4209 

—  0,0159 

12,15 

3,77 

0,4368 

—  0.0228 

8,38 

0,4596 

Die  absoluten  Temperaturen  für  die  dv  sind  354,5,  371,9,  387,6, 
die  Drucke  in  Atmosphären  etwa  4,1,  6,35,  8,9.  Hiernach  bekommen 
wir,  wenn  die  Formel  zur  Berechnung  von  ß^  verwendet  wird: 


Molekularvolamen  der  Flüssigkeiten. 


177 


/J,  =  0,000888  bei  t  =    81,5 

/Ja  =  0,000506  „    *=    »8,9 

ß^  =  0,000660  „    t  =  114,6. 

Die  unmitielbare  Ermittelung  oacb  Amagat  ergab  für  die  gleichen 
Temperaturen  die  Zahlen  0,000  867;  0,000  555;  0,000  672.  Die  Zahlen 
sind  2war  sämmtlicb  grösser,  gleichwohl  muss  die  Ueberein Stimmung 
als  eine  gute  bezeichnet  werden,  welche  aucb  noch  für  niedrigere  Tem- 
peraturen nachgewiesen  wird. 

Demnach  hätten  wir  ffir  den  Zusammenhang  swischen  dem  Vo- 
lumen des  Dampfes  und  dem  der  Flüssigkeit  mit  grosser  Annäherung 

dV}  _        ßi 

dVi  ß.2' 

Haben  Flüssigkeit  und  Dampf  gleiches  Molekulargewicht ,  so  ist  auch 

Das  Molekularvolumen  der  Gase  ist  bekanntlicb  für  alle 
idealen  Gase  bei  gleicher  Temperatur  und  gleichem  Druck  gleich  gross. 
Bei  Flüssigkeiten  findet  eine  solche  Beziehung  nicht  statt.  Wie  sieb 
Flüssigkeiten  im  kritischen  Zustande  in  dieser  Hinsicht  verhalten,  ist 
Bd.  1,  S.  469  discutirt,  die  Flüssigkeiten  wären  in  diesem  Zustande  bin 
zu  einem  gewissen  Grade  mit  einander  vergleichbar.  Für  andere  Tem- 
peraturen Vergleichnngen  auszuführen,  ist  allgemein  noch  nicht  ge- 
lungen. Kopp  hat  jedoch  auf  Gesetzmässigkeiten  hingewiesen,  wenn 
man  die  Flüssigkeiten  bei  den  Siedetemperaturen  untersucht  Diese 
Gesetzmässigkeiten  finden  in  grossen  Zügen  in  der  That  statt  und 
sind  darum  mitzutheilen '). 

Isomere  Verbindungen  haben  nahezu  gleiches  Molekularvolumen,  so: 


38) 


Bssifcsäure,          CtH^O,  .    . 

.     63,7 

Methylbutyrat,  C5H10O,      . 

.  126,5 

Methylformiat,        ,         .   . 

.    63,4 

Aethylpropionat,      „ 

.  125,8 

Propionsäure,    CgH^Og    .    . 

.    85.4 

MethylvHlerat,  CaHi,0,  .   . 

.  149,2 

Aethylformiat,         „ 

.     85,3 

Aethylbutyrat,        ,          .    . 

.  149,8 

Methylacetat,          „ 

.     84,8 

Butylacetat,             „          .    . 

.  149,3 

Buttersäure,  C4HaO,    .    . 

.  107,1 

Amylformiat,          „          .   . 

.  149,8 

Aetbylacetat,       .          .   . 

.  107,6 

Aethylvalerat,  C7H14O2  .    . 

.  173,6 

Valeriansäure,  CjHioO,  . 

.    .  130,7 

Amylacetat,             ,          .    . 

.  174,4 

Die  vorstehende  Zusammenstellung  giebt  femer  für  die  einzelnen 
Gruppen  der  Verbindungen  Cn  Ha»  Oj  die  Mittelwerthe 

Molekularvolumen:     .     .     .     86,2     107,3     127,7     149,5     174,0 
Differenz 22,1       20,4       21,8       24,5 

Im  Durchschnitt  ist  hiernach  die  Differenz  für  ein  CHg  gleich  22,2. 
Nach    Kopp    soll    überhaupt    bei    analogen  Verbindungen    derselben 


0  Ostwald,  1.  c,  8.  856  ff. 
Weinstein,  Thennodynamik.    IT. 
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Differenz  in  der  Zusammensetzang  auch  die  gleiche  Differenz  im  Mole- 
kularvolumen  entsprechen.  Das  trifft  annähernd  zu  in  der  Reihe  der 
Ester,  der  Alkohole,  der  Säuren,  Aldehyde  u.  s.  f.  Die  Differenz  für 
ein  CII3  ist  sogar  in  allen  diesen  Reihen  fast  die  nämliche,  gegen  22. 

Wie  schon  bemerkt,  sind  auch  erhebliche  Abweichungen  von 
diesen  Regeln  vorhanden;  bei  isomeren  Verbindungen  wächst  im  All- 
gemeinen das  Molekül aryolumen  mit  der  Siedetemperatur,  in  manchen 
Fällen  nimmt  es  jedoch  ab.  Ferner  entspricht  auch  nicht  immer  einem 
GHj  in  allen  Verbindungen  das  nämliche  Molekularvolumen  von  22. 

Kopp  ging  Yon  der  Annahme  aus,  dass  jedes  Element  in  allen 
Verbindungen  stets  das  nämliche  Molekularvolumen  besitzt.  Bei  Sauer- 
stoff jedoch  musste  er  eine  Ausnahme  machen;  dem  vollständig  an  ein 
Kohlenstoffatom  gebundenen  Sauerstoff  musste  er  ein  anderes  Volumen 
zuschreiben  als  dem  mit  zwei  verschiedenen  Atomen  vereinigten. 
Nennt  man  mit  0  s  t  w  a  1  d  den  ersteren  Sauerstoff  Carbonyl  -  Sauerstoff, 
den  anderen  Hydroxyl-Sauerstoff  und  bezeichnet  den  einen  mit  0,  den 
anderen  mit  0',  so  wäre  nach  Kopp  das  Molekularvolumen  einer  Ver- 
bindung Cm  Hq  Op  Oq  gleich 

t)  =  11.0  w  +  5,5w  -f  12,2  p  4-  7,83. 

Die  Zahlen  geben  die  Atomvolumina  der  Elemente  C,  H,  0,  0'. 

Später  war  man  genöthigt,  auch  für  Schwefel  und  Stickstoff 
mehrere  Molekularvolumina  anzunehmen.  Die  ferneren  Untersuchungen 
von  Schiff  und  Lossen  zwangen  zuletzt,  die  Anschauung,  dass  die 
Elemente  in  allen  Verbindungen  ihr  Volumen  beibehalten,  ganz  aufzu- 
geben, und  diese  Anschauung  als  nur  angenähert  zutreffend  anzusehen. 
Nach  Schröder  sollen  alle  Elemente  so  aus  Atomen  zusammengesetzt 
sein,  dass  in  jeder  Verbindung  alle  Atome  (gleichviel  welchem  Element 
angehörig)  das  nämliche  Volumen  aufweisen,  oder  ein  Volumen,  welches 
ein  ganzes  Vielfaches  eines  bestimmten  Volumens  ist.  Dieses  charak- 
teristische „ Elementaratom volumen*',  eine  Stere,  ist  jedoch  für  ver- 
schiedene Verbindungen  verschieden  und  variirt  zwischen  6,7  und  7,5. 
So  beträgt  es  nach  Ostwald's  Berechnung  in  der  Reihe  der 

Kohlenwasserstoffe:  6,89;  6,99;  6,82;  7,11;  7,23 

Alkohole:       .     .     .  7,12;  6,91;  6,77;  6,88;  6,78;  6,78;  6,81;  6,74;  7,09 
Ester:        ....  6,97;  7,06;  7,11;  7,19;  7,24;    —  ;  6,85 
Säuren:     ....  7,04;  7,08;  7,05;  7,14;  7.26;  7,43;  7,45;  7,47 
Aldehyde:      .     .     .7,11;  7,05;  7,18;  7,01;  7,18;  6,93;  7,27 

Als  allgemeine  Regel  dient:  die  Zahl  der  Steren  in  einer 
Verbindung  von  G,  H  und  0  ist  gleich  der  Zahl  der  Atome 
vermehrt  um  eine  Stere  für  jedes  Atom  Carbonylsauerstoff 
und  um  eine  Stere  für  jede  Doppelbindung  des  Kohlen- 
stoffs. Die  Regel  ist  sehr  bequem,  aber  wegen  Verschiedenheit  der 
Einheit,  der  Stere,  für  verschiedene  Verbindungen  doch  nur  von  be- 
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schränktem  praktischen  Werth.     Ihre  Bedeutung  liegt  mehr  auf  theo- 
retischem Grebiete. 

Ramsay  und  Toung^)  haben  gefunden,  dass  für  alle  von  ihnen 

untersuchten  Stoffe  die  Grösse  tts:  ^  fast  den  n&mliohen  Werth  hatte. 

In  diesem  Falle  wäre  also  nach  der  Yerdampfungsformel  auch 

40)  *" 


Vi  —  V, 

wo  c  eine  für  alle  Stoffe  gleiche  Zahl  bedeuten  würde,  und  bei  Flüssig- 
keiten, welche  gleiches  Molekulargewicht  haben  wie  die  Dämpfe 

41)  =  c. 

öl  —  t)a 

Gehören   aber  die  Stoffe  zu  denjenigen,  für  welche  das  Gesetz  von 

fUT 

Trouton  gilt  (Bd.  1,  S.  455  f.),  so  ist  -^  =  C|,  woselbst  abermals  Ci 
eine  bestimmte  Zahl  ist  (gegen  22  etwa),  und  in  diesem  Falle  wird 

42)  t)i  —  tJa  =  a^. 

Die  Dampfdichte  w&re  hiemach  fast  genau  proportional  der  Siede- 
temperatur und  der  Factor  für  alle  Stoffe  gleich.  Das  erinnert  an  das 
Yorhin  für  isomere  Stoffe  aufgestellte  Gesetz,  bei  denen  ja  auch  die 
Siedetemperaturen  fast  gleichen  Werth  haben.  Die  Thatsache  jedoch, 
dass  es  isomere  Stoffe  giebt,  deren  Molekular yolumen  bei  grösserer 
Siedetemperatur  gleichwohl  kleiner  ist,  als  dem  Durchschnitt  entspricht, 
deutet  daraufhin,  dass  Ramsay-Toung's  Regel  doch  nur  angenähert 
zutrifft     Uebrigens  hätten  wir  nach  dieser  Regel  auch 

43)  ü,  —  U,  =  (Je  —  p)  (v,  -  t;,), 

d.  h.  für  Yerschiedene  Stoffe  wäre  das  Verhältniss  der  Energieändemng 
zu  der  Volumenänderung  beim  Uebergange  vom  flüssigen  Zustande 
zum  dampfförmigen  eine  lineare  Function  der  Spannung.  Das  ent- 
sprechende Verhältniss  ftlr  die  Aenderung  der  Entropie  müsste  umgekehrt 
proportional  der  Siedetemperatur  sein.  Bei  Stoffen,  welche  dem 
Trouton 'sehen  Gesetz  entsprechen,  wäre  sogar  die  Entropieänderung 
gleich  gross. 

Letztere  Behauptung  fliesst  aus  der  Gleichung  27)  auf  Seite  429 
des  ersten  Bandes,  nach  welcher  ist 

44)  ^s  =  S,-S,  =  i(i;, -t;,)||  =  J. 

Die  Grösse  links  bezeichnet  die  Aenderung  der  Entropie  bei  dem  Ueber- 
gange einer  Masseneinheit  Flüssigkeit  von  der  Temperatur  #  in  ge- 


^)  Zeitschr.  f.  physik.  Chemie  Bd.  1,  S.  249. 
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sättigten  Dampf  gleicher  Temperatur.  Geht  nicht  eine  Mafseneinheit, 
sondern^eine  Masse  M  in  Dampf  über,  so  ist  die  Aendarong 

Mr 

45)  MdS  =  ^' 

Nun  ist  die  ganze  Entropie  S  von  Flüssigkeit  und  Dampf  bezogen  auf 
Masseneinheit 

46)  S  =  Sa  (1  —  M)  +  MS,  =  S,  +  Jtf  (S^  —  S,)  =  Sj  +  ^• 

Demnach  wäre  in  den  vorbezeichneten  Fällen  die  ganze  Entropie  allein 
abhängig  von  der  Natur  der  Flüssigkeit ,  nicht  von  der  des  daraus 
entstehenden  Dampfes,  oder:  gesättigte  Dämpfe  isomerer  Verbindungen 
hätten  bei  gleicher  Spannung  gleiche  Eigenschaften.  Uebrigens  spielt 
die  letzte  Gleichung  eine  grosse  Rolle  namentlich  in  der  technischen 
Wärmelehre,  sie  dient  zur  Ermittelung  condensirter  Fl Qssigkeits mengen. 
Gewöhnlich  setzt  man  dabei 

47)  iS,  =  ^  +  C  lg  ^, 

woselbst  C  die  Wärmecapacität  der  Flüssigkeit  bezeichnet,  was  sich 
bis  zu  einem  gewissen  Grade  als  ausreichend  erwiesen  hat.  Ver- 
gleicht man  dieses  mit  der  entsprechenden  Beziehung  43)  auf  Seite  193 
des  ersten  Bandes  für  ideale  Gase,  so  setzt  also  die  obige  Annahme 
voraus,  dass  hinsichtlich  der  Entropie  Flüssigkeiten  sich  annähernd 
wie  Gase  yerhalten,  und  ausserdem,  dass  v  bei  Flüssigkeiten  mit  der 
Temperatur  nur  sehr  wenig  yariabel  ist;  letzteres  trifft  allerdings  zu. 
Gilt  übrigens  die  Trouton'sche  Beziehung,  so  entspricht  (Seite  456 
des  ersten  Bandes)  die  Entropie  einer  Flüssigkeit  überhaupt  derjenigen 
eines  Dampfes  und  das  mag  zur  Stütze  jener  einfachen  Annahme  dienen. 
Lewis^)  hat  noch  andere  Beziehungen  abgeleitet,  die  trotz  unzu- 
reichender Begründung  wegen  ihrer,  anscheinend  allgemeinen,  Be- 
deutung erwähnt  sein  mögen.  Er  geht  von  der  freien  Energie  aus. 
Nach  95)  auf  Seite  101  des  ersten  Bandes  haben  wir 

Bei  Gasen  und  —  wie  wir  später  sehen  werden  —  auch  bei  verdünnten 
Lösungen  ist  nun,  Bd.  1,  S.  194,  Gleichung  4) 

49)  F=J»[c^  —  S^—j  lg  {^^  t;ß)], 

also  für  zwei  Zustände  in  einem  isothermischen  Vorgang 

50.)  F,-F,  =  J»  [(c,),  -  (c),  —  1  Zj,  ^ 


^)  Proceedings  of  tbe  American  Academy  of  Avis  and  Sciences  Bd.  85 
(1900),  8.  3  flf. 
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oder 

50a)  ^a  =  (J^l  —  B^log  v^, 

wo  (JP)  eine  neue  Grösse  ist.     Daraus  folgt  dann 

(m=C^).-«'- 

Erweitern  wir  jetzt  die  allgemeine  Gleichung  48)  für  F  dadurch, 
dass  wir  rechts  eine  Bunäofast  willkürliche  Grösse  /  hinzufügen,  so 
können  wir  darin  unter  F  auch  das  F^  Terstehen,  und  indem  wir  jetzt 
die  Indices  weglassen,  wird  zunächst  für  constantes  ^  gemäss  51i) 

somit  nach  der  allgemeinen  Gleichung  48)  für  JP,  indem  wir  diesen  Werth 
als  ersten  Näherungs werth  einführen, 

62)  J'  =  *  (^)^—  R^logv^  f-\-U 

and  nach  nochmaliger  Differentiation 

dF 
Dieses  soll   mit  der  ersten  Gleichung  51 2)  für   ^r^    übereinstimmen, 

also  ist 

Die  Grösse  links  vom  Gleichheitszeichen  gieht  JCv,  es  vird  demnach 
/0HF)\    __Jc^_  /df\    1 

nnd 

(m=-^l^'-Kii)."+'' 

wo  h  eine  Function  allein  von  v  ist.  Jetzt  haben  wir  nach  Gleichung  52) 
r=  -  J»h  d»  —  »[(^^^^  ^»h+U+  f-  B»  logv 
oder  wenn 

gesetzt  wird, 

53)  F  =  —  R^  log  V  --  Jd'  {^  dd'  -}'  ü  +  H^. 
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Ich  ersetze  E  durch  ntjeR  und  Dehme  an,  dass  es  sich  um  n^  Gramm- 
Molekeln  handelt,  die  freie  Energie  gehöre  einem  Aggregate  yon  Yer- 
schiedenen  Suhstanzen  an,  alsdann  hahen  wir 

54)  F=  —  Bd'Unicmjc  Igv^,  —  J^XLn^mJ'-p  d-O- 

und  für  zwei  durch  einen  isothermischen  Vorgang  verhundene  Zu- 
stände, die  durch  Indicesaccente  unterschieden  sind,  wenn  man  noch 
setzt 

£  njk  mjt  Cvi^  =  Cv ,  £  njc  mjt  Hh  =  ^j  £  «»  m^  üj^  =  U 

55)  F"  =r  F'  -  Ä^  lg  -^""'^--"^^  -  J^  I  ^"^  '7  ^^  d» 

+  ^(^''  —  $')  +  U"  -  U'. 

Dieser  Ausdruck  nun  soll  für  die  freie  Energie  ganz  allgemein  be- 
stehen. Wenn  man  den  Rechnungsgang  genauer  betrachtet,  so  beruht 
alles  offenbar  auf  einem  sehr  unsicheren  Näherungskalkul;  allgemein 
gilt  also  die  Formel  kaum.  Nach  3di)  S.  97  von  Bd.  1  ist  in  jedem 
isothermischen  Process 

66)  dW=  —  dF, 

also  falls  es  sich  um  Ausdehnung  unter  constantem  Druck  handelt, 

57)  F"  —  F=  —  jpdD  =  —  i)j  dö  =  —  p  ». 

Somit  wird  in  diesem  Falle 


68)       p^  =  B»  lg  "V'V-'V    +  J»  I  ^^^^-^-^  d» 


I  ^  —   ^^ 

J    ^ 

-  »(^"  -  «>')  -  (U"  -  IV), 


worin  nach 

k  =  a  k—b 

59)  »  =  2"*«'»  -2)"»»» 

k=l  k=l 

ist.     Die  $  sind  nur  Function  der  ö,  nicht  von  -ö". 

Wir  gehen  nochmals  zurück  auf  die  Beziehung  für  eine  einzelne 
Substanz.     Es  ist  nach  53) 

dF 
d\ 

dF 
somit  wegen  p  =  — -^r— 

dv 


)v  V  J   dv  d"     ^     dv  dv 
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60)  p=+«-^  +  ^^f^«^_|£_^|?. 

V  jdv    d'         dv  dv 

r\  jt  ^  TT  5^  TT 

Bei   idealen  Gasen  ist  -r-^  =  0,  -^r—  =  0,  somit  auch  7.  -  =  0. 
dv  dv  dv 

Allgemein   nimmt  nun  Lewis  an,  dass  zwar  c«  von  v,  nicht  jedoch 

Ton  ^  abhängt;  da  nun  H  auch  nur  Function  von  v  ist,  so  setzt  er  der  < 

obigen  Formel  entsprechend 

^'^  ^  -  tT^TW  -  -v' 

was  eine   Art  Zustandsgieichung  ist,  und  erhält   nun   im   Falle  einer 
Flüssigkeit  und  ihres  Dampfes 


7         F  -\    ^^ 


62)  F,-F,  =  \  -ß^^  +  iV,  -  U,). 


Die  weiteren  Folgerungen,  die  Lewis  aus  dieser  Gleichung  unter 
Einführung  yieler  Vernachlässigungen  zieht,  kann  ich  ühergehen,  er 
bezeichnet  sie  selbst  als  mit  der  Erfahrung  nicht  in  Eanklang.  Erinnern 
wir  uns  aber  der  Gleichung  26)  auf  Seite  429  des  ersten  Bandes,  so 
würde  folgen 

oder  zufolge  der  Gleichung  25)  an  gleicher  Stelle 

jv—f{v)  m       }v^J(v) 

eine  Gleichung  für  die  latente  Wärme.    Für  alle  Stoffe,  für  welche  das 

Trouton'sche  Gesetz   gilt,  müsste  dann  | -rr-^   einen   und   den- 

J  t'  —  /(v) 

selben  Werth  bei  der  Siedetemperatur  unter  gleichem  Druck  haben. 
Lewis  nimmt  an,  dass /(t;)  so  klein  gegen  v  ist,  dass  man  von  seiner 
Veränderlichkeit  absehen  darf.     Dann  wäre 

Vi   —  b 
log         --r-  =  Canst, 

also  1^1  —  h=  Ä{V2  —  6),  die  Dampfdichte  also  eine  lineare  Function 
der  Flüssigkeitsdicbte,  was  aber  der  Erfahrung  nicht  entspricht.  Also 
nützen  diese  letzteren  Betrachtungen  in  unserem  Falle  wenig,  man 
kann  über  die  allgemeine  Gleichung  58)  nicht  hinaus,  welche  für  eine 
Flüssigkeit  und  ihren  Dampf  ergiebt 


184 


Z«hDtef  Oapitel. 


63)       p  (»1  Wii?!  —  n^m^v^)  =  Rd'  (»hf»,  lögvi  —  n2m^Jogvg) 

—  J^Uftifni  (c«X  —  »a  Wa  (c^),]  -^  +  ^  (♦*!  w»i  -Si  —  n^m^H^) 
+  (»i»»!  CTi  —  naWaüi). 

Die  Grösse  nimi(Cv)^  —  ^^i(Cv)t  =  0  zu  setzen,  wie  es  Lewis  thut, 
ist  kaum  zulässig,  und  gewonnen  wird  damit  auch  nur  wenig,  da  die 
Functionen  H  doch  nicht  bekannt  sind.  Also  haben  die  vorstehenden 
Entwickelungen  zunächst  nur  theoretisches  Interesse,  wenigstens  für 
Flüssigkeiten  und  Dämpfe.  Im  kritischen  Zustande  ist  Vi  =  v^,  ebenso 
Ui  =  Ü2,(Cv\  =  (Cv)tf  somit  auch  Hi  =  H«;  mehr  iässt  sich  über 
diese  Function  nicht  aussagen,  höchstens  noch,  dass  sie  nur  von  V 
abhängt. 

Zuletzt  hübe  ich  noch  einige  Beziehungen  zu  erwähnen,  welche 
zuerst  Herr  Wiebe^)  entdeckt  hat.  Multiplicirt  man  die  Siede- 
temperatur mit  der  wahren  Ausdehnung  einer  Molekel  der  Flüssigkeit 
bei  dieser  Temperatur,  so  erhält  man  Zahlen,  welche  ganze  Vielfache 
einer  Zahl  sind,  die  etwa  0,0036  beträgt.     8o  ist: 


SabBtanz 

d^ 

d 

Schwefel 

Belen 

Tellur 

Zink 

Cadmium     .... 

0,003015 
0,001872 
0,001020 
0,000795 
0,001188 

722 

975 

1421 

1315 

1135 

2,17683 
1,82520 
1.46221 
1,04543 
1,34838 

600  X  0,003628 
500  X  0,003650 
400  X  0,006665 
300  X  0,008485 
400  X  0,008371 

Hiemach  wäre 


64) 


n  ist  eine  ganze  Zahl,  und  ß  nimmt  Herr  Wiebe  als  dem  Ausdebnungs- 
coefficienten  0,00366  der  idealen  Oftse  gleich  an,  was  annähernd  zutrifft. 
Eine  entsprechende  Beziehung  soll  für  die  Schmelztemperatur  bestehen, 
darauf  werden  wir  später  zu  sprechen  kommen. 

de  H e e  n ^)  hat  ein  Gesetz  aufgestellt,  welches  dem  Wiebe* sehen 
gleichkommt,  sich  aber  auf  den  gewöhnlichen  wahren  Aus- 
dehnungscoefficienten  der  Flüssigkeit  bei  der  Siedetemperatur  bezieht. 

Für  homologe  chemische  Verbindungen  soll  &  -j^  einen  und  denselben 


^)  Berichte  d.  deutsch,  ehem.  GeBelUcb.,  1878,  8.  788  ff. 
•)  Phyaique  compar^e,  1888,  8.  169. 
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Werih  haben.     Zur  Bestätigung  dieses  Gesetzes  bringt  er  Bahlreiofae 
Beispiele  beL     So  liegt  jenes  Product 

bei  den  Alkoholen     .... 
y,     „    Chloriden  der  Alkohole 
-      „     Bromiden     - 


„  y,    Jodiden        „  „ 

„  „    Formiaten    „  „ 

„  „    Acetaten      „  „ 

„  „    Propionaten  ^ 

„  „    Butyraten    „  „ 

„  „    Valeraten     „  „ 

„  „    Benzoaten    „  „ 

„  „    Oxalaten      „  „ 

„  „    Kohlenwasserstoffen   . 

„  „    Fettsäuren  *)     .     .     . 

„  Pb  CI3,  8b  eis.  As  eis    •     . 

„  TiCl4,  CCI4,  SnCl4,  SiCU 


zwischen  0,354  und 
0,420     , 


0,413 
0,394 
0,427 
0,432 
0,440 
0,451 
0,443 
0,424 
0,481 
0,434 
0,412 
0,394 
0,402 


0,387 
0,437 
0,422 
0,399 
0,441 
0,448 
0,456 
0,466 
0.468 
0,447 
0,490 
0,460 
0,479 
0,398 
0,440 


Angenähert  stimmt  also  die  de  Heen'sche  Regel.  Gleichwohl  wird 
man  geneigt  sein,  das  Wiebe'sche  Gesetz  als  das  rationellere  zu  be- 
zeichnen. Ausnahmen  von  beiden  Gesetzen  scheinen  sicher  festgestellt 
zu  sein. 

Der  Vorgang  der  Verdampfung  wird  in  der  kinetischen 
Theorie  der  Substanzen  nach  Glausius  in  folgender  Weise  aufgefasst 
Da  die  Molekeln  alle  möglichen  Geschwindigkeiten  haben,  werden 
unter  den  über  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit  hinaus  sich  bewegenden 
auch  solche  sein,  welche  die  Wirkungssphäre  dieser  Oberfläche  ver- 
lassen. Diese  werden  dann  in  dem  Räume  über  der  Flüssigkeit  als 
Dampf molekel  sich  weiter  bewegen.  Im  Laufe  der  Zeit  wird  die 
Flüssigkeit  auf  diese  Weise  mehr  und  mehr  Molekeln  verlieren.  Ist 
der  Raum  über  der  Flüssigkeit  frei,  so  können  sich  die  Dampfmolekeln 
verlieren,  und  die  Flüssigkeit  verdunstet  allmählich  ganz.  Ist  dieser 
Raum  geschlossen,  so  füllt  er  sich  mit  Molekeln  mehr  und  mehr.  So- 
bald jedoch  die  Zahl  der  Molekeln  darin  wächst,  werden  darunter 
einige  sein,  welche,  von  den  anderen  gestossen,  in  die  Wirkungssphäre 
der  Flüssigkeit  und  zuletzt  in  diese  selbst  zurückkehren.  Wenn 
schliesslich  in  der  Zeiteinheit  ebenso  viele  Molekeln  in  den  Dampf  räum 
hinein  gelangen,  als  aus  diesem  Räume  in  die  Flüssigkeit  zurückkehren, 
ist  nach  aussen  Gleichgewicht  erreicht,  der  Dampf  ist  gesättigt,  hat 
einen  bestimmten  Druck  und  die  Temperatur  der  Flüssigkeit. 

Stefan*)  hat  nun  darauf  hingewiesen,  dass  unter  der  Annahme, 
dasB  die  Anziehung  der  Dampfmolekeln   auf  einander  gegen   die   der 


^)  Jedoch  Ameisensäure  0,870. 
■)  Wiedem.  Ann.  Bd.  29,  8.  658. 
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FlüsBigkeitsmolekeln  zu  verDachlässigen  ist,  bei  einer  Flüssigkeit,  die 
eben  begrenzt  ist,  ebenso  yiel  Arbeit  erforderlich  ist,  ein  Theilchen 
aus  dem  Innern  der  F'Iüssigkeit  an  die  Oberfläche  zu  schaffen,  als  es 
weiterhin  von  dieser  Oberfläche  ausser  der  Wirkungssphäre  der  Flüssig- 
keit zu  bringen.  Bei  concaver  Oberfläche  findet  diese  Gleichheit  nicht 
statt,  vielmehr  ist  die  zweite  Arbeit  grösser  als  die  erstere,  weshalb 
auch  die  Dampfdichte  über  einer  concaven  Fläche  kleiner  ausfällt  als 
über  einer  ebenen  (S.  71).  Das  Umgekehrte  findet  statt  bei  conyexer 
Oberfläche.  Ist  nun  iS  die  von  der  Flüssigkeit  auf  ein  Theilchen  von 
der  Masseneinheit  ausgeübte  Molekularkraft,  ds  der  Weg  des  Theil- 
chens,  Q  die  Dichte  der  Flüssigkeit,  so  haben  wir  für  jene  Arbeit 


65)  Ä  =  ^QSdi 


Nach  den  Gesetzen  der  Hydrodynamik  ist  aberpiSds  die  Druck- 
änderung dp  beim  Uebergange  von  s  nach  s  -\-  ds,  also  bekommen 
wir,  wenn  die  Dichte  innerhalb  der  Flüssigkeit  nicht  variirt: 

66)  2>j,  —  pi  =  q\  Sds  =  qB, 

Der  Weg  s  ende  in  der  Oberfläche  und  beginne  in  einer  Entfernung 
gleich  dem  Wirkungsradius  unterhalb  derselben,  dann  ist  B  äquivalent 
der  Verdampfungswärme,  und  die  obige  Stef aussehe  Gleichung  lehrt 
den  molekularen  Druck  innerhalb  der  Flüssigkeit  kennen,  wenn  der 
in  der  Oberfläche  gegeben  ist.  Stefan  wendet  die  Formel  auf  Aether 
an,  setzt  (»  =  0,73,  B  =  3526  (wobei  der  Druck  einer  Atmosphäre  auf 
ein  Quadratcentimeter  als  Finheit  genommen  ist)  und  berechnet  so 
p,  =  2574  Atmosphären,  wofür  früher  (S.  71)  nach  van  der  Waals 
ein  anderer  Werth  namhaft  gemacht  ist.  Eine  noch  grössere  Zahl  für 
Pi  ergiebt  sich,  wenn  man  die  Dichte  als  variabel  ansieht. 

Stefan  hat  sodann  den  Vorgang  der  Verdampfung  wie  einen 
solchen  der  Diffusion  der  Dampfmolekeln  durch  Dampfmolekeln  selbst, 
oder  falls  die  Verdampfung  in  einem  besonderen  Gase  vor  sich  geht, 
durch  dieses  Gas  (Luft)  bebandelt.  Demnach  finden  liier  die  in  Ab- 
schnitt 43  des*  ersten  Bandes  entwickelten   Gleichungen  Anwendung. 

Stefan  behandelt  den  besonderen  Fall,  dass  die  Verdampfung  in 
einer  oben  offenen  Röhre  stattfindet,  an  deren  Mündung  der  Dampf 
stets  (etwa  durch  einen  dagegen  quer  geblasenen  Luftstrom)  entfernt 
wird,  80  dass  schon  unmittelbar  über  dieser  Mündung  Dampf  nicht 
mehr  vorhanden  ist.  Die  Dichte  des  Dampfes  nimmt  dann  von  der 
Flüssigkeitsoberfläche  nach  der  Röhrenmündung  hin  ab.  Unmittelbar 
an  der  Flüssigkeitsoberfläche  wird  sie  den  ibr  bei  der  betreffenden 
Temperatur  zukommenden  Betrag  haben,  an  der  Röhren mündung  wird 
sie  Null  sein.  Die  Grössen  sollen  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  die 
in  Abschnitt  43  gleicbbezeichneten. 

fii,  Ui  sollen  sich  auf  den  Dampf,  n^,  U2  auf  das  Gas  beziehen,  in 
welches  der  Dampf  sich  verbreitet.    Die  x-Axe  (Axe  der  Röhre)  beginne 
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in  der  Röhrenmündang,  von  dort  bis  sur  Flüssigkeitsoberfläche  sei  die 
Strecke  A,  die  Zahl  der  Dampfmolekeln  in  der  Röhre  bei  o;  =^  ^,  an  der 
Flüssigkeiisoberfl&che,  bezogen  anf  Streckeneinheit,  sei  Ni.  Verdunstet 
innerhalb  der  Zeit  dt  von  der  Flüssigkeit  eine  Strecke  dhy  so  nimmt 

die  Zahl  der  Dampfmolekeln  daselbst  zu  am  dt,  zugleich  diffun- 

(t  t 

diren  jedoch  Dampfmolekeln  in  das  Gas  hin  und  Gasmolekeln  in  den 

Dampf.    Es  bleiben  aber  von  den  Dampfmolekeln  ^i  Molekeln  zurück, 

also  difPundiren  (N  —  Ni)  -77  dt  Dampfmolekeln  aus  dh  heraus,  und 

ü  t 

es  wird  bei  x  =  h 

670  7HU,  =  -  (N—N,)  — . 

Von  dem  Gase  werden  entgegengerichtet  so  viele  Molekeln  diffundiren, 
dsss  die  Zahl  n  aller  Molekeln  an  der  Flüssigkeitsoberfläche  erhalten 
bleibt,  da  sich  sonst  nichts  geändert  hat,  somit  muss  sein: 

67,)  na  1*2=  (n  -^  N,)—, 

und  wir  bekommen 

A.  7i 

681)  nj  ttj  +  »3  tta  =  (n  —  N)  —, 

somit: 

68,)  n,tt,  =  (n  —  N)  ^^—  n^u,. 

Nun  ist  aber  (Bd.  1,  S.  346,  Gleichung  I81): 

0  X  n 

also  nach  Einsetzung  des  Werthes  von  n,^,  wegen  rti  -|-  n,  ==  n: 

70)  D_J.  +  „,„,  +___„._  =  o. 

Differenziren  wir  diese  Gleichung  nach  x  und  beachten,  dass  nach 
Gleichung  20)  auf  Seite  347  des  ersten  Bandes 

a(niUi)  _         dn, 
^  dx      ~         dt 

sein  muss,  so  folgt 

71  \  ^Jh.  —  T)  ^^1  _L  ^~  ^  ^  ilL 

'^  dt   ^        dx^   ■*"        n        ex    dt' 

Das  Integral  dieser  Gleichung  muss  für  a;  =  0,  nj  =  0;  für  rc  =  Ä, 

dh 
fii  =  ^1  geben.  Ferner  ebenfalls  für  o?  =  Ä;  ni  Wj  =  —  (N  —  ^1)  — , 
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also  muBS 

72)  D  — i  =  i  jy       .  a;  =  Ä 

'^  ox  n  dt 

sein.  Stefan,  der  alle  diese  Gleichungen  abgeleitet  hat,  findet  als 
Integral,  welches  der  DifTerentialgleichung  71i)  und  allen  drei  Be- 
dingungen genügen  kann. 


=  I 


73)      n,  =  ä{'^''*  ^^-2«/..  d^.  Ä  =  2aV^,  /3  = 


N—n 


Für  X  =  0  ist  offenbar  n^  =  0,  für  x  =  h  bekommt  man  wegen  des 
Werthes  von  h 

a 

74)  Ni  =  Ä  ie-^-^'^i^''  d0 

0 

als  Beziehung    zwischen  Ä  und  (X.      Ferner    ist   zu  Folge  der  Glei- 
chung 72)  für  ic  =  Ä 

75)  A e-««-2«V  =2aN ^  ""  "^^ • 

n 

Diese  in  Verbindung  mit  der  vorletzten  Gleichung  giebt  eine  Gleichung 
für  a  allein,  nämlich 

a 

76)  ae!«*+»"*/*('e"''-a«^' d;p  =  ^^' 


2  iV  (n  —  N^) 

0 

Stefan  nimmt  nun  an,  dass  die  Diffusion  des  Dampfes  durch  das  Ab- 
blasen an  der  Röhrenmündung  so  unterstützt  wird,  dass,  was  an  Dampf 
in  der  Zeiteinheit  gebildet  wird,  sehr  gross  ist  gegen  Dampf  und  Luft 
zusammen,  die  auf  der   Flüssigkeitsoberfläche  lagern;   alsdann  wird  n 

gegen  N  sehr  gross  sein,  also  auch  ß  =  eine  bedeutende  Zahl 

angeben,  so  dass  man  e^  gegen  2a ßz  fortlassen  kann  und  ebenso 
0(3  gegen  2  a^  ß.     Alsdann  geht  die  Gleiohung  für  a  über  in 


a]e^^^ne-^^^'de  = 

0 


e2«v  —  1  nNx 


2ß  2N(n  —  N^) 


und  zufolge  des  Werthes  von  ß  in 


womit  sich  dann  ergiebt 

77i)  Ä*  =   „-,,  log 


2N     "^  n  —  N^ 
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Seien  fir,  q  Molekulargewicht  and  Dichte  der  Flüssigkeit,  m,  Qi  die 
gleichen  Orössen  fOr  den  Dampf,  dann  wird  Q  =  Nm,  q^  =  nm  und 
indem  wir  den  Dampf  wie  ein  Gas  behandeln,  können  wir  setzen 

Da  ferner  Ni  in  derselben  Weise  proportional  dem  Druck  P  des  ge- 
sättigten Dampfes  ist  wie  n  dem  beobachteten  Druck,  so  geht  die 
Formol  über  in 

77.)  Ä^  =  ^^^^.~%        ' 


2q  ^  Po  "^  p  —  Pi 
Die  Gleichung  stellt  fest,  in  welcher  Weise  der  Flüssigkeitsspiegel 
sich  in  Folge  der  fortschreitenden  Verdampfung  unter  den  angegebenen 
Bedingungen  senkt.  Sie  ist  einer  Prüfung  durch  den  unmittelbaren 
Versuch  vom  Urheber  selbst  und  von  anderen  Forschern  unterzogen 
worden  ^).  Früher  hatte  Dalton  angenommen,  dass  die  Verdampfungs- 
geschwindigkeit der  Dampfspannung  direct,  dem  Luftdruck  umgekehrt 
proportional  sein  sollte.  Dieses  weicht  von  der  obigen  Formel  ganz 
und  gar  ab  und  ist  auch  durch  die  vor  bezeichneten  Versuche  dem 
Stefan'schen  Gesetz  gegenüber  als  unzureichend  erwiesen  worden. 
Doch  hängt  freilich  vieles  von  den  Bedingungen  ab,  unter  denen  die 
Verdampfung  vor  sich  geht  und  die  von  den  zur  Ableitung  der  Formel 
angenommenen  selbstverständlich  beliebig  abweichen  können.  Ins- 
besondere soll  nach  Blasius^)  der  Einfluss  der  Schwere  des  Dampfes, 
dem  in  Stefan's  Theorie  keine  Rechnung  getragen  ist,  während  doch 
die  Röhren  vertical  stehen  müssen,  keineswegs  zu  vernachlässigen  sein. 


Ueber  die  zweite  Grenztemperatur  der  Flüssigkeiten,  die  Er- 
starrungstemperatur, wird  im  nächsten  Capitel  gehandelt  werden.  Hier 
ist  nur  Folgendes  zu  bemerken.  Wie  Flüssigkeiten  Siede  Verzögerungen 
erfahren  können,  so  auch  Erstarrungsverzögerungen,  sie  vermögen 
unter  Umständen  noch  weit  unterhalb  ihrer  normalen  Erstarrungs- 
temperatur noch  als  Flüssigkeiten  bestehen  zu  bleiben.  Sie  sind  dann 
unterkühlt. 

Die  normale  Erstarrungstemperatur  fällt,  wie  alle  Er- 
fahrungen lehren,  durchgängig  mit  der  normalen  Schmelz- 
temperatur des  festen  Körpers,  zu  dem  die  Flüssigkeit 
erstarrt,  zusammen.  Wird  nun  unterkühlte  Flüssigkeit  zum  Er- 
starren gebracht,  so  entwickelt  sie  bei  dem  Uebergang  in  den  festen 
Zustand  so  viel  Wärme,  dass  ihre  Temperatur  zur  normalen  Erstarrungs- 
temperatur ansteigt.     Es  muss  also  innere  Energie  dabei  frei  werden. 


')  Winkelmann,  Wiedem.  Ann.  Bd.  33,  S.  445  ff. 
*)  Wiedem.  Ann.  Bd.  40,  S.  691  ff. 
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und  hieraus  folgt,  dass  Flüssigkeiten  selbst  unterkühlt  immer  noch 
mehr  innere  Energie  besitzen  als  die  entsprechenden  festen  Substanzen. 
Die  theoretische  Grenze  der  Unterkühlung  ist  offenbar  gegeben,  wenn 
die  Flüssigkeit  noch  gerade  einen  solchen  Energieüberschuss  hat,  dass 
dieser  hinreicht,  beim  Erstarren  ihre  Temperatur  bis  zur  normalen  Er- 
starrungstemperatur zu  heben.  Nennen  wir  U^  die  innere  Energie 
des  festen  Körpers,  so  wftre  bei  der  Erstarrungstemperatnr 

78)  ü^—  U,>  0, 

und  es  bedeutet  überhaupt  ü^  —  ^3  die  innere  Schmelzwärme^ 
genau  so  wie  üi  —  U2  die  innere  Yerdampfungs wärme  war.  Nennen 
wir  diese  innere  Schmelzwärme  q\  so  wäre  hiernach  q'  positiv  und 

79)  [Ja  —  Ü3  =  Jq'. 

Die  tiefstmögliche  Unterkühl ungstem per atur  ist  dann  gegeben  durch 
die  Gleichung 


80) 


j  cdd^  =  (f\ 


woselbst  #n  die  normale  Erstarrungstemperatur,  d'u  die  tiefstmögliche 
Unterkühlungstemperatur  und  c  die  specifische  Wärme  der  Flüssigkeit 
bedeutet.     Ist  letztere  constant,  so  hat  man 

81)  ^„_^„  =  £!,      &^  =  ^^  —  ^. 

c  c 

q'  ist,  soviel  bekannt,  immer  positiv,  also  auch  d'^^  —  '&,«;  über- 
schmolzen  kann  also  eine  Substanz  nicht  werden.  Doch  soll  das 
Hydrat  NaCl  +  2HaO,  welches  bei  —  12<>C.  schmilzt,  unter  Um- 
ständen noch  bei  -\-  Ib^  fest  sein.  Das  wäre  das  Gegenstück  zur 
Unterkühlung  und  ganz  anormal,  wenn  nicht  etwa  chemische  Umwand- 
lung stattfindet.  Die  Gleichung  80)  lehrt  noch,  dass,  je  geringer  die 
innere  Schmelzwärme,  desto  geringer  auch  die  mögliche  Unterkühlung 
ist.  Gäbe  es  Flüssigkeiten,  welche  gar  keine  Wärme  entwickeln,  wenn 
sie  erstarren,  so  wäre  für  sie  U^  =  Ü2  und  d'^  =  ^ni  diese  Hessen 
sich  also  überhaupt  nicht  unterkühlen.  Unterhalb  der  tiefstmöglichen 
Unterkühlungstemperatur  kann  eine  Flüssigkeit  nicht  bestehen,  ohne 
zu  erstarren,  das  ist  also  eine  Art  kritischer  Temperatur,  aber  selbst- 
verständlich nur  eine  Art  kritischer  Temperatur;  die  wirkliche 
kritische  Temperatur  zwischen  dem  flüssigen  und  festen  Zustande 
(und  zwischen  dem  gasförmigen  und  festen)  ist  in  ganz  anderer  Weise 
zu  definiren,  nämlich  so  wie  die  zwischen  dem  flüssigen  und  gasförmigen 
Zustande.  Sie  wird  im  nächsten  Capitel  behandelt  werden.  Uebrigens 
ist  diese  tiefste  Unterkühlungstemperatur  kaum  für  eine  Substanz  be- 
kannt, für  Wasser  ist  sie  von  Grätz  zu  etwa  — 27® C.  geschätzt 
worden,  was  aber  wohl  nur  die  praktisch  tiefst  erreichbare  Grenze  ist, 
theoretisch  wir.d  sie  viel  tiefer  heruntergehen.    Welche  Bedeutung  sie  in 
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der  Theorie  der  Reibang  der  Flüssigkeiten  gewonnen  hat,  ist  Seite  80 
aus  einander  gesetzt. 

Die  Unterkühlung  einer  Flüssigkeit  ist,  wie  die  Siedeverzögeruug, 
nur  möglich,  sie  tritt  nur  unter  besonderen  Umständen  ein,  nament- 
lich wenn  die  Flüssigkeit  frei  yon  Erschütterungen  und  katalytischen 
Wirkungen  gehalten  wird.  Wasser  ist  bis  zu  —  20^  unterkühlt  worden. 
Phosphor  bis  -{-  24^  bei  einer  normalen  Erstarrungstemperatur  von 
-\-  44^  Schwefel  gar  bis  +  20®,  obwohl  die  normale  Erstarrungs- 
temperatur 110®  beträgt.  Das  Verhalten  des  Schwefels  ist  auffallend, 
und  nach  der  Grösse  seiner  Schmelzwärme  nicht  zu  erwarten.  Aber 
Schwefel  ist  ja  eine  sehr  capriciöse  Substanz,  die  in  allen  möglichen 
Modificationen  existirt. 

Den  normalen  Siedepunkt  6*«  mit  dem  normalen  Erstarrungs- 
punkt ^n  hat  Herr  Wiebe  ^)  durch  eine  sehr  einfache  Beziehung  ver- 
bunden. Ist  nämlich  c  die  mittlere  specifische  Wärme  zwischen  d'n  und 
'&«,  so  soll  sein 

82)  2amc(d't  —  K)  =  2am'(t^  —  tn)  =  1. 

a  bedeutet  die  mittlere  Ausdehnung  zwischen  ^„  und  d'a  bezogen  auf 
Volum eneinheit.     Folgende  Zusammenstellung  dient  zur  Stütze : 


Element 

m 

a                    c 

1 

-. 

tn 

2a m  c 
(ts  -  tn) 

S 

8e 

P 

Hg     .... 

31,98 
78,00 
30,96 
199,8 

0,000  2670 
0,000  1696 
0,000  3556 
0,000  1882 

0,1710 
0,0801 
0,1900 
0,0333 

447 

700 

278 

■  355,8 

113,6 
217 
44,5 
—    40 

1,02 
1,01 
1,02 
1,01 

Die  Zahlen  der  letzten  Columne  sind  sich  fast  gleich.  Ist  Va  das 
Volumen  der  Flüssigkeit  bei  -O"«,  Vn  das  bei  d'n,  so  können  wir  auch 
schreiben  Vg  —  t?«  =  VnCc{d'a  —  d'n)-     Nach  Wiebe  wäre  also  auch 


83,) 
oder 
83,) 


tn 


Vs  —  Vn- 


Vs  —  Vn 


c  =  Const, 


g  =  Const., 


woselbst  g  die  mittlere  molekulare  Wärme  bedeutet.  Die  mittlere 
molekulare  specifische  Wärme  der  Flüssigkeiten  zwischen  der  normalen 
Erstarrungstemperatur  und  Siedetemperatur  verhielte  sich  also  bei 
verschiedenen  Substanzen  umgekehrt  proportional  deren  Ausdehnung 
(bezogen  auf  Volumeneinheit)  zwischen  den  genannten  Temperaturen. 

')  Ber.  (1.  deutsch,  ehem.  Ges.,  1879,  8.  788. 
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Die  festen  Körper. 


63.    Zustandagleiohung  der  festen  Körper. 

Ueber  die  Zastandsgleichung  der  festen  Körper  ist  nicht  viel 
bekannt.  Früher  war  man  geneigt,  die  festen  Körper  als  Aggregate 
von  Molekeln  anzusehen,  welche  sich  zwar  ebenfalls  bewegen,  aber  nicht 
in  herumschweifender  Weise,  sondern  um  bestimmte  Gleichgewichts- 
lagen. Es  sollte  sich  also  um  Schwingungen  um  feste  Lagen  handeln, 
die  jedoch  darin  mit  den  Molekularbewegungen  der  flüssigen  und  gas- 
förmigen Molekeln  Aehnlichkeit  haben  sollten,  dass  die  Bahnen  sich 
ständig  verlegten  und  dass  die  Geschwindigkeiten  ständig  variirten. 
Dass  solche  geordnete  Schwingungen  in  einer  festen  Substanz  mög- 
lich sind,  ist  aus  der  Wellenlehre  des  Lichtes  bekannt.  Hier  handelt 
es  sich  um  ungeordnete  Schwingungen,  wo  weder  zwischen  den 
Bahnen  der  einzelnen  Molekeln  räumlich,  noch  zwischen  den  Bahnen 
derselben  Molekel  zeitlich  irgend  eine  Beziehung  besteht. 

Nun  tritt  aber  noch  eine  Schwierigkeit  auf,  deren  man  nicht  so 
leicht  Herr  werden  kann.  Wenn  ein  Körper  um  eine  Lage  schwingen 
soll,  so  muss  er  entweder  dazu  äusserlich  gezwungen  sein,  wie  etwa 
eine  Violinsaite,  die  an  beiden  Enden  befestigt  ist,  oder  es  muss  eine 
Kraft  da  sein,  die  ihn  immer  in  die  Gleichgewichtslage  zurückzieht, 
also  ihren  Sitz  in  der  Gleichgewichtslage  hat.  Der  Unterschied  ist 
augenscheinlich;  im  ersten  Falle  ist  keine  solche  Kraft  vorhanden,  die 
Theilchen  einer  Yiolinsaite  werden  nicht  in  die  Gleichgewichtslage  ge- 
zogen, es  sind  vielmehr  sämmtliche  Kräfte  innerhalb  der  Saite,  welche 
der  Dehnung  der  Saite  widerstreben  und  deren  Wirkung  in  steter  Zu- 
sammenziehung  der  Saite  sich  äussert,  wodurch  diese  nach  einer 
Dehnung  wieder  stetig  kürzer  wird  und,  indem  die  seitlichen  Kräfte 
an  jeder  Stelle  in  Folge  der  Krümmung  der  Saite  auch  quer  zur  Saite 
gerichtete  Kräfte  geben,  demnach  der  früheren  Lage  zustrebt;  von 
dieser  Lage  ans  gehen  keine  Kräfte,  die  sie  dahin  zurückziehen. 
Schwingt  dagegen  eine  Magnetnadel  auf  einer  Spitze,  so  wird  sie  durch 
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eine  bestimmte  Kraft,  den  Erdmagnetismus,  in  die  Gleichgewichtslage 
zurückgeführt  Freie  Körper  können  offenbar  nnr  in  Folge  einer 
Kraft  um  eine  Gleichgewichtslage  schwingen.  Was  soll  das  nun  für 
eine  Kraft  sein  bei  einer  Molekel,  die  im  Inneren  einer  Substana 
schwingt?  Wir  nehmen  gewöhnlich  an,  dass  alle  auf  eine  Molekel 
wirkenden  Kräfte  Ton  den  umgebenden  Molekeln  herrühren.  Es  kann 
also  wohl  eine  Molekel  zu  einer  anderen  Molekel  hinschwingen,  wenn 
diese  ihr  näher  ist  als  alle  anderen  Molekeln,  aber  das  ist  durchaus 
yerschieden  von  dem  Schwingen  um  eine  Gleichgewichtslage.  Hiernach 
werden  sich  die  Molekularbewegungen  in  festen  Substanzen  von  denen 
in  Flüssigkeiten  nur  dadurch  unterscheiden,  dass  die  Molekeln  bei 
jenen  an  ein  Bewegungs g e b i e t  gebannt  sind,  innerhalb  eines  be- 
stimmten Gebietes,  wie  man  sich  ausgedrückt  hat,  hin  und  her 
schwanken,  bei  diesen  dagegen  ihr  Bewegungsgebiet  beliebig  ändern 
können  und  auch  ändern. 

Nun  neigt  man  aber  neuerdings  auf  Grund  gewisser  elektrischer 
Erscheinungen  der  Ansicht  zu,  dass  auch  bei  festen  Substanzen  die 
Molekeln  nicht  auf  bestimmte  Bewegungsgebiete  beschränkt  sind, 
sondern  dass  sie  auch  in  Schwärmen  durch  die  Substanzen  ziehen. 
Bei  dieser  Ansicht  müssen  wir  dann  freilich  weiter  annehmen,  dass  diese 
Schwarmbewegung  weit  langsamer  vor  sich  geht  als  die  zitternde  Be- 
wegung einer  Molekel  an  Ort  und  Stelle,  denn  sonst  wäre  nicht  zu 
erklären,  warum  man  diese  Schwarmbewegung  durch  äussere  Einflüsse 
ordnen  kann,  ohne  dass  gleichwohl  die  Eigenschaften  der  Substanzen 
irgend  eine  Aenderung  erfahren. 

Durch  diese  Erweiterung  der  Bewegung  in  festen  Substanzen  sind 
letztere  aber  qualitativ  den  Flüssigkeiten  und  Gasen  näher  gebracht 
und  da  das  Yirialprincip  ein  sehr  allgemeines  ist  (Seite  44  des  ersten 
Bandes),  so  sollten  hiernach  die  aus  diesem  abgeleiteten  Zustands- 
gieichungen auch  für  feste  Substanzen  gelten,  wenn  auch  mit  anderen 
Constanten  und  yiell eicht  auch  in  yereinfacbter  Form. 

Erübrigt  sich  hiemach  anscheinend  ein  besonderes  Eingehen  auf 
die  Molekularbewegung  fester  Substanzen,  so  ist  es  gleichwohl  nicht 
ohne  Interesse,  bestimmte  Ansichten  hierüber  zu  verfolgen.  Früher 
nahm  man  also  an,  dass  die  Molekeln  in  festen  Substanzen  sich  so 
bewegen,  als  wenn  sie  durch  irgend  eine  Kraft  in  die  Gleichgewichts- 
lage zurückgezogen  werden;  sie  sollten  also  in  der  gewöhnlichen  Be- 
deutung des  Wortes  um  eine  bestimmte  Stelle  schwingen.  Es  sei  r 
der  Abstand  einer  Molekel  zur  Zeit  t  von  der  Gleichgewichtslage,  (i  die 
Dichte  der  Substanz, /(r)  die  Kraft,  welche  die  Molekel  scheinbar  in 
die  Gleichgewichtslage  zurückführt,  dann  ist,  wie  man  unter  den  üb- 
lichen Annahmen  über  die  molekularen  Kräfte  und  molekularen  Be- 
wegungen leicht  nachweisen  kann,  wenn  von  Stössen  abgesehen  wird, 
nach  irgend  einer  Richtung  u 
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j 
i)  ^  =  —  -  Ä/tw  I  r/(r)d[r. 

^1  ist  der  mittlere  Abstand  zweier  Molekeln,  /i  bedeutet  eine  Grösse, 
über  welche  hinaus  /(r)  stets  Null  ist,  statt  ^  kann  auch  beliebig  oo 
gesetzt  werden.  Der  Charakter  der  Bewegung  ist  bestimmt  durch  die 
Grösse  /l^,  Ist  ^i  ^  ^,  so  ist  die  Bewegung  einfach  eine  gleich- 
förmig translatorische,  wie  sie  bei  Gasen  stattfinden  soll.  Ist  z/^  <C  '^t 
so  kann  die  Bewegung  eine  Schwingung  sein  oder  eine  Exponential- 
bewegung,  je  nachdem  das  Integral  positive  oder  negative  Werthe 
ergiebt.  Ersteres  ist  zu  erwarten  für  /  (r)  >  0,  wodurch  eine  an- 
ziehende Kraft  festgesetzt  ist,  letzeres  für/(r)  <^  0.  Bekanntlich  ist 
früher  angenommen  worden,  dass  die  molekularen  Kräfte  nicht  lediglich 
in  Anziehung  bestehen  sollen,  sondern  zunächst  in  Anziehungen,  dann 
jedoch  bei  allzu  verringertem  Abstände  der  Molekeln  in  Abstossungen. 
Bei  zu  starker  Compression  könnte  hiernach  die  stabile  Schwingungs- 
bewegung in  eine  labile  Exponentialbewegung  übergehen,  welche  die 
Molekeln  aus  einander  treibt,  sobald  die  comprimirende  oder  sonst 
wie  zusammenhaltende  Kraft  aufhört  zu  wirken. 
Für  die  stabile  Bewegung  haben  wir 


2ä  /2ä\«     4      r 


jT  K"   T^   "0/  I         l 


Die  zweite  Gleichung  bestimmt  die   Schwingungszeit.     Die  Kraft  /(r) 
soll  ein  Potential  <p  haben,  dann  wird 


3i) 


{rf(r)dr  =  ^<p{J)  -  z/i  <p(z/,)  —  [^(rjdr, 


"i 


und  indem  wir  nach  dem  Taylor'schen  Satz  entwickeln,  also 
setzen,  geht  das  Integral  über  in 


1 


(p(r)dr  =  (^J  —  ^^q)  — 


2!  d^  3!  d^* 

und  es  folgt 

3,)    ^rf(r)dr  =  z^x  [<P  (^)  -  <P(A)]  +  S^^^-^f^'  f^' 
Nun  ist  (p  (z^)  =r  0,  ebenso  ^-^  =  0,  es  bleibt  also 


3,)      j  rf(x)dr  =  -A9  (A)  +  2 
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^1  sollte  der  mittlere  Abstand  der  Molekeln  von  einander  sein,  dem- 

1 
nach  ist  ^i  proportional  iß  anzusetzen,  und  es  folgt  hieraus 

4,,  (¥)"  =  ^. 

wo  F  die  durch  die  vorletzte  Gleichung  bestimmte  Function  ist.  Die 
nächstliegende  Annahme  wäre,  dass  F  als  Potenzreihe  dargestellt 
werden  darf,  wir  hätten  dann 

fe 

4a)  [j;f)   = — —  =li2:auti    », 

wodurch  die  Schwingungszeit  als  Function  der  Dichte  festgesetzt  wäre. 
Innerhalb  gewisser  Grenzen  wird  eine  solche  Darstellung  wohl  zu- 
lässig sein. 

Ist  nun  die  Bewegung  einer  Molekel  nach  keiner  Richtung  hin 
beschrankt,  so  g^ebt  T  auch  die  wirkliche  Dauer  der  Schwingung. 
Wenn  jedoch  die  Molekeln  gegen  einander  stossen  —  thatsäohlich  oder 
indem  sie  sich  gegenseitig  nicht  zu  nahe  kommen  lassen  — ,  muss  die 
wirkliche  Schwingungsdauer  &  kleiner  sein  als  T  und  ebenfalls  die 
wirkliche  Schwingungsweite  kleiner  als  die  Amplitude  Ä,  Alsdann 
ist  aber  diese  Schwingungsweite  gleich  2  ^i ,  also  haben  wir  die  Be- 
ziehung 

5)  ^i  =  A  8tn  —  -, 

und  die  lebendige  Kraft  wäre 

e 

i 

2ni 


dt 
T 


5  =  |(a^)-|».. 

4      ' 

Setzen  wir  diese  lebendige  Kraft  proportional  der  absoluten  Temperatur, 
80  h&tten  wir 

(.     2«  £\ 
T    2     / 

Die  Gleichungen  5)  und  62)  dienen  zur  Ermittelung  von  A  und  nament- 
lich 9,  und  es  folgt  aus  ihnen,  dass  &  eine  Function  von  Volumen 
und  Temperatur  sein  wird,  was  von  yornherein  zu  erwarten  stand. 
Wenn  die  Molekeln  ausschwingen,  ist  @  =  T,  die  Gleichung  5)  fallt 

13* 
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fort  und  die  Gleiohang  6s)  dient  nur  zur  ErmitteluDg  yon  Ä.  T  kann 
sich  mit  d'  ebenfalls  Andern,  nothwendig  ist  dieses  aber  nicht,  so  lange 
wenigstens  nicht,  als  nicht  die  Molekeln  gegen  einander  stossen.  Ist  Ä 
so  gross  geworden,  dass  Zusammenstösse  vorfallen  (z.  B.bei  Erwärmung 
unter  Gonstanthaltung  des  Yolumens),  dann  tritt  die  Bedeutung  yon  9 
ein,  und  diese  Grösse  kann  und  wird  mit  der  Temperatur  sich  ändern. 
Man  sieht,  wie  genau  die  verschiedenen  Fälle  aus  einander  gehalten 
werden  müssen. 

Wir  wenden  nun  den  Ausdruck  Villa)  auf  S.  32,  Bd.  I  für  die 
Entropie  an,  indem  wir  zugleich  die  mittlere  lebendige  Kraft  durch  die 
Temperatur  ersetzen.     Dann  ist 

7)  S  =  So  +  Biogi^ey. 

Wir  nehmen  an,  dass  die  Molekeln  ausschwingen  können,  es  geht 
dann  0  über  in  T,  und  demnach  wird 


8)  S=  So  +  B  log 


\      F(vf)) 


Bilden  wir  jetzt  die  Grösse  c^,  so  ist  nach  12)  auf  S.  77  von  Bd.  I: 

Vdt>A  V      dv  \F(tß)J 

Andererseits  ist  nach  58)  auf  S.  86  von  Bd.  I: 

also  bekommen  wir  allgemein 

10)  P  =  FAv)  -\-»F,iv)- 

P],  F2  sind  Functionen  von  v.  Ramsay  und  Young  haben  bereits 
vermuthet,  dass  Gleichungen  dieser  Form  für  Flüssigkeiten  und  Dämpfe 
zutreffen,  sie  finden  sich  also  auch  für  feste  Körper.  Jedoch  dürfen 
freilich  die  so  vagen  Annahmen,  unter  denen  sie  abgeleitet  sind,  nicht 
ausser  Acht  gelassea  werden.  Ist  die  Bewegungsfreiheit  der  Molekeln 
durch  Zusammenstösse  beschränkt,  so  muss  ®  beibehalten  werden,  und 
da  diese  Grösse  von  d"  mit  abhängt,  kann  p  nicht  mehr  lineare  Func- 
tion der  Temperatur  sein,  es  kommt  vielmehr  eine  recht  verwickelte 
Function  heraus.  Also  an  die  Annahme  einer  Aussohwingungs- 
möglichkeit  für  die  Molekeln  ist  jene  Gleichung  gebunden. 
Die  Grösse  F^  ist 

f(v^)    d 


F^  =  JB  - 

V       dv 


\f{v^) 


oder  wenn  man 
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11)  -fr,=/G») 

setzt: 

p  _  TP  1  id(/t>t)_      1  /2 1       1  dAi)\ 

12) 


Der  Factor  tod  —  ist  eine  Function  Yon  t;s,  ich  setze  dementsprechend 

.3)  \JB=K,     .(^)  =  (^^) 

und  erhalte 

140  PV  =  vF,  (V)  +  B^\l  +  i^  (t;«)] 

oder,  wenn  f&r  —  Fi  (v)  geschrieben  wird  K, 

U,)  (p  +K)v  =  B»^l  +  i>  (t;J)]. 

In  dieser  Form  hat  die  Gleichung  grosse  Aehnlichkeit  mit  der  Zustands- 

gleichung  nach  yan  der  Waals,  jedoch  in  der  aus  dem  Yirialprincip 

anmittelbar  folgenden  Fassung,  nach  Gleichung  I2)  auf  S.  367  von  Bd.I. 

Bemerkens werih  ist  jedoch,  dass  ^  nicht  sowohl  von  v  als  vielmehr 

1 
▼on  i;f,  d.  h.  dem  mittleren  Abstand  der  Molekeln  abhängt,  eine  solche 

Function   haben  wir  auch  in  der  in  diesem  Werke  abgeleiteten  all^ 

gemeinen  Zustandsgieichung. 

Wenn  Znsammenstösse  erfolgen,  ist  nach  6^)  und  5) 

(.     27C  ®\ 
^    2«  e 
T2    / 
Setzen  wir 

16)  Cm  =  k,     j»  =  ip, 

80  wird 

15,) 


/  1  —  cosq>\  <p    / 


Für  den  Augenblick  sei  auch  noch 
17)  -^  —  i 


198 
also 
18) 
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I  (l  —  cosqp)  =  1  -f 


stntp 
~9~ 


Diese  OleichuDg  kann  durch  eine  Reihe  nach  £  mit  negativen  ganz- 
zahligen Exponenten  erfüllt  werden.     Setzt  man  hiernach 


A 


Ä, 


''  -J  +  F  +  F  +  F"^ 


19) 

80  wird 

20)         Äi  =  4,     ila  =  0,     ^3  =  +  0,09,     ^4  =  +  0,016. 

Die  GoSfficienten  fallen  also  sehr  rasch.     Man  hat  aber 

21,) 


«i  _  ^  V  :^  -  r  V  i*il 


und  wegen  des  Werthes  von  — j- 

21.)  ®*  =  't«'»/S^ 

Nunmehr  bekommen  wir 

22) 
und 


k  =  l   -^ 


S=So+5%(*Mt;f*^^P^) 


-.>af).=-(l^l 


(fc  —  1)  AA*^  2.  i/ ^ ^ 

»  =  1  •'  ' 


oder 


23,) 


Vö  »A  ~  3  » 


und  demzufolge 


24)i)=Fi(f;) 


2/5 


3» 


»    1  - 


Da  ^2  =  0  ist,  so  beginnt  unter  dem  Integralzeichen  die  Summe  im 

2  A   X^ 
Zähler  mit   --.^i-.    Beschränken  wir  uns  auf  Glieder  erster  Ordnung, 
/8  4ts 
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80  bekommen  wir  hiemach 

a-i^  «  -  p  („\  -u  2-^-^  »  /i  -4-    *'    ^-^  2^»^*\ 

25)  ,  _  F.C.)  +  _  ^  (^1+  ^^-^-^^  ^j-^j. 

Von  dem  früheren  Ausdruck  für  ausschwingende  Molekeln  unterscheidet 

2  A  k^ 
sich  dieser  durch  den  Factor  — — ^.^  ^rr ,  das  Wesentliche  ist  also  die 

Alf  ^9^ 

erweiterte  Abhängigkeit  von  d".    Wir  können  aber  wiederum  schreiben 

26)  (p  +  K)v  =  B»  +    ^^^'^ 


woselbst 
27) 


""^"^        +'3    /AP  a^t 


sein  muss. 

Diese  Gleichung  erinnert  namentlich  hinsichtlich  der  Abhängigkeit 
Ton  der  Temperatur  an  die  Clausius'sche  Zustandsgieichung.  Dass 
man  Ton  der  zweiten  Form  zur  ersten  nicht  zurückgelangen  kann,  hat 
seinen  Grund  darin,  dass,  wenn  die  Molekeln  frei  auszuschwingen 
▼ermögen,  die  Grösse  A  TöUig  willkürlich  ist  und  die  Gleichung  5) 
entfällt 

Der  Gedanke  liegt  nahe,  die  letzte  Gleichung  durch  Hinzufügung 
weiterer  Glieder  zu  yerallgemeinern,  und  so  hätte  man 

k=co 

28)  (P  +  K)v  =  R»  ^^' 

k  =  0 
1 

Die  X  wären  Functionen  von  v  oder  von  v^  oder  noch  allgemeiner  von 

c^\  wo  X  irgend  welche  Zahlengrösse  bedeutet,  1  oder  —    oder    eine 

o 

andere.     Ich  habe  gefunden,  dass   man  bei  festen  Körpern  zu  ganz 

guten  Resultaten  kommt,  wenn  man 

29)  Xk  =  ftk  v^^ 

setzt,  wo  ft  und  k  Constanten  sind.     Alsdann  wird 

3k=!flo 

30)  (p  -\~  K)v  =  Rd'  S^i^V" 

Bilden  wir  die  Grösse  (r^j  »  so  ist,  wenn  wir  zunächst  das  K  fort- 
lassen und 

pv  —  R^i:  fifc  ^^  =  Gj  (p,  v,»)  =  0 
setzen. 
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/dp\    _  _  8^  _  _  1  8^ 

\dd'/j,  des  t?  9  0" 

dp 

Aber  aus  Gleichung  80)  folgt 

Ferner  haben  wir  auch 

öö  da  dv  /  R»  ,  _,,       (»^)*\  d» 

8^  =  -  8^  dl  =  -  (^  -  —  ^  ^ * ***  isr)  ^. 


somit 
und 


8^ 


also 


und 


31,) 


—  _  £ü  4.  JL  /'l^  ££  4_  «,\ 

■~      «•  "^  »x\di&  dv  ■*"  V' 
8«'~~  L  li^ 

(iö'        ^  1       V 


Behalten  wir  die  Grösse  K  bei  und  beachten,  dass  diese  auch  von 
V  abhängen  kann,  so  kommt  der  complicirtere  Ausdruck  heraus 


^(,_.)(,, .+„!!)_.- 


31  ^  ^  _  « 

Ist  wie  bei  deu  Gasen  und  FlQssigkeiten  auch  bei  festen  Körpern  K 

7)  JT 
umgekehrt  proportional  v^,  so  wird  v  -^  =  —  2  Z,  somit 
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Wir  haben  Dun  auch 


dp 

Setsen   wir  den  relatiyen  GompressionscoSfficienten  gleich  ß,  so  wird 
also,  noch  ohne  das  K, 


» 

1    V      1 

1 

dp 
d»~ 

— 

V    l  dv 
dv  V  d% 

._  K'-l) 


und  mit  dem  K 

p  ^  cv        \ 

Sei  JB7  der  Elasticitätscogfficient  der  festen  Substanz,  dann  haben  wir 

33)  ir  =  --»^- 

3 
woselbst  n  nach  Poisson  gleich—,  nach  Wertheim  gleich  1  und  nach 

Kirchhoff  eine  von  der  Natur  der  Substanz  abhängige  Zahl  ist.    E  sei 
der  sogenannte  isothermische  Elasticit&tscoefficient,  demnach 

34)  £=_nf  =  -J, 

cv  p 

rp 

also 

»■>  ^^'g   8.   _1 

ohne  das  £*,  und 

l,  +  ü:-i(l.-2£-) 

3^«>  ^  =  " »e._i^ 

vd»        A 
mit  dem  IT. 
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Diese  merkwürdige  Gleichung  für  den  Elasticitätscoefficienten 
werden  wir  bald  zu  prüfen  Gelegenheit  haben«  Wir  brauchen  sie  nur 
ein  wenig'  zu  verändern,  am  sie  einer  noch  weit  allgemeineren  Form 
der  Zustandsgleichung  anzupassen.     Es  ist  nämlich  nur  zu  setzen: 

36)  E=n^-±^±-LSl^^, 

so  gilt  sie  fQr  eine  Zustandsgleichung 

37)  (p  +  K)vz=z  B»F  (v^'^'), 

wo  F  irgend  eine  Function  des  Productes  v^  ^*"  und  y  =  -j  ist.     Im 
obigen  Falle  selbst  wäre  y  =  —  y  zu  setzen. 


Für  die  Entropie  hätten  wir 
Setzen  wir  if'd^'  =  |,  so  geht  das  Integral  über  in 
und  dieses  giebt 


V 


K 


'^''^WH- 


In  diesem  Falle  ist  also  in  der  That 

38)  S  =  «(^)  +  W(if^n  =  So  +  B  log  [d?t;^  ?r(t^^")]. 

was  übrigens  der  Form  nach  mit  der  Darstellung  der  Entropie  für 
Gase  übereinstimmt  (Bd.  I,  S.  193). 

Wir  bleiben  bei  der  einfachen  Form  26)  der  Zustandsgleichung 
stehen.  Indem  wir  uns  in  der  Function  X  auf  die  beiden  ersten 
Glieder  beschränken,  haben  wir  zunächst 

(j,  +  iC).  =  iZ.^  +  'iLi_^. 

Setzen  wir 

V  =  Vo{  1+  at) 

und  beachten,  dass  a  bei  festen  Körpern  eine  kleine  Grösse  darstellt, 
so  wird  fii  v^  eine  lineare  Function  von  a  t  sein  und  wir  bekommen 

39)  (p  +  K)v,(l  +  «0  =  E»(l   +  ^f— ) 
oder 
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g  +  hat 
p  +  K    1-+  at  d'        "*"         »g 


jp  +  JKo  1  +  «0  A)        ^0  ,     ,    a  +  hccpto 

Wie  die  Grösse  K  sich  bei  festen  Körpern  Terhält,  ist  nicht»  be- 
kannt; möglicher  Weise  ist  sie  auch  bei  diesen  umgekehrt  propor- 
tional v\  Ich  sehe  diese  Grösse  zunächst  als  unveränderlich  an,  dann 
wird  far  <o!=  00  G. 


at  = 


Diese  Formel  scheint  gute  Dienste  zu  leisten.  Nach  Fizeau  ist 
für  Platin 

at  =  0,000  2616  bei  lO^C. 
=  0,000  525  5  bei  200C. 
Damit  ergiebt  sich 

a  =  554  883,     h  =  890  208  24. 

Berechnet  man  jetzt  at  für  die  von  20®  recht  weit  entfernten  Tem- 
peraturen 60®  und  100®,  so  findet  sich 

(«Qeo  =  0,001  605,     nach  Fizeau  =  0,001  604, 
(a  t)ioo  =  0,002  722,        „  „        =  0,002  721. 

Die  Uebereinstimmung  lässt  nichts  za  wünschen  übrig. 

Als  zweites  Beispiel  diene  ein  Körper  mit  grosser  und  stark  ver- 
änderlicher Ausdehnung,  Magnesium.  Aus  den  Fizeau' sehen  Werthen 
at  für  10®  und  20®  findet  man 

a  =  —  122  839,     h  =  100  002  46 
und  damit 

{at)ao  =  0,004  726,     nach  Fizeau  =  0,004  727, 
(at)iüo  =  0,008  284,         „  „         =  0,008  289, 

also  auch  in  diesem  Falle  gute  Uebereinstimmung. 

Bezeichnet  man  mit  B'  die  Grösse  l j     ,  so  giebt  die 

Gleichung  39)  zur  Ermittelung  von  R'  die  Beziehung 

Bf&oa^t,-»,'a,t,  _  B'[»A^  +  «i<i)  - -»o]  +  ^>f  -  »j^  _ 
J^^Oj^a  -  ^loa^j        i2'[^a(l  +  «2^2)  —  ^0]  +  ^0'  -  ^2  ~ 

Diese  Gleichung  ist  identisch  erfüllt  für  R'  =  d'Q,  B!  hat  also  den- 
selben Werth  wie  bei  den  Gasen,  was  übrigens  allgemein  gilt. 

Wie  sich  der  Ausdehnungscoefficient  der  festen  Körper  unter  Druck 
verhält,  ist  nicht  mit  Sicherheit  bekannt. 
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Durch  Dahlander's^)  Versuche,  welche  sich  auf  den  mittleren 
linearen  Ausdehnungscoefficienten  beziehen,  ist,  wie  folgende  Zusammen- 
stellung zeigt,  nachgewiesen,  dass  dieser  Coefficient  mit  wachsender 
Spannung  zunimmt. 


Messinffdrabt 

Neuailberdraht 

Spannung 
in 

^  (zwischen  15« 
o 

Spannung 
in 

^  (zwischen  15« 
3 

Kilogramm 

and  100«) 

Kilogramm 

und  1000") 

0,732 

18579   X   10-"     ! 

1,250 

17011   X  10-» 

1,420 

18646 

3,750 

17311 

1,917 

18836 

5,000 

17395 

2,396        1       18889 

6,250 

17452 

2,875                18986 

7,500 

17913 

3,833                19107                      j 

4,732                19144 

6,250 

19255 

Wir  würden  also  geneigt  sein,  vorauszusetzen,  dass  er  mit  wachsendem 
Druck  abnimmt  und  wenn  das  der  Fall  ist,  wird  auch  der  cabisehe 
Ausdehnungscoefficient  abnehmen,  wie  das  auch  bei  Flftssigkeiten  der 
Fall  ist  (S.  33).  Ein  merkwürdiges  Gesetz  in  Bezug  auf  die  Aus- 
dehnung der  festen  Elemente  hat  Herr  Wiebe^)  aufgestellt.  Dem- 
nach soll  die  Ausdehnung  des  Molekularvolumens  der  festen  Elemente 
eine  periodische  Function  ihres  Atomgewichts  im  Sinne  der  bekannten 
periodischen  Reihe  der  chemischen  Elemente  nach  Lothar  Mayer  und 
Mendel ejc ff  sein.  Als  Beisjgiel  führe  ich  die  bekannten  Reihen  Ru 
bis  Te  und  Os  bis  Bi  an.     Demnach  haben  wir 


Element 

Ru 

Bb 

Pd      Ag       Cd       In 

8n 

Bb 

Te 

Atomgewicht    .... 
Atomaufldehnung    .   . 

103,5 
88 

104,1 
73 

106,2 
109 

107,7   111,6 
197      396 

113,4 
637 

117,8 
361 

122,0 
210 

128,0 
348 

Element 

Ob 

Ir 

Pt 

Au       Hg 

Tl    '    Pb 

1 

Bi 

Atomgewicht        .   .    . 
Atomausdehnuiig     .    . 

198,6 
61 

196,7 
65 

196,7 
84 

196,2 
147 

— 

203,6 
519 

206,4 
510 

210,0 
288 

*)  Pogg-  Aon.,  Bd.  145,  8.  172. 

•)  Ber.  d.  deustch.  ehem.  Ges.  1878,  S.  610. 
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Zar  Berechnung  der  Ausdehnung  ist  der  lineare  Ausdehnungs- 
coefficient  genommen  hei  etwa  40^0.,  die  Ausdehnung  ist  in  Hundert- 
jniUionteln  gegeben. 

Herr  Wiehe  macht  auch  noch  auf  andere  Begelmassigkeiten  auf- 
merksam. So  stehen  die  Atomausdehnungen  der  drei  eine  natürliche 
Familie  bildenden  Elemente  AS,  Sb,  Bi  in  den  einfachen  Verhältnissen 
Ton  1:3:4. 

Sonst  sind  von  der  Ausdehnung  der  festen  Körper  nur  Einzel- 
heiten bekannt.  So  führen  die  Formeln,  die  man  für  die  Ausdehnung 
des  Diamants  und  des  Kupferoxyduls  abgeleitet  hat,  zu  dem  Ergebnias, 
dass  diese  Substanzen  wie  Wasser  bei  4^,  ein  Dichtemaximum  bei 
—  4,2®  bezw.  —  43®  haben.  Kautschuk  erfährt  bei  wachsender  Tem- 
peratur wie  die  meisten  anderen  Substanzen  eine  Yolumenvermehrung. 
Wenn  man  jedoch  einen  Kautschukfaden  spannt  und  darauf  erwärmt, 
so  zieht  er  sich  zusammen,  statt  sich  zu  dehnen.  Dieses  hat  man 
zuerst  durch  die  Annahme  zu  erklären  gesucht,  dass  bei  Kautschuk, 
abweichend  yon  dem  Verhalten  bei  anderen  Substanzen,  der  Elasticitäts- 
coefficient  zunimmt  mit  wachsender  Temperatur  statt  abzunehmen, 
unmittelbare  Untersuchungen  haben  jedoch  dargetban,  dass  dieses 
nicht  zutrifft,  und  mau  muss  deshalb  Kautschuk  —  da  trotz  der  Ver- 
kürzung in  Richtung  der  Spannung  insgesammt  doch  eine  Volumen- 
▼ermehrung  durch  eine  Temperaturänderung  bewirkt  wird  — ,  wenn  er 
spannenden  Kräften  unterworfen  ist,  wie  krystallinisch  betrachten, 
denn  unter  den  Krjstallen  giebt  es  einige,  welche  sich  bei  Temperatur- 
erhöhung nach  einigen  Richtungen  ausdehnen,  nach  anderen  dagegen 
zusammenziehen.  Ueberhaupt  passen  alle  vorstehenden  Betrachtungen 
nur  auf  isotrope  feste  Körper,  nicht  auf  Krystalle.  Für  letztere  Zn- 
standsgleichungen aufzustellen,  ist  im  gegenwärtigen  Stande  der 
Wissenschaft  nicht  möglich. 

Der  Compressionscoefficient  fester  Körper  ist  bestimmt  durch  die 

Grösse  ,  ^ 

^  1^  öj; «_ 

^         V  d  p  E 

Er  hängt  also  ab  von  der  Grösse  —•     Nach  36i)  ist  aber 
E  ^^  ^p  +  K  +  y(p-K) 

Für  zwei  verschiedene  Temperaturen  ^j,  d"^  haben  wir  hiemach,  indem 
von  der  Verfoderlichkeit  von  K  abgesehen  wird: 


l{li\ 


40) 


+  r 


+  Y 
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Da  d'  ■  -  ^  mit  wachsendem  d"  im  Allgemeinen  zunimmt,  wird  J?  ab- 
V  ö  v 

nehmen.     Das  wird  durch  die  Erfahrung  bestätigt;  die  fUasticit&t  der 

Substanzen  nimmt  mit  wachsender  Temperatur  ab.    Die  Grösse  n  wird 

als  unveränderliche  Zahl  angesehen,  es  ist  also  auch 


E, 


Als  Beispiel  diene  Kupfer.     Nach  Kohlrausch  und  Loomis  ist 

-E  =  J5?o  (1  —  0,000  572«  —  0,000  000  28  t«), 
also 

^0 


1,0638. 


-^100 

Femer  haben  wir  nach  Fizeau 

a  t  =  0,000  047  88 1  +  0,000  000  030  75 1», 


somit 


^100  C-^)      =0,020  049  06 


woraus  sich  ergiebt 

y  =  0,096  28. 

Berechnet   man  jetzt   nach   unserer  Formel  -  — ,   so  erhält  man 
0,9700,  während  nach   der  Formel  von   Kohlrausch  und  Loomis 
sein  sollte  -^  =  0,9707,  also  in  sehr  guter  Uebereinstimmung. 
Mit  diesem  Werth  von  y  erhält  man  für  Kupfer 
p  +  K+  0,096  28  (^  -  IT)  =  |(|||  +0,096  28^- 

Bei  0^  ist  nach  Kohlrausch  und  Loomis  in  C.G.S.- Einheiten 
U  =  1190934  X  10^.  Ferner  ist  im  Durchschnitt  nach  Amagat's 
Untersuchungen  n  fast  gleich  1  anzusetzen.  Nehmen  wir  die  Tem- 
peratur 0^,  so  wird  hiernach 

p  +  K  +  0,096  28  (j)  —  iC)  =  1302  X  lO». 

Fürj)  setzen  wir  Atmosphären  druck  1013217,  so  ergiebt  sich  schon 
ohne  Weiteres,  dass  K  von  der  Ordnung  10'  X  1  Atmosphäre,  also 
wie  es  sein  soll,  sehr  gross  ist,  etwa 

JT  =  1,4  X   10«  Atmosphären. 
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Von  Flüssigkeiten  war  bei  Wasser  auch  nach  v.  d.  Waals  das  K 
besonders  gross,  nämlich  etwa  1  X  10^  Atmosphären;  für  den  festen 
Körper  Kupfer  ist  also  K  noch  mehr  als  100  Mal  grösser,  was  der 
Sachlage  entsprechen  würde.  Jedenfalls  darf  p,  wenn  keine  hohen 
Drucke  in  Frage  kommen,  gegen  K  gänzlich  vernachlässigt  werden. 
Wie  K  mit  der  Temperatur  varürt,  ist  nicht  zu  ersehen. 

Für  Eisen  finde  ich  folgende  Angaben  nach  Pisati 

U     .    .       20  50  100         150         200         260         300«  C. 

El     .     .     21441     21364     21212     20895     20458     19871     19175 

und  als  Formel 

JE  =  J^o  (1  —  0,000  206  t  —  0,000  00019  *>  +  0,000  000  001  1  i«). 

Nach  Eohlrausch  und  Loomis  ist  einfacher 

E  =  E^{1  —  0,000  483  t  —  0,000  000  12*«) 

und  dabei  E^  =  20310,  wenn  Kilogramm  und  Quadratmillimeter  als 
Einheiten  gewählt  sind.  In  G.G.S.-Einheiten  ist  noch  mit  9810  X  10^ 
zu  multipliciren.     Femer  soll  sein  nach  Fizeau 

t;  =  v^  (1  4.  0,000  034  08  <  +  0,000  000  027  8  <a), 

damit  findet  man 

(-l£)     =0,009  304,     -fll")       =0,014  735, 

und  da  nach  der  letzten  Formel  für  E  ist 

^  =  0,9505. 

SO  ergiebt  sich  für  Eisen 

y  =  0,0950, 

also  fast  dieselbe  Zahl  wie  für  Kupfer.  Die  Grösse  n  scheint  für 
Eisen  1  Vs  zu  betragen.  Hiernach  wird  K  für  Eisen  etwa  1,65  X  10*  Atmo- 
sphären, von  gleicher  Ordnung  wie  für  Kupfer,  doch  etwas  grösser. 

Zuletzt  noch  für  Blei  soll  in  den  früheren  Einheiten  nach  Wert- 
heim  sein 

E  =  1803  bei  15<>  und  JE?  =  1630  bei  100^ 

und  nach  Fizeau  ist 

v=v^{l  +  0,000084  87  e  4-  0,000  000  035  9  <a). 
Somit 

\v  mL = ''''' '''  •  \-v  m^ = '•''*  ''* 

und  es  wird 

y  =  0,0630 
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wiederum  nicht  sehr  yerschieden  von  dem  Werth  far  Kupfer.  Die  Zahl  n 
soll  för  Blei  etwa  1  betragen,  demnach  wäre  K  für  Blei,  wie  zu  er- 
warten steht,  nur  etwa  ein  Achtel  vom  Werthe  fQr  Kupfer. 

Die  Rechnung  l&sst  sich  auch  noch  für  Messing  ausfuhren,  man 
kommt  für  y  zu  fast  demselben  Werth  wie  für  Kupfer. 

Sehr  unsicher  ist  die  Berechnung  von  K,  wegen  der  Ungewissheiti 
in  der  wir  uns  hinsichtlich  der  Grösse  n  befinden.  Ist  fi  der  Poisso na- 
sche Quercontractionscoefficient,  so  soll  n  =  3  (1 — 2  (i)  sein.  Für  ft 
aber  werden  zum  Beispiel  bei  Kupfer  Werthe  gegeben,  die  zwischen 
0,25  und  0,55  liegen.  Die  letztere  Zahl  ist  zwar  ganz  unmög- 
lich,   aber  es  erhellt,    dass  für  n  Werthe    folgen,    welche    zwischen 

3 
0  und  -  liegen.      Würden  wir  für  ^  den  Poisson^ sehen  Werth  an- 

nehmen  0,25,  so  betrüge  K  bei  Kupfer  etwa  0,93  X  10^  Atmosphären. 
Später  werden  wir  Berechnungen  für  K  auf  Grund  anderer  Ermittelungen 
ausführe  D. 

Endlich  habe  ich  mich  auch  bemüht,  die  Grösse  y  aus  der  Zu- 
standsgleichung  selbst  zu  errechnen.  Nach  weitgetriebener  Näherungs- 
recbnung  habe  ich  y  =  0,0552  erhalten,  was  mit  der  aus  dem 
Elast icitätscoefficienten  erhaltenen  wenigstens  in  der  Grössenordnung 
übereinstimmt,  wenn  die  Zahl  auch  nur  etwa  sechs  Zehntel  von  der 
aus  diesem  Goefficienten  ermittelten  beträgt.  Ein  bequemes  Verfahren 
zur  Ableitung  von  Näherungsformeln  ist  folgendes.     Wir  haben 


(p-\-K)v  =  R»[l  +^,  ^  +  ^,^--1-...)  + 


p  +  K+Yip-K)  vr  c    i- 

v-R9yi  -lii^y  -2ft,^r  +• 

1  +  y 


Somit  durch  Addition 


v  /^   _^    p_+  K  +  y(p 


d^ 


P  +  K 


Da  K  sehr  gross  gegen  p  ist,  kann  man  auch  schreiben 
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s 


i/t^y...). 


Die  erste  NäheniDg  unter  Fortlassung  der  mit  ftg,  IH'"  multiplicirten 
Glieder  giebt  fUr  y  einen  zu  kleinen  Werth.  Aber  die  Ermittelung 
des  y  ist  überhaupt  sehr  unbefriedigend,  da  K  jedenfalls  auch  variabel 
ist,  ohne  dass  bekannt  ist,  in  welchem  Betrage. 

Ich  beschliesse  diesen  Abschnitt  mit  einigen  Worten  ftber  das 
Moleku^arvolumen  der  festen  Körper.  Die  Molekular yol um ina  (Atom- 
Yolumina)  der  festen  Elemente  sind,  wie  diejenigen  der  Elemente  über- 
haupt, periodische  Functionen  der  Molekulargewichte  (Atomgewichte). 
Wegen  der  Zahlen  ist  auf  die  Lehrbücher  über  allgemeine  Chemie  und 
die  Tabellenwerke  zu  verweisen  ^).  In  den  Verbindungen  sollen 
nach  einer  Ansicht  die  Atomvolumina  der  festen  Elemente 
zwar  Condensationen  erfahren,  jedoch  in  der  Weise,  dass 
sie  in  rationalem  Yerhältniss  zum  Volumen  des  freien  Ele- 
ments bleiben.  Sind  hiernach  t)i,  t)a,  Dg...  die  Atomvolumina  ver- 
schiedener Elemente  1,  2,  3...  und  x,  y,  e,,,  rationale  Zahlen,  so  soll 
das  Molekularvolumen  einer  aus  diesen  Elementen  bestehenden  Ver- 
bindung sein 

43)  t)  =  a;t)i  +  ytJa  +  e^z  H 

Beispielsweise  würde  Kupfer  in  den  beiden  Verbindungen  GuO  und  Qxx^O 
immer  dasselbe  Atomvolumen  haben  können,  dagegen  Sauerstoff  in  CuO 
ein  nur  halb  so  grosses  Atomvolumen  wie  in  GugO,  denn  es  finden 
sich  die  Molekularvolumina  von  Cu^  0  und  2  (Cu  0)  gleich.  Diese  An- 
sicht ist  in  verschiedenen  Stufen  von  Ammermüller,  Kopp  und 
Schröder  ausgebildet  worden. 

Eine  andere  Ansicht  entspricht  der  Sterenhypothese  über  das 
Molekulargewicht  flüssiger  organischer  Verbindungen  und  stammt  von 
Schröder  her. 

Alle  Elemente  in  einer  Verbindung  sollen  gleiches  Atom- 
volumen haben,  aber  dieses  Volumen,  die  Stere,  soll  von 
Yerbindnng  zu  Verbindung  andere  und  andere  Werthe  haben 
können,  wie  bei  den  flüssigen  Verbindungen.  Die  Steren  in  den 
festen  Verbindungen  sind  kleiner  als  die  in  den  flüssigen  Verbindungen» 
sie  liegen  zwischen  5  und  6.  In  manchen  Verbindungen  hat  die  Stere 
einen  gleichen  Werth,  so  in  den  Silberhalogenen  einen  solchen  von  5,14, 
denn  es  sind  die  Molekularvolumen  von  Ghlorsilber,  Bromsilber,  Jodsilber 

25,7  =  5  X  5,14;     30,8  =  6  X  5,14;     41,8  =  8  X  6,22. 


^)  Insbesondere    auf  das   Werk   von    Ostwald,    Allgemeine    Chemie^ 
Bd.  1,  8.  1113. 

Weinitein,  Thermodynamik.    II.  14 
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ParallelosterismuB  kann  bei  festen  Verbindungen  in  derselben 
Weise  yorkommen  wie  bei  den  flüssigen  (S.  178),  so  haben  wir  nach 
Ostwald: 


Verbindung 

t) 

YerbiDtlung 

0 

Verbindung 

D 

KCl.    .    .    . 

27,4 

NaOl    .    .   . 

27,1 

AgCl    .    .    . 

25,9 

KBr     ... 

44.3 

NaBr   .    .    . 

33,8 

AgBr   .    .   . 

31,8 

KJ    .   .    .   . 

54,0 

NaJ     .    .    . 

43.5 

AgJ      .    .    . 

42.0 

BaSO^     .   . 

52,1 

ßbSO^     .    . 

48,0 

SrSO^.    .    . 

46,8 

BaOOs     .   . 

45,7 

PbOO,     .    . 

41,0 

SrCO,      .    . 

40.Q 

Ba  N,  Oe  .   . 

40,8 

PbNa,Oe    . 

36,8 

8rNa,0e     . 

35.7 

Die  Volumendifferenzen  sind  in  jeder  Horizontalreihe  annähernd  gleich, 
▼on  Horizontalreihe  zu  Horizontal  reihe  verschieden;  ebenso  sind  sie 
für  jede  Gruppe  in  jeder  Verticalreihe  gleich,  wenn  auch  von  Vertical- 
reihe  zu  Verticalreihe  verschieden.  Verbindungen,  die  diesem  Gesetze 
entsprechen,  heissen  aber  paralleloster. 


64.    Die  speoiflBOhen  Wärmen  der  festen  Körper. 


Wir  sahen  im  voraufgehenden  Abschnitt,  dass  man  für  die  Entropie 
der  festen  Körper  eine  Formel 

1)  S=  So  +  Blog  [O-e  v^  Wiv^  O"^")] . 

die  noch  sehr  allgemein  ist,  ansetzen  kann.     Hieraus  folgt 

d^       1 


) 


Cv  ist  also  eine  Function  von  »"'ö*".     Andererseits  haben  wir 
rdS\        Ba»    .    ^  .»  ,.«.,.      dV       1 


3,) 


c» 


somit  folgt 
woselbst  noch  ist 


^(t^fl*")  y 


Nnn  ist  nach  der  im  voraufgehenden  Abschnitt   angenommenen  Zu- 
atandsgleichung 


■*  /ÖA  B»  ,  , 


«•!> 


<lh  -p--j 
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somit  bei  c'  = .  c"  =  —  1 

Y 


2,) 


Bei  den  idealen  Gasen  ist  (Bd.  I,  S.  193) 

4)  B  =  j,      Q=C,      6  =  R, 
somit 

5)  Bq  =  j  =  c^, 

wenn  wir  Cp  im  Gaszostande  mit  c^  bezeichnen.     Wir  haben  also 

S  (      v~^  v~  \ 

2,)  c  =  c,-y-^\^M.^  +  2,t,-p-+...J 

Bei  Gasen  sind  die  ft  gleich  NaU.    Cp  erhalten  wir  nach  Gleichung  61) 
auf  Seite  87  des  ersten  Bandes  ans  der  Beziehung 

6)  Cp  =  C  +  c*  ^, 
demnach  wäre  naeh  24) 

Nun  haben  wir  nach  Gleichung  31g)  im  voraufgehenden  Abschnitt 

V  dK      1 

8)  c,  = j (1+y) — -— n 

d» 
also,  indem 

gesetzt  wird 
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•^n^    s^^^^^Tvdv/.  V  ZK     1 

7,)c  =c+(l+y) y jTsM- 


oder 

7.)       ^  =  o'  +  i[,  +  r  +  ,(,  +  ^+.«)]|.;. 

Bei  idealen  Gasen  ist  y  =  0,  JT  =  0,  p  ;r^  =  i2,  wodurch  man  auf 

die  Formel  18)  auf  Seite  189  des  ersten  Bandes  zurückgeführt  wird. 
Darf  man  für  feste  Körper  die  Variabilität  der  Grösse  K  mit  v  yer- 
nacblAssigen,  da  ja  v  selbst  nur  wenig  yariirt,  so  kommt  viel  einfacher 

Wenn  jedoch  K  auch  für  feste  Körper  die  Form  hat  K  -=-  -^^  was 

ja  an  sich  sehr  wahrscheinlich  ist,  so  ist  V  tt—  =  —  2  —  =  —  2JL 
und  dann  wird  nach  der  allgemeinen  Formel 

9»)  cp  —  C  +  ^  ^. 

Das  ist  also  die  wahrscheinlichste  Form,  welche  für  Cp  anzunehmen 
sein  würde.     Zugleich  wird  unter  diesen  Umständen 

10)  c,  =  P  +/_+ ^^Ci»^) 

und 

Es   handle  sich   nun  um   Elemente,    multiplicirt    man    mit    dem 
Molekulargewicht  m  und  setzt 

mcp  =  Cp,      mc'  =  C\      mv  :=  t), 
so  wird 

12)  Cp—  c+ j  g^. 

Dulong  und  Petit  haben  nun  bekanntlich  entdeckt,  dass  mit 
Ausnahme    der    Elemente    Beryllium,    Bor,     Kohlenstoff,    Phosphor, 
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Schwefel  und  Siliciam,  für  alle  anderen  die  Molekularwärme  Cp  durch- 
achnittlich  den  gleichen  Betrag  hat,  nämlich  6,30,  wobei  Yon  dem  Ein- 
flaas  der  Temperatur  abgesehen  ist.  Die  kleinste  Zahl,  mit  5,88,  findet 
sich  bei  Kupfer,  die  grösste,  mit  6,85,  bei  Thallium  oder  Calcium.  Es 
wird  angenommen,  dass  dieses  Gesetz  in  der  Tbat  zutrifft  und  dass 
die  Abweichungen  dadurch  veranlasst  sind,  dass  eben  dem  Einfluss  der 
Temperatur  nicht  Rechnung  getragen  werden  kann.  Für  die  flüssigen 
und  gasförmigen  Elemente  findet  eine  solche  Beziehung  nicht  mit  hin- 
reichender Schärfe  statt. 

Bei  den  nicht  festen  Elementen,  die,  abgesehen  von  Quecksilber, 
alle  zweiatomig  sind,  haben  wir 

für     .     .         Oa         Nj         Ha         Cla         J«  Br,         Hg 

Cp  =    .       6,96       6,83      6,82       8,20      8,53       8,84       6,60 

Hiemach  fallen  von  diesen  Elementen  heraus  eigentlich  nur  die  Halo- 
gene. Bei  allen  aber  ist  Cp  grösser  als  durchschnittlich  bei  den  festen 
Elementen.  Nun  ist  es  klar,  dass  eine  solche  Regel,  wie  die  Dulong- 
Petit'sche,  gar  nicht  allgemein  bestehen  kann,  denn  da  die  Mole- 
kulargewichte der  Elemente  in  allen  Aggregatzuständen  als  gleich 
angesehen  werden,  würde  jene  Regel  verlangen ,  dass  jeder  Substanz 
in  allen  Zuständen  stets  die  nämliche  specifische  Wärme  zukommen 
soll,  wofür  irgend  ein  Grund  absolut  nicht  einzusehen  ist. 

In  der  That  findet  solche  Unveranderlichkeit  auch  nicht  statt,  wie 
schon  allein  daraus  herrorgeht,  dass  die  specifische  Wärme  nach  allen 
Beobachtungen  von  der  Temperatur  abhängt  So  haben  wir  für 
Quecksilber 

fest  flüssig  dampfförmig 

Cp  =  0,0319  0,0333  0,0245 

für  Wasser 

Cp  =  0,502  1,000  0,475 

und  überhaupt  findet  sich  die  specifische  Wärme  im  flüssigen  Zustande 
immer  grösser  als  im  festen.  Es  muss  also  auch  Cp  für  die  flüssigen 
Elemente  grösser  als  für  die  festen  sein,  was  für  Quecksilber  und 
Brom  zutrifft.  Im  gasförmigen  Zustande  freilich  scheint  die  specifische 
Wärme  geringer  zu  sein  als  im  festen,  Cp  sollte  also  kleiner  als  6,30 
gefunden  werden,  gleichwohl  ist  es  selbst  bei  den  Nicht  -  Halogenen 
erheblich  grösser  und  bei  den  Halogenen  sogar  sehr  gross. 

Von  den  Elementen,  welche  überhaupt  eine  Sonderstellung  ein- 
nehmen, hat  Kohlenstoff  (als  Diamant)  unter  normaler  Temperatur  für 
Cp  den  allerkleinsten  Werth,  nämlich  nur  etwa  1,8.  Da  jedoch  die 
specifische  Wärme  dieses  Stoffes  sehr  rasch  mit  wachsender  Temperatur 
ansteigt,  so  findet  sich  bei  1000^  das  Cp  =  6,1,  die  Molekularwärme 
wächst  also  bis  zu  mehr  als  dem  dreifachen  Betrage  an.  Phosphor 
hat  je  nach  dem  Zustande  und  der  Modification  Cp  =  5,26  bis  6,26; 
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Schwefel  5,22  bis  6,02;  Silicium  3,9  bis  5,1;  Brom  2,5  bis  2,8;  Beryl- 
lium  3,95. 

Alle  Elemente  in  allen  Zosi&nden  zasammengefasst  ergeben  also 
Zahlen  für  Cp,  die  zwischen  1,8  und  8,6  liegen,  wobei  KohlenstoflF  unten 
steht ,  die  Halogene  die  obere  Grenze  bilden.  Wahrscheinlich  kommt 
das  Dulong-Petit'sche  Gesetz  darauf  hinaus,  dass  man  für  alle 
Elemente  Temperaturen  angeben  kann,  in  denen  sie  s&mmt- 
lich  gleiche  molekulare  Wärme  haben.  Aber  diese  Tem- 
peraturen sind  nicht  hinreichend  bekannt;  bei  den  meisten 
festen  Elementen  weichen  sie  für  eine  molekulare  Wärme  in 
der  Nähe  yon  6  anscheinend  wenig  von  der  durchschnitt- 
lichen gewöhnlichen  Zimmertemperatur  ab. 

Wir  hätten  also  Temperaturen  der  „übereinstimmenden  mole- 
kularen Wärme*',  die  aber,  wie  das  Beispiel  des  Diamants  und  das  des 
gelben  Phosphors  zeigt,  absolut  sehr  verschieden  yon  einander  sein 
können  (um  mehr  als  1000®).  Die  Wärme,  welche  den  Substanzen 
zugeführt  wird,  dient  zur  Vergrösserung  der  Energie  der  Molekular- 
bewegung, zur  Ueberwindung  der  Anziehung  der  Molekeln  und  zur 
Leistung  der  äusseren  Arbeit  bei  der  Ausdehnung.  Letztere  kommt 
bei  festen  Körpern  kaum  in  Betracht.  Soll  also  die  Molekularwärme 
für  mehrere  Substanzen  gleichen  Werth  haben,  so  muss  auch  die 
innere  Energie  der  molekularen  Kräfte  für  diese  Substanzen  von 
gleichem  W^th  sein.  Und  soll  das  Dulong-Petit^sohe  Gesetz  alt- 
gemein für  alle  Temperaturen  gelten,  so  müsste  ferner  die  ganze  innere 
Energie  für  alle  betrefiFenden  Substanzen  in  gleicher  Weise  der  abso- 
luten Temperatur  proportional  sein.  Herr  Richarz^)  hat  diese  Be- 
dingung weiter  untersucht.  Er  kommt  zu  dem  Ergebniss,  dass,  wenn 
man  die  potentielle  Energie  aller  molekularen  Krafbwirkungen  auf  eine 
Molekel  darstellen  kann  durch  eine  Summe  homogener  Functionen  des 
Abstandes  der  Molekel  von  ihrer  Gleichgewichtslage,  das  Dulong- 
Petit'sche  Gesetz  möglich  ist,  falls  eine  dieser  Functionen  alle  anderen 
sehr  erheblich  an  Werth  überragt.  Ich  habe  im  ersten  Bande  dieses 
Werkes  nachgewiesen,  dass,  bei  den  üblichen  Annahmen  über  die 
molekularen  Kräfte  und  die  molekularen  Bewegungen,  falls  von  den 
Stosswirkungen  abgesehen  wird,  die  potentielle  Energie  überhaupt 
proportional  ist  der  absoluten  Temperatur,  also  dass  die  obige  Be- 
dingung überhaupt  erfüllt  ist.  Indessen  habe  ich  auch  scharf  betont, 
dass  der  Proportion alitätsfactor  nicht  einmal  bei  ein  und  derselben 
Substanz  in  allen  Zuständen  immer  gleichen  Werth  haben  kann,  ge- 
schweige für  yerschiedene  Substanzen.  Die  Bedingung  hilft  also  nicht 
viel.     Es  hat  auch  keine  grosse  Bedeutung,  sie  weiter  zu  verfolgen. 

Aus  der  hier  abgeleiteten  Gleichung  würde,  wenn  Gp  unter  allen 
Umständen  für  gewisse  Stoffe  gleichen  Werth  haben  soll,  folgen,  dass 


*)  Wiedem.  Ann.,  Bd.  48,  8.  711. 


B 

Btantem  Volumen  im  Gaszustande  ist.    -=  beträgt  (Bd.  1,  S.  127)  gegen 
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für  diese  C  +  j  [p  +  K  +  y  {p  —  K)]  ^  für  alle  Temperaturen 
gleichen  Werthes  sein  muss.     Es  ist  aber 

R  —  B 

C  =  Cr  —  ym  j  =  Cv  —  r  j^ 

woselbst  R  die  Gasconstante   und   Ü«  die  Molekularwärme  bei  con- 

stantem  Volumen  i 

1,964,  somit  wird 

C  =  a  —  1,964  y. 

Die  Grösse  0«  hat  für  die  untersuchten  verschiedenen  gasförmigen 
Elemente  zum  Theil  stark  abweichende  Werthe;  es  ist 

für        ....         0,         N,         H,         Gl,         Jj 

Cv  =       ...       4,95      4,86       4,85      6,20      6,62 

die  Halogene  fallen  also  wie  bei  der  Grösse  Cp  heraus,  während  für 
SanerstofP,  Stickstoff  und  Wasserstoff  die  Zahlen  sich  ziemlich  nahe 
kommen.  Jedenfalls  kann  man  hiernach  nicht  annehmen,  dass  Cv  für 
alle  Elemente  im  gasförmigen  Zustande  gleichen  Werth  haben  wird. 

Demnach  hätte  die  Grösse  -jll?-|-Ä^+y(l>  —  K)  ^^  1  den  Mangel 

an  Gleichheit  zu  ersetzen,  und  es  hängt  alles  von  ^^  ab.     Hiernach 

wäre  die  Ausdehnung  des  Molekül arvolumens  verschieden  für  die  ver- 
schiedenen festen  Elemente  (abweichend  von  dem  Verhalten  bei  den 
Gasen)  und  in  dem  Maasse  verschieden,  wie  ihre  molekularen  speci- 
fischen  Wärmen  bei  constantem  Volumen  im  Gaszustande. 

Das  Gesetz  von  Dulong  und  Petit  ist  von  F.  E.  Neumann  ^)  auf 
zusammengesetzte  feste  Körper  ähnlicher  chemischer  Constitution  aus- 
gedehnt worden.  So  haben  z.  B.  Quecksilberoxyd  und  Bleioxyd,  deren 
Molekulargewichte  216  bezw.  223  betragen,  also  fast  gleich  sind,  auch 
fast  gleiche  specifische  Wärme  0,0518  und  0,0512;  ferner  ist  das 
Molekulargewicht  des  Zinkoxyds  fast  genau  doppelt  so  gross  wie  das- 
jenige des  Magnesiumoxyds  und  dem  entsprechend  die  specifische 
Wärme  nur  etwa  halb  so  gross  wie  die  des  letztgenannten  Oxyds. 
Indessen  finden  sich  doch  auch  stärkere  Abweichungen ;  für  Kupferoxyd 
ist  Cp  =  11,3,  für  Magnesiumoxyd  dagegen  nur  9,8,  Manganoxydul 
hat  ein  kleineres  Molekulargewicht  wie  Nickeloxydul  und  gleichwohl 
eine  kleinere  specifische  Wärme  wie  dieses. 

Die  Grösse  Cp,  welche  bei  den  Elementen  gegen  6  betrug,  geht 
bei  den  Verbindungen  von  11  bis  38.     Für  Oxyde  RO  beträgt  sie  11, 


')  Pogg.  Ann.,  Bd.  13,  8.  32. 
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für  solche  ROj  schon  14,  dann  gegen  19  für  RO3  n.  8.  f.,  zuletzt  38 
für  die  Salpetersäuren  Salze  RN]  Og.  Einfluss  auf  die  Grösse  iiat  nicht 
nur  der  Sauerstoff,  sondern  auch  das  Radical,  denn  für  Oxyde  ROs  ist 
Cp  =  18,8,  für  solche  R2O8  ist  Cp  =  26,9.  Die  Zunahme  um  ein 
Radical  gieht  als  Yergrösserung  der  Molekularwärme  hei  den  Oxyden 
8,1,  hei  den  schwefelsauren  Salzen  6,5,  hei  den  kohlensauren  Salzen  7,7; 
die  Zahlen  weichen  von  einem  durchschnittlichen  Betrage  nicht  viel  ah. 

Aus  diesen  Angahen  erhellt  zugleich,  dass  allen  Elementen 
gleiche  Molekularw&rme  nicht  zukommen  kann,  denn  aus  den  Ver- 
bindungen würde  dann  stets  eine  Molekularwärme  zu  berechnen  sein, 
die  kleiner  ist  als  die  für  die  festen  Elemente  ermittelte,  z.  B.  aus 
denen  RO  eine  solche  zu  5,5,  aus  denen  RSO^  eine  solche  zu  4,4  u.  s.  f. 

Man  ist  darum  auch  auf  die  Idee  gekommen,  anzunehmen,  dass 
die  dem  Du  long- Petit' sehen  Gesetze  folgenden  Elemente  ihre  Mole- 
kularwärme in  den  Verbindungen  behalten  und  nun  eine  Molekular- 
wärme für  die  anderen,  dem  Dulong- Petit 'sehen  Gesetze  nicht  ent- 
sprechenden Elemente  aus  der  Molekular  wärme  der  Verbindungen  zu 
berechnen.     Auf  diese  Weise  findet  man 

für  die  Elemente:     .     . 
als  Molekular  wärme :     . 

Indessen  liefern  verschiedene  Verbindungen  ziemlich  verschiedene 
Werthe,  so  bei  Sauerstoff,  je  nachdem  die  Berechnung  aus  RO,  RO2, 
ROs,  RaOj  geschieht,  die  Werthe  9,2;  7,6;  8,2;  9,4.  Ferner  weichen 
die  Zahlen  für  Sauerstoff  und  Wasserstoff  doch  sehr  erheblich  von  den 
durch  unmittelbare  Ermittelung  festgestellten  ab,  die  6,96  bezw.  6,82 
betragen.  Das  von  Joule  aufgestellte  Gesetz,  wonach  die  Molekular- 
wärme einer  festen  Verbindung  gleich  der  Summe  der  Atomwärmen 
der  in  ihr  enthaltenen  Elemente  sein  soll,  bewahrheitet  sich  also  nicht 
hinreichend  *).  Und  auch  hier  muss  natürlich  die  Temperatur  von 
Einfluss  sein. 

Die  specifische  Wärme  der  festen  Körper  wächst  mit  steigender 
Temperatur.     Das  ist  auch  nach  unserer  Formel  63)  der  Fall,  so  lange 

[p  -{-  K  -\-  y(p  —  K)]  ^  positiv  ist  und  anwächst,  oder  negativ  ist 

und  abnimmt  mit  wachsender  Temperatur.      Abgesehen  von  einigen 

wenigen  Körpern    haben  alle  sonst    untersuchten    festen   Körper  nur 

.  .        dv         . 
positives  ^-3;  erwiesen;    auch   scheint  der  Grad   der  Ausdehnung  mit 

wachsender  Temperatur  ständig  zuzunehmen.  Ich  will  die  Verhältnisse 
wegen  ihrer  Wichtigkeit  für  die  Beurtheilung  der  hier  dargelegten 
Theorie  etwas  genauer  discutiren. 


0 

H 

Fl 

B 

C 

Si 

S 

P 

8,0 

4,6 

5,0 

2,7 

1,8 

3,8 

5,4 

5,4 

*)  Kopp    Winkelmann  u.  a.,  vergl.  Winkelmann,  Encyklopädie  der 
Physik,  Bd.  2,  H,  S.  350. 
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Zunächst  handelt   es  sich   darum,  eine  Interpolationsformel  aus 

dv 
unserer  Gleichung  abzuleiten.     Also  es  ist  erst  ^-^  zu  ermitteln.    Wir 

haben  aber 

/      ,     ^    ,        dK\  dv         ^  /  ^    ^        ^       ^^  \ 

1  JB^  /^      t?   y    ,    ^      r   y         \  dv 


also 


13)^  = 


/  dK\      Rd'  /         V    y  V   y   .       \ 

y(i>  +  i^  +  «' g^)  +  — (2^. -^  +  3^.  ^ +...) 

dv 
In   der  Gleichung  Tj)  für  Cp  ist  der  Factor  von  ^   die    Grösse 

j>  +  jBT  +  v  -^  )  +  JP  +  ^.    Addiren  wir  also  im  Nenner  '\-  (p  -\-  K) 
—  CP  +  K\  so  wäre 

Ui)  = ^ -, -r^ 

Rd-  /      V  y  V  y         \ 

^  +  X-  — (2,.^  +  3f.«^+-) 
p  +  K+y(p  +  K+v^ 
oder  zofolge  des  Werthes  von  p  -\-  K 

/            V  y            V  y         \ 
14,)      =  y  -^ — i— 1 ^^ 


V 


P  +  K+y(p  +  K  +  v^^ 
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Demnach  wird  nach  Gleichung  l^),  indem 

a  8 


15) 


gesetzt  wird, 


V 

Bei  dem  Rückgang  auf  ideale  Gase  muss  man,  da  diese  Formel  wegen 
y  =  0  nnhestimmt  wird,  auf  die  Gleichung  13)  zurückgreifen.  Ans 
der  Formel  aher  erhellt,  dass  die  Abhängigkeit  von  der  Temperatur, 
abgesehen  von  ^,  durch  die  im  Zähler  und  Nenner  gleicherweise  ver- 
tretene Function  8  bestimmt  ist,  denn  P  hängt  nur  von  p  und  v  ab. 
Nach  24)  auf  Seite  211  haben  wir 

17)  cv  =  c'  +  y  j  ©, 

also 

V 

Da  nun  bei  festen  Körpern  Cp  und  Cv  einander  sehr  nahe  gleich  sind 
nnd  S  jedenfalls  endlich  ist,  muss  P  eine  kleine  Grösse  sein.  Das  ist 
auch,  wie  wir  bereits  wissen,  der  Fall,  da  K  gross  ist  (S.  206). 

Hieraus  nnd  aus  der  Form  der  Function  0  ergiebt  sich  sun&chst, 
dass  man  in  Reihen  entwickelt  schreiben  kann 

19)        Cp  =  .:  +  B,»»  +  £,»  +  Äo  +  ^  +  f,+-- 

also  eine  Reihe  nach  positiven  nnd  negativen  Potenzen  von  ^,  woselbst 
noch  die  B,  Ä  Functionen  von  v  sind,  die  sich  leicht  angeben  lassen. 
Weil  V  bei  festen  Körpern  nur  wenig  variirt,  wird  man  die  A  aach 
als  Gonstanten  behandeln  dürfen.  Sie  bekommen  dann,  da  v  gleich- 
wohl variirt,  nicht  die  Beträge,  die  ihnen  zukommen.  Aber  darauf  ist 
bei  einer  Interpolationsformel  nicht  viel  Werth  zu  legen. 

Für  manche  Substanzen  reicht  schon  die  Form  ^1^  4-  -^o  ^^ 
wie  anscheinend  für  Platin,  selbst  bis  zu  hohen  Temperaturen.  Für 
einige  soll  sogar  das  mittlere  Gli^d  Aq  allein  genügen,  indem  diese 
Substanzen  in  weiten  Temperaturgrenzen  keine  Veränderlichkeit  der 
specifischen  Wärme  zeigen.  £&  unterliegt  aber  keinem  Zweifel,  dass 
auch  Substanzen  vorhanden  sind,  für  welche  vier  Glieder  eben  noch 
ausreichen.     In  der  That  ergeben  die  Versuche  H.  F.  Weheres,  dass 
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z.  B.  für  Kohlenstoffarten ,  ebenso  für  Silicium,  Bor  und  andere 
Substanzen  nur  solche  Formeln  bestehen  können,  welche  einen  zweiten 
Differentialquotienten  für  Cp  nach  d'  ergeben,  der  für  endliche  Werthe 
Ton  ^  Null  werden  kann,  und  das  erfordert  in  unserem  Falle,  ebenso, 
wenn  man  Reihen  nur  nach  positiven  Potenzen  von  ^  wählt,  mindestens 
yier  Glieder,  falls  nicht  bloss  Glieder  mit  negativen  Potenzen  gewählt 
werden.     Ich  nehme  die  Darstellung 

c,  =  £.^  +  A  +  ^  +  ^ 
und  bilde  den  Differentialquotienten  von  Cp  nach  d".     Wir  haben 

Die  magneüsirbaren  Substanzen  Eisen,  Nickel  und  Kobalt  sollen  Maxima 
der  specifischen  Wärme  aufweisen;  Eisen  etwa  bei  700^  C.  Das  wird 
auf  molekulare  Umlagemngen ,  die  bei  solchen  Temperaturen  vor  sich 
gehen,  geschoben,  wobei  auch  die  Magnetisir barkeit  aufhört.  Für  die 
Kohlearten  ist  ein  Maximum  möglicher  Weise  dadurch  angezeigt,  das« 
die  Zunahme  von  Cp  mit  wachsender  Temperatur  von  gewissen  Tem- 
peraturen ab  bedeutend  abfällt.     Nachgewiesen  ist  ein  solches  Maxi- 

dc 
mum  jedoch   noch   nicht.      Die   Gleichung  ^r^  =  0  ist  vom   dritten 

Grade  nach  ^,  sie  hat  also  jedenfalls  eine  reelle  Wurzel,  so  dass  ein 
Maximum  stets  möglich  ist,  falls  diese  Wurzel  sich  positiv  ergiebt. 
Wie  sich  die  ...P^,  ^i*,  Äi^  Ä^..,  verhalten,  hängt  von  den  ft  ab  und 
lässt  sich  nicht  im  Voraus  sagen.     Wir  haben  ferner 

e^a  ""   ^»    "^   d*  ' 
Somit,  wenn  diese  Grösse  Null  sein  soll,  ohne  dass  ^  =  oo   ist, 

Also  müssen  für  diesen  Fall  Äi  und  Ä^  stets  entgegengesetzte  Zeichen 
haben.     Wir  nehmen  an,  dass  Bi  positiv  ist.     Ist  A^  positiv,  so  wäre 

Äi  negativ,   alsdann   könnte  die   Gleichung  ^^  =  0   erfüllt  werden 

durch  nur  einen  positiven  reellen  Werth  von  ^,  und  es  fönde  dann  in 
der  That  ein  Grenzwerth  von  Cp,  und  nur  einer,  statt.  Ist  dagegen  Ä^ 
negativ,  so  müsste  Äi  positiv  sein,  in  diesem  Falle  könnte  es  zwei 
positive  Werthe  für  d"  geben,  wofür  Cp  einen  Grenzwerth  hätte.     Nun 

ist  aber,  wenn  -~^  =  0  wird,  wegen 
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-£i         2^  _  »»Cp_2J?i         2^ 


^1  sollte  positiv  sein,  für  ein  positives  Ä^  wäre  also  ^-^  ^  0,  für  ein 

negatives  Ä^  könnte  >,  ^^  <[  0  sein.    Ein  Maximum  von  c»  kann  also 
0  v^ 

nur  im  zweiten  Falle  stattfinden,  für  ein  negatives  Jj,  und  dann  gäbe 

es  zwei  Maxima  oder  gar  keines.     Dagegen  würde  Cp  ein  Minimum, 

und  nur  eines  haben,  ohne  zugleich  ein  Maximum  zu  besitzen,  wenn  A^ 

positiv  ist. 

Bilden   wir    aber   den   dritten    Differential quotienten   von   Cp,    so 

giebt  dieser  ^^ 


Somit  muss,  wenn  t?  ein 
dir 


also  für  ^  =  -  ^  den  Werth  — ^  • 
Ai  v^ 

Maximum  haben  soll,  A^  positiv  sein.     Mit  der  obigen  Darstellung  ist 

dCp 
es  also  nicht  möglich,  für  Cp  und  für  ^  Maxima  zu  erzielen,  sondern 

de 
nur  für  Cp  ein  Minimum,  für  ^r-£  ein  Maximum,  wenigstens  bei  end- 
lichen Werthen  von  0",  und  falls  eben  Bi  positiv  ist. 

Das  Umgekehrte  tritt  ein,  wenn  Bi  negativ  sein  sollte.  Ob  dieses 
alles  der  Erfahrung  entspricht,  kann  ich  nicht  sagen;  für  Substanzen, 

de 
bei  denen  für  ^-~  ein  Maximum  festgestellt  ist,  ist  jedenfalls  ein  Maxi- 
mum von  Cp  nicht  ermittelt. 

Wenn  d"  sehr  gross  ist,  wird  Cp  durch  eine  lineare  Function  der 
Temperatur  dargestellt.  Das  entspricht  der  Erfahrung,  denn  man  hat 
gefunden,  dass,  zu  je  höheren  Temperaturen  man  gelangt,  um  so  gleich- 
massiger  Cp  sich  ändert.  Als  Beispiel  nehme  ich  die  specifische  Wärme 
des  Diamants,  welcher  von  allen  bisher  untersuchten  festen  Körpern 
die  stärkste  Veränderlichkeit  dieser  specifischen  Wärme  mit  der  Tem- 
peratur aufweist.    Nach  H.  F.  Weber  haben  wir: 


1 
Tem- 

Specifische 

Tem- 

SpeciflBche 

peratur 

Wärme 

peratur 

Wärme 

t           I 

^P 

t 

S 

—  50,5 

0,0635 

-f  140.0 

0,2218 

—  10,6 

0,0955 

206,1 

0.2733 

+  10,7 

0,1128 

247,0 

0.3026 

33,4 

0,1318 

606,7 

0,4408 

58,8 

0,1532 

806,5 

0,4489 

85,5 

0,1765 

985,0 

0,4589 
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Aus   den   Zahlenangaben   für  —  50,50;   +85,5;   247,0;    +806,5 
findet  man  die  Formel 

c^  =  0.9559  -  0.0001889*  -  ?^MH  +  i?^. 

Zan&chst  fällt  auf,  dass  Bx  negativ  ist.  Das  hat  jedoch  nichts  zu  be- 
sagen, denn  B^  ist  zugleich  so  klein,  dass  durch  geringe  Aenderung 
der  Zahlenwerthe  ein  positiver  Betrag  resultiren  könnte.  Auch  ist  es 
durchaus  nicht  nöthig,  dass  B^  positiv  ist.  Ferner  haben  wir  Ai 
negativ  und  entsprechend  Ä^  positiv.     Nach  der  Formel  ist  also  ein 

de 
Maximum  von  ^r-f  möglich  und  es  findet  statt  bei  47  ^      Nach  den 
0^ 

obigen  Zahlen  sollte  man  es  bei  etwas  höherer  Temperatur,  vielleicht 
bei  70^  bis  75^  vermuthen.  Das  stimmt  also  leidlich.  Berechnet  man 
femer  Cp  für  die  Temperatur  606,7<^  und  985,0^,  so  erhält  man  die 
Werthe  0,4271  bezw.  0,4541,  beide  sind  zu  klein  den  beobachteten 
gegenüber.  Doch  sind  die  Beobachtungen  an  sich  ungemein  unsicher, 
schon  mit  Rücksicht  auf  die  Schwierigkeit  bei  der  Messung  hoher 
Temperaturen  und  die  Annahmen,  welche  den  Berechnungen  haben  zu 
Grunde  gelegt  werden  müssen  ^).  Bei  Bor,  Silicium  und  Graphit  stimmt 
die  Formel  viel  besser.  Jedenfalls  ist  sie  geeignet,  die  thatsächlichen 
Verhältnisse  darzustellen. 

Sieht  man  von  Reih enent Wickelungen  ab,  so  wären  Näherungs- 
formeln auch  die  folgenden: 

h  _ 
1   +  «-&' 


Cj,  =  a  + 


1  +  a-fr  + 


Cp  =  a  + 


1  +  «^  +  ^ 


u.  B.  f.,  unter  denen  je  nach  dem  Verhalten  der  betreffenden  Substanz 
beliebig  Auswahl  getroffen  werden  kann. 

Wir  kehren  nunmehr  zu  der  allgemeinen  Formel  für  c^  zurück. 
Da,  wie  wir  wissen,  K  ausserordentlich  gross  ist  im  Verhältniss  zu  p, 
wenn  der  Körper  sich  lediglich  unter  Atmosphären  druck  befindet,  so 
haben  wir  nach  9) 

20.)  ^^e^  +  L^^irll. 


^)  Winkelmann,  Encyklopädie  der  Physik,  Bd.  2,  n,  S.  34S. 
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also  weil  K  =  -  -  angenommen  ist  und  angenommen  werden  kann, 

,0.,  ^=.+«ji^)i||=._«ji^);|, 

oder,  indem  die  Dichte  mit  ft  bezeichnet  wird, 

20.)  c,_c j ^. 

Da  a  und  1  —  y  poflitiv  sind,  muss  hiemach,  so  lange  die  Dichte 
mit  wachsender  Temperatur  abnimmt,  Cp'^c'  sein.  Im  Dichtemaxi- 
mam  ist  Cp  =  c*  und  unterhalb  desselben  Cp  <C  c\  Neben  Kupferoxydul 
ist  Diamant  eine  Substanz,  für  die  anscheinend  ein  Dichtemaximum 
festgestellt  ist.     Für  diese  Substanz  haben  wir  nach  Fizeau 

v  =  Vq  {l  +  0.000001812«  +  0,000000021 6 e«). 

Das  Minimum  von  v,  das  Maximum  von  fi,  liegt  bei  etwa  —  43 ^  Bei 
dieser  Temperatur  wäre  also  Cp  =  c\  somit  nach  der  obigen  Zusammen- 
stellung c'  =  0,0703  und  weil  das  Molekulargewicht  des  Kohlen- 
stoffs 12  beträgt,  die  Molekular  wärme  wc'  =  C  =  0,844. 

Substanzen,  für  welche     „  ^     negativ  ist,  würden  mit  wachsender 

(7  17 

Temperatur  abnehmende  specifische  Wärme  ergeben,  falls  für  sie  aO* 
selbst  anwächst.  Das  scheint  bei  Jodsilber  der  Fall  zu  sein.  Diese 
Substanz  zieht  sich  bekanntlich  innerhalb  der  Temperaturen  —  60^ 
bis  -\-  142^  mit  wachsender  Temperatur  zusammen,  für  diese  könnte 
also  im  gleichen  Temperaturintervall  Cp  mit  wachsender  Temperatur 
abnehmen.  In  dem  Tabellen  werke  von  Landolt  und  Börnstein 
finde  ich  nun  für  Jodsilber  folgende  Angaben: 

Cp  zwischen     15®  und     980  gleich  0,06159 
Cp         „  140     ^     1420       ^      0,057  29 

Cp         „         1360     „     2640       ^      0,057  7 

Das  entspricht  dem  obigen. 
Sei 

a  (1  —  yj 


so 


wird 


^0  =  A,     V  =  Vo  (1  +  a^), 
d{ad')  1 


20,)  c,  =  c'  +  A     g^      ^j_^^^^. 

Nehmen     wir    bei    Diamant    für    c'    den    früher     angegebenen 
Werth  0,0703  an  und  setzen  gemäss  der  obigen  Zusammenstellung  Cp 

für  00  gleich  0,1040,  so  wäre,  weil  für  <  =  0  das     ;\  ^  =  0,000  001 812 


Formeln  fQr  die  speciSichen  Wärmen  der  festen  Körper.  223 

ißt,  A  =  18598.     Für  33«  und  86»  haben  wir  nach  Fizeau 

-^LJ  =  0,000003  238,  bezw.  0,000005  527, 
0  V 

also  ergiebt  sich  bei  SS^  das  Cp  =  0,1305,  bei  86<^  das  Cp  =  1730,  während 
sein  sollte  Cp  =  0,1314  bezw.  Cp  =  0,1769.  Die  Uebereinstimmung  lässt 
angesichts  der  so  weit  abstehenden  Temperaturen  ( —  43^  und  0<^),  für 
welche  die  Constanten  c'  und  A  bestimmt  sind,  kaum  etwas  zu  wünschen 
übrig,  zumal  wenn  man  beachtet,  dass  bei  der  Weiterrechnung  eine  so 
ganz  fremde  Formel  wie  die  Ausdehn ungsformel  concurrirt.  Wie  weit 
diese  Ausdehnungsformel  angewendet  werden  darf,  weiss  ich  nicht. 
Aber  es  ist  sehr  bemerkenswerth,  dass  die  Uebereinstimmung  selbst 

noch  bis  über  200<>  vorhanden  ist.     Für  200»  ist     \^  ^  =  0,00001045 

und  demnach  Cp  =  0,2644  statt  0,2685,  also  selbst  bei  dieser  Tem- 
peratur noch  sehr  gut  mit  der  Beobachtung  übereinstimmend.  Und 
dabei  sind  die  Werthe  von  c'  und  k  nicht  einmal  den  BeobachtuDgen 
genauer  angepasst.  Die  berechneten  Zahlen  sind  sämmtlich  kleiner 
als  die  beobachteten;  man  braucht  nur  die  Constante  k  ein  wenig  zu 
ändern,  um  die  Uebereinstimmung  noch  viel  auffalliger  zu  machen. 
Auf  genaue  Ermittelung  der  Constanten  kommt  es  mir  jedoch  nicht 
an,  sondern  nur  auf  den  Nachweis  der  Richtigkeit  der  Formel,  und 
dieser  dürfte  hinreichend  geführt  sein,  mindestens  für  Temperaturen 
zwischen  —  50®  und  +  300^  Wie  sich  die  Theorie  ausserhalb  dieser 
Grenzen  yerhält,  weiss  ich  nicht,  da  die  Formeln  für  die  Ausdehnung 
nicht  reichen. 

Die  specifische  Wärme  der  festen  Körper  bei  constantem  Volumen 
ist  fast  genau  so  gross,  wie  die  bei  constantem  Druck,  dem  entspricht 
auch  die  Formel  11)  der  hier  dargelegten  Theorie.  Sie  giebt  zusammen 
mit  der  unter  9) 

_p  +  K  +■  y{p  —  K)  dv  1 

J  dd'  ^    ,        V    l 


t/p 


Cv   =' 


^dioc^)  1 


d(a»)  . 


A  ist  zwar  von  der  Ordnung  von  Cp  selbst,  aber 


ist  gross,  bis  zu  10  und  mehr. 
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Für  Kupfer  soll  sein 

Cp     =  0,0910  +  0,000046  U 
a^  =  0,000  0^7  88  <  +  0,000000030  75  ««. 
Mit  unserer  Formel  fär  Cp,  angewendet  auf  t  =  0®  und  i  =  100<>,  be- 
rechnet fiich  hiernach  k  =  747,9.     Für  y  haben  wir  bei  Kupfer  er- 
mittelt 0,096  28  (8.  206),  somit  wird 

Cp  —  c»  =  0,0043,  bei  0^ 
Cp  —  c  =  0,0070,  bei  lOO». 
Die  specifische  Wärme  bei  constantem  Druck  würde  hiemach  bei  festen 
Körpern  rascher  wachsen  als  die  bei  constantem  Volumen. 
Auf  Grund  der  Formel 

cp    ^  — ^^g^  — j  g^g^—    /gt;Vg^; 

kann  man  die  Differenz  der  specifischen  Wärmen  ebenfalls  berechnen, 

wenn  ^,  also  der  Gompressionscoefficient,  bekannt  ist.  Man  findet  aof 

diese  Weise  für  Kupfer  bei  mittleren  Temperaturen  -als  Differenz  0,0024, 
also  Ton  gleicher  GrÖssenordnung  wie  die  aus  unserer  Theorie  sich 
ergebende  Zahl.  Mehr  wird  man  bei  Anwendung  so  heterogener  Be- 
stimmungsmethoden nicht  erreichen  können. 

Noch  auf  Folgendes  ist  aufmerksam  zu  machen.     Cp  kann  Null 
werden  für  solche  Temperaturen,  für  welche 

»(««')  1 


c'  =  — A 


80"     (1  -\-a^y 


ist.     Substanzen,  bei  denen  unter  allen  Umständen  positiv  ist, 

würden  dann  ein  negatives  d  erfordern,  sonst  könnte  d  auch  positiv 
sein.  Für  Diamant  hatten  wir  d  =  0,0703,  für  Kupfer  finden  wir 
aus  den  obigen  Angaben  cf  =  0,0546,  also  ebenfalls  positiv  und  von 
dem  Werth  für  Diamant  nicht  sehr  verschieden.  Für  Diamant  müsste 
hiernach  sein 

^-^  =  —  0,00000378, 

das  gäbe  mit  den  obigen  Formeln  für  at  als  Temperatur  — 129<^C. 
für  Diamant.  Für  Kupfer  fände  man  —  2000»  C.  Letztere  ist  un- 
möglich, also  könnte  Cp  zwar  für  Diamant  Null  sein,  nicht  aber  für 
Kupfer.  Indessen  ist  kaum  zu  sagen,  welche  Bedeutung  ersteres  haben 
soll.  Die  Ausdehnungsformeln  werden  auch  kaum  so  weit  angewendet 
werden  dürfen. 

Nach  der  Definition  ist  sodann 

C  =  a  —  j  y  =  "ä  —1,964  y. 
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Wäre  ^  bekannt,  so  yermöchte  man  hierans  y  zn  berechnen,  was  aber 
nicht  der  Fall  ist.     Umgekehrt  ist 

ä  =  C  +  1,964  y. 

Für  Kupfer  ist  C  =  0,0546  X  63,2  =  3,451  und  y  =  0,0963,  das 
gäbe  Cv  =  3,63  etwa,  und  ist  etwas  grösser  als  die  Atom  wärme,  wie 
sie  den  gasförmigen  Elementen  zukommt.  Indessen  darf  man  wohl 
den  Scbluss  hieraus  ziehen,  weil  Kupfer  einatomig  ist,  dass  die  Formel 
den  Thatsachen  entspricht.  Ist  Kohlenstoff  ebenfalls  einatomig,  wofür 
die  Molekularwärme  der  Kohlensäure  spricht,  so  hätten  wir  aus  dem 
Werthe  von  c'  für  Diamant  C  =  0,0703  X  12  =  0,844.  Die  Mole- 
knlarwärme  der  Kohlensäure  bei  constantem  Volumen  beträgt  7,48 
bei  100^  also  in  der  Temperatur,  in  der  dieses  Gas  dem  idealen  Zu- 
stande jedenfalls  nahe  steht.  Da  die  Molekularwärme  von  0^  etwa  4,95 
ist,  so  wäre  hiernach  die  Molekularwärme  (Atomwärme)  der  Kohle 
zu  2,53  zu  schätzen,  was  ungefähr  der  Atomwärme  bei  constantem 
Volumen  von  Quecksilberdampf,  Sauerstoff,  Stickstoff,  Wasserstoff  und 
einiger  anderer  Gase  entspricht.  Hiemach  hätten  wir  für  Diamant 
y  =  0,85  etwa,  was  freilich  fast  zehn  Mal  so  gross  ist  wie  der  Werth 
für  Kupfer.  Aber  diese  Berechnung  ist  ganz  unsicher. 
Aus  der  Gleichung 

3  _  (1  —  y)  afiQ 

^~  J 

folgt  ferner  K  =  afi^  =  T~^ '       ^^^  Kupfer  war  X  =  747,9,  da 

(Lq  =  8,9  ist,  so  ergiebt  sich  etwa  K  ^=  3,1  X  10^  Atmosphären.  Das 
ist  freilich  nur  etwa  ein  Fünftel  oder  ein  Drittel  des  früher  (S.  206)  er- 
mittelten Werthes.  Gleichwohl  darf  die  Uebereinstimmung  nicht  als 
schlecht  bezeichnet  werden  angesichts  der  so  verschiedenen  und  so 
unsicheren  Daten  für  die  Berechnung. 

Für  Eisen   wird    als  Formel    zur   Berechnung   von  Cp  innerhalb 
der  Temperatur  von  0^  bis  660® C.  gegeben: 

Cp  =  0,1101  +  0,00010125<  +  0,000000  492^2, 
also 

Cp  =  0,1101  bei  0»  und  Cp  =  0,125  1  bei  100»  C. 

Da  für  Eisen 

a^  =  0,000  034  08  <  +  0,000  000  027  8  <» 
ist,  so  ergiebt  sich 

d  =  +  0,012  9;  A  =  2853,4. 

Für  200^^  würde  aus  unserer  Gleichung  hiermit  folgen  Cp  =  0,1398, 
wogegen  die  obige  Formel  ergiebt  Cp  =  0,1400,  fast  genau  damit 
übereinstimmend,      c'  ist  kleiner,  k  ist  grösser  wie  bei  Kupfer.      Da 
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C'  =  0,0129  X  55,9  =  0,72,  ferner  y  =  0,095  ist,  so  betrüge  für 
Eisendampf  Cv  =  0,9.  Das  ist  freilich  wenig  gegenüber  den  ent- 
sprechenden Werthen  für  die  Atom w&rme  mancher  Gase.  Aber  dass  es 
Gase  und  Dämpfe  giebt,  die  eine  ebenfalls  geringe  Atomwärme  haben, 
ist  bekannt.  Für  K  ergiebt  sich  auch  für  Eisen  ein  kleinerer  Werth 
als  nach  der  Berechnung  auf  Seite  207,  jedoch  beträgt  er  bei  der  An- 
nahme n  =  1  bereits  mehr  als  sechs  Zehntel  von  dieser  Berechnung; 

und  ist  diesem  Werthe  fast  gleich,  wenn  n  =  -  angesetzt  wird. 

Immerhin  ist  vielleicht  die  Annahme,   dass  K  auch  bei  festen 
Körpern  nur  proportional  dem  Quadrate  der  Dichte  yariirt,  nicht  ganz 

stichhaltig.       Die    Clausius'sche    Annahme  K  =  z —      ^      würde 

besser,  wenn  auch  noch  nicht  ganz  ausreichend,  passen.  Die  Formeln 
danach  zu  corrigiren  ist  so  einfach,  dass  es  übergangen  werden  darf. 
Auf  die  hier  dargelegte  Theorie  ist  dieses  aber  von  geringem  Einfluss. 
Ausserdem  ist  zu  beachten,  dass  das  Zahlenmaterial  äusserst  unsicher 
ist,  denn  wenn  auch  vielleicht  die  besondere  Beschaffenheit  der  Substanz 
auf  die  Ausdehnung  und  die  specifische  Wärme  keinen  erheblichen 
Einfluss  besitzt  —  wiewohl  auch  hier  ein  solcher  Einfluss  zweifellos 
vorhanden  ist  — ,  zeigt  sie  sich  doch  von  sehr  grosser  Bedeutung  für 
die  Elasticität.  Gusseisen  hat  einen  nur  halb  so  grossen  Elasticitäts- 
coefficienten  E  wie  gezogenes  Eisen,  für  Kupfer  sind  die  Unterschiede 
nach  der  Beschaffenheit  nicht  so  gross,  aber  immerhin  noch  gross 
genug.  Ebenso  ist  n  je  nach  der  Beschaffenheit  der  Substanz  sehr 
verschieden  gross.  Es  ist  aber  sehr  unwahrscheinlich,  dass  die  Metall- 
sorten, an  denen  von  so  verschiedenen  Beobachtern  so  verschiedene 

dv 

Grössen  wie  Cp,  ^-r-,  E,  n  bestimmt  sind,  gleiche  Beschaffenheit  ge- 
habt haben. 


65.     Schmelzen,    Verflüchtigen   und   Umwandeln   der 
festen  Körper. 

Wir  sprechen  zunächst  vom  Schmelzen  der  festen  Körper.  Wenn 
man  einem  festen  Körper  ständig  Wärme  zuführt,  so  erhöht  sich  seine 
Temperatur  und  zuletzt  geht  er  in  eine  Flüssigkeit  über.  Bei  vielen 
Körpern,  insbesondere  den  nicht  krystallin i sehen ,  geschieht  dieser 
Uebergang  stetig,  indem  sie  allmählich  erweichen  und  zuletzt  ganz 
flüssig  werden,  wie  Pech,  Paraffin  u.  s.  f.  Bei  anderen  dagegen, 
wozu  die  krystallinischen  Körper  gehören,  wie  Eis,  die  meisten  Me- 
talle u.  s.  f.,  ist  dieser  Uebergang  anscheinend  ein  plötzlicher.  Erweichen 
tritt  nicht  ein,  sondern   sofort  Verflüssigen.      Sollten   die  Zwischen- 
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zustande  zwiscben  fest  und  flüssig  auch  hier  vorhanden  sein,  so  sind 
sie  jedenfalls  so  zasammengedrängt,  dass  man  sie  gar  nicht  oder  nur 
schwer  Yon  einander  zu  trennen  vermag. 

Im  ersten  Falle  ist  es  nicht  möglich,  eine  Grenze  zwischen  fest 
und  flüssig  anzugehen;  die  heiden  Enden  der  Keihe  zwar  sind  physi- 
kalisch leicht  zu  unterscheiden  und  zu  definiren,  die  Zwischenzustände 
aber  können,  je  nachdem  sie  näher  dem  einen  oder  dem  anderen  End- 
zustande liegen,  dem  festen  oder  dem  flüssigen  Aggregatzustande  hei- 
gezählt  werden.  Indessen  ist  es  zweckmässig,  diese  Zwischenzustände 
von  den  Endzuständen  zu  trennen  und  als  besondere  Zustände  zu  be- 
handeln, die  Theorie  der  Elasticität  einerseits  und  die  Hydrodynamik 
andererseits  beziehen  sich  auf  die  Endzustände.  Die  plastischen 
Zwischenzustände  zu  behandeln,  scheint  ungemein  complicirt  und  ist 
nur  in  wenigen  Fällen  gelungen.  Da  bei  Substanzen  dieser  Art  die 
Znstandsfläche  für  den  festen  Zustand  mit  der  für  den  flüssigen  durch 
einen  stetigen  Zug  verbunden  ist,  ohne  Kanten  und  Risse  an  der 
üebergangsstelle  von  dem  einen  Zustand  in  den  anderen,  so  haben  wir 
für  beide  Zustände  nur  eine  solche  Znstandsfläche.  Deshalb  hat  man 
auch  solche  Substanzen  überhaupt  als  Flüssigkeiten  betrachtet,  zumal 
sie  die  Haupteigen schaft  der  Flüssigkeiten  besitzen,  nach  allen  Rich- 
tungen gleiche  Eigenschaften  aufzuweisen. 

Im  zweiten  Falle  dagegen  ist  die  Grenze  zwischen  fest  und 
flüssig  hinreichend  scharf  gezogen;  die  Zustandsfläche  besitzt  an  der 
üebergangsstelle  eine  scharfe  Kante,  abgesehen  von  der  Erscheinung 
der  Unterkühlung,  über  die  schon  gesprochen  ist.  Die  festen  Körper 
haben  von  denen  der  Flüssigkeit,  in  die  sie  übergehen,  ganz  verschiedene 
Eigenschaften,  insbesondere  Eigenschaften,  welche  nach  verschiedenen 
Richtungen  verschieden  sind.  In  der  That  ist  es  kaum  vorstellbar, 
wie  Eigenschaften,  die  von  der  Richtung  abhängen,  sich  allmählich 
ausbilden  sollen.  Gemenge  beider  Arten  von  Substanzen,  wie  z.  B« 
Wachs,  schliessen  sich  naturgemäss  mehr  den  Substanzen  dieser  Art 
an.  Die  Erscheinungen  sind  jedoch  sehr  verwickelt,  und  solche  Ge- 
menge zeigen  oft  überhaupt  keinen  einheitlichen  Uebergang  aus  dem 
einen  Zustand  in  den  anderen. 

Hiemach  ist  es  bei  einer  grossen  Zahl  von  Substanzen  schwierig, 
zwischen  den  beiden  Zuständen,  fest  und  flüssig,  zu  unterscheiden  und 
diese  Zustände  von  einander  durch  Zuweisung  bestimmter  Eigenschaften 
zu  trennen.  Giebt  es  doch  sogar  nach  0.  Lehmann^)  und  Anderen 
Substanzen,  welche,  anscheinend  flüssig,  gleichwohl  die  Haupteigen- 
schaft der  krystallinischen  Stoffe  zeigen,  nach  verschiedenen  Richtungen 
sich  verschieden  zu  verhalten.  Man  zeichnet  darum  gegenwärtig  die 
festen  Stofle  vor  den  flüssigen  durch  die  Reibung  aus,  welche  bei  den 
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15* 


228  Elftes  Capitel. 

ersteren  ausserordeDtlich  viel  grösser  sein  soll  als  bei  diesen.  Das 
reicht  für  die  Grenzzustände,  nicht  aber  für  die  Zwischenzustände. 

Für  die  thermo dynamische  Behandlung  kommt  dieses  alles  zu- 
nächst nicht  in  Frage,  denn  die  Gleichungen,  zu  denen  diese  führt, 
bestehen  nicht  bloss  für  den  unmittelbaren  Uebergang  aus  dem  festen 
Zustand  in  den  flüssigen  und  umgekehrt,  sondern  überhaupt  für  zwei 
benachbarte  Zustände  —  ob  diese  sich  von  einander  grundsätzlich 
unterscheiden  oder  nicht.  Die  Grössen  sind  nur  richtig  zu  definiren. 
Sprechen  wir  daher  im  Folgenden  auch  von  „fest^  und  ^flüssig**  in 
dem  üblichen  Sinne  der  Worte,  so  sind  doch  die  Ableitungen  auch  für 
alle  Zwischenzustände  gültig,  und  es  ist  nicht  nöthig,  die  Yielth eilung, 
so  noth wendig  sie  rein  physikalisch  ist,  auch  in  den  mathematischen 
Entwickelungen  beizubehalten.  Das  Physikalische  wird  aber  selbst- 
verständlich im  Einzelnen  hervorzuheben  sein. 

Das  Schmelzen  der  festen  Körper  geschieht  nun  unter  ganz  denselben 
Bedingungen,  wie  das  Verdampfen  der  flüssigen.  Insbesondere  existirt 
eine  Schmelztemperatur  in  dem  gleichen  Sinne  wie  eine  Ver- 
dampf ungstemperatur  und  erhält  sich  wie  diese  so  lange  auf  gleicher 
Höhe,  als  das  Schmelzen  andauert  und  die  äusseren  Umstände  sich 
nicht  ändern.  Frst  wenn,  die  Substanz  zur  Flüssigkeit  vollständig 
geschmolzen  ist,  beginnt  bei  weiterer  Wärmezufuhr  die  Temperatur  zu 
steigen,  vorher  nicht.  Dementsprechend  finden  die  Gleichungen  des 
Abschnittes  50  im  ersten  Bande  dieses  Werkes  und  die  in  Abschnitt  62 
dieses  Bandes  auch  hier  Anwendung.  Beziehen  wir  den  Index  2  auf 
den  flüssigen,  den  Index  3  auf  den  festen  Zustand  (Index  1  bleibt  dem 
dampfförmigen  vorbehalten),  so  haben  wir  also  für  den  Uebergang  aus 
dem  festen  in  den  flüssigen  Zustand 

1)  Pi  =  Psi  ^2  =  ^Sj 

Gleichungen,  welche  besagen,  dass  Flüssigkeit  und  fester  Körper,  unter 
gleichem  Druck  stehend,  gleiche  Temperatur  haben.     Ferner 

2)  a>s  =  ö», 

als  Art  Schmelzdruckgleichung  entsprechend  der  Spannungsgleichung. 
Sodann 

3)  S,  —  S,  =  1, 

woselbst  l  die  Schmelzwärme  bedeuten  soll,  für  den  Entropieunterschied 
des  Körpers  im  flüssigen  und  festen  Zustande, 

4)  CT,  —  CT,  =  ^«•(Sa  —  Ss)  —  P(v,  —  v,)  ==Jl—p(v^^  t?,) 

für  den  entsprechenden  Energieunterschied, 

ö)  JPa  —  F3  =  —  j?  (i?j  —  r-j) 

für  den  Unterschied  der  freien  Energieen, 
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für  die  Schmelzwärme, 

7)  jpdv=p(v^  —  Vs) 

für  die  ftnssere  Arbeit  beim  Uebergang  aui  dem  festen  in  den  flüssigen 
Zustand  unter  dem  Druck  p. 

Wir  haben  zunächst  für  einige  dieser  Grössen  das  aus  der  Er- 
fahrung ermittelte  zusammen  zu  stellen  und  zu  erläutern. 

Vor  aUem  die  Schmelztemperatur: 

Bei  Substanzen,  welche  überhaupt  eine  bestimmte  Schmelz- 
temperatur haben,  wie  die  meisten  krystallinischen ,  scheint  diese  für 
den  Uebergang  in  den  flüssigen  Zustand  entscheidend  zu  sein.  Gleich- 
wohl ist  es  denkbar,  dass,  wie  eine  Flüssigkeit  über  ihre  Verdampfungs- 
temperatur  „überhitzt''  werden  kann,  ohne  in  den  dampfförmigen  Zu- 
stand überzugehen,  so  auch  ein  fester  Körper  „ überschmolzen ^  zu 
werden  vermöchte  und  dabei  fest  bliebe.  Für  Eis  ist  dieses  einmal  be- 
hauptet worden,  hat  sich  jedoch  nicht  bestätigt.  Für  das  Hydrat  des 
Kochsalzes  Na  Gl  -\-  2  Hj  0  scheint  eine  Ueberschmelzung  mit  Sicher- 
heit durch  Frankenheim's  Beobachtungen  festgestellt  zu  sein.  Die 
normale  Schmelztemperatur  dieses  Stoffes  ist  —  12^,  unter  dem  Mikro- 
skop fand  er  sich  jedoch  noch  bei  -|- 15^  fest^).  Nimmt  man  dazu, 
dass  Flüssigkeiten  überkaltet  werden  können,  ohne  dass  sie  fest  zu 
werden  brauchen  und  bezieht  sich  auf  die  entsprechenden  Verhältnisse 
bei  dem  Uebergang  zwischen  den  beiden  Zuständen  „flüssig"  und 
„dampfförmig'',  so  kann  man  die  im  ersten  Bande  dieses  Werkes 
Seite  411  ff.  angestellten  Betrachtungen  auf  unseren  jetzigen  Fall 
übertragen.  Die  in  Fig.  5  daselbst  gezeichneten  Curven  würden  dann 
die  Isothermen  für  den  flüssigen  und  festen  Zustand  darstellen,  und  es 
entspräche  das  Currenstück  aß  dem  überkalteten  Zustande  der  Flüssig- 
keit, das  de  dem  überschmolzenen  des  festen  Körpers;  das  Curven- 
stück  ßyd  würde  absolut  labile  Zustände  geben  und  nicht  realisir- 
bar  sein. 

Wie  bemerkt,  ist  das  Curvenstück  de  nur  in  einem,  vielleicht  in 
zwei  Fällen  festgestellt,  seine  Existenz  also  im  Allgemeinen  sehr  un- 
sicher, *das  aß  ist  aber  für  gewisse  Temperaturintervalle  (für  eine 
gewisse  Zahl  von  Isothermen)  mit  Sicherheit  vorhanden.  Ostwald  ^) 
hat  insbesondere  eine  Substanz  angegeben,  Salol  (Salicylsäure- Phenol- 
ester), für  welche  der  überkaltete  Zustand  so  sehr  stabil  ist,  dass  er 
nur  durch  Berührung  der  Flüssigkeit  mit  Körnchen  fester  eigener 
Substanz,  mit  Salolkrystallen ,    aufgehoben   werden   kann,  sonst  an- 


^)  Ostwald,  Lebrb.  d.  allg.  Chemie,  Bd.  1,  S.  994. 
•)  Zeitschr.  f.  physik.  Chemie,  Bd.  22,  B.  289  ff. 
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scheinend  in  keiner  anderen  Weise.  Gleichwohl  muss  es  Temperaturen 
geben,  unterhalb  denen  der  flüssige  Zustand  nicht  mehr  erhalten 
bleiben  kann,  wegen  deren  auf  die  S.  228  enthaltenen  Entwickelungen  zu 
verweisen  ist.  Ostwald  selbst  bemerkt,  dass,  wenn  es  solche  Tempe- 
raturen nicht  gäbe ,  es  ganz  unverständlich  wäre,  wie  jemals  ein  Salol- 
krystall  überhaupt  habe  entstehen  können,  da  sonst  das  flüssige  Said 
nur  krystallisiren  soll,  wenn  es  mit  einem  festen  Salolkrystall  in  Be- 
rührung gebracht  wird.  So  stabil  also  der  Zustand  der  Ueberk&ltung 
hier  scheint,  ist  er  doch  von  wirklich  stabilen  Zuständen  zu  unter- 
scheiden und  Ostwald  nennt  ihn,  wie  überhaupt  jeden  Zustand,  der 
schliesslich  doch  nicht  haltbar  ist  und  plötzlich  in  einen  anderen  über- 
geht, metastabil.  Die  Gurvenstücke  aß  und  de  der  angezogenen 
Figur  würden  also  metastabile  Zustände  bei  dem  Uebergange  aus  dem 
flüssigen  in  den  festen  und  aus  dem  festen  in  den  flüssigen  Zustand 
darstellen.  Zu  beiden  Seiten,  rechts  bezw.  links,  sind  die  im  All- 
gemeinen stabilen  Zustände  der  Flüssigkeit  und  des  festen  Körpers, 
zwischen  ihnen  die  labilen,  physikalisch  nicht  realisirbaren. 

Es  kann  sein,  dass  das  ganze  Curvenstück  ccßyäs  weder  meta- 
stabile noch  labile  Zustände  darstellt,  sondern  neutrale.  Hätten  alle 
Isothermen  solche  neutrale  Theile  zwischen  dem  sicher  festen  und  dem 
sicher  flüssigen  Zustande,  so  wäre  die  Substanz  auf  diesen  Theilen 
nicht  fest  noch  flüssig.  Das  ist  der  Fall  bei  den  erweichenden, 
amorphen,  Substanzen;  für  diese  existirt  eine  eigentliche  Schmelz- 
temperatur nicht;  besser  gesagt,  zwischen  gewissen  Temperaturen,  jen- 
seits welchen  diese  Substanzen  sicher  fest  oder  sicher  flüssig  sind, 
liegen  eine  Reihe  anderer  Temperaturen,  bei  denen  man  sie  ebenso- 
wohl als  flüssig  wie  als  fest  beanspruchen  kann.  Es  sind  Temperaturen 
des  plastischen,  weichen  Zustandes. 

Schmelzpunktsregelmässigkeiten  sind  nicht  entfernt  in  dem  Maasse 
bekannt,  oder  erkannt,  wie  Siedepunktsregelmässigkeiten.  Bei  den 
Elementen  ist  die  Schmelztemperatur  abermals  eine  periodische  Eigen- 
schaft der  Atomgewichte  i).  Trägt  man  die  Atomgewichte  als  Ab- 
scissen,  die  Schmelzpunkte  als  Ordinaten  graphisch  auf,  so  erhält 
man  eine  wellenförmige  Curve,  die  einen  ähnlichen  Verlauf  wie  die  ent- 
sprechende Curve  der  Atomvolumina  aufweist  und  ergiebt,  „dass  alle 
gasförmigen  oder  leicht  schmelzbaren,  unter  Rothgluth  flüssigen  Ele- 
mente auf  den  aufsteigenden  Aesten  und  in  den  Maximalpunkten  der 
Volumencurve  sich  befinden;  alle  strengflüssigen  oder  für  unsere  Mittel 
umschmelzbaren  Elemente  liegen  auf  den  absteigenden  Aesten  und  in 
den  Minimalpunkten  derselben*'.  In  den  eine  natürliche  Familie 
bildenden  Elementen  wächst  die  Schmelztemperatur  mit  wachsendem 
Atomgewicht;  doch  giebt  es  Ausnahmen  von  dieser  Regel,  „wie  über- 


*)   N ernst   uod    Hesse,     Siede-    und    Schmelzpunkt     Braunschweig, 
Vieweg  u.  Sobn,  1893. 
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hanpt  alle  auf  dem  periodischen  System  fussende  Gesetzmässigkeiten 
nur  immer  im  Grossen  und  Ganzen  Gültigkeit  besitzen*'. 

Andere  Regelmässigkeiten  sind  folgende: 

In  binären  normalen  Verbindungen,  die  ein  Element  gemeinsam 
haben,  sind  die  Schmelzpunkte  periodische  Functionen  des  Molekular- 
gewichts des  übrigen  Theiles  der  Verbindungen. 

In  homologen  Reihen  haben  die  Verbindungen  mit  paarigem 
Kohlenstoff  höheren  Schmelzpunkt  als  die  mit  unpaarigem  (Regel  von 
Baeyer).  Folgende  Zusammenstellung  ist  dem  citirten  Werke  von 
N ernst  und  Hesse  entnommen. 


1.   Normale   Fettsäuren. 

1             2.  Bernste 

msäuren. 

Formel 

Schmelzpunkt 

Formel 

Schmelzpunkt 

C,H,0. 

+  16,7« 

C.H.O 

+  180« 

C.H.O.  .    . 

tiefer  als— 21« 

1  C^H.O,     .... 

97« 

C,H,0.  .    . 

0« 

,  C.H„0.    .... 

148« 

C.H,oO.      . 

tiefer  als— 16« 

C,H„0 

103« 

c.u»o.    . 

—    2« 

C.H,.0,   .... 

140« 

CrHuOg      . 

— 10,5« 

C.H,.0 

106« 

C.H»0.      . 

+  16« 

C|.H„0 

127« 

C.H,«0«      . 

+  12« 

C„H,.0,  .... 

+  108« 

Clo  ^M  0,       . 

+  30« 

C,eH3,0,     . 

+  62« 

CjyH^O,     .    . 

+  59,9« 

CuHaaO.    . 

+  69,2« 

1 

Die  beiden  Reihen  zeigen  diese  merkwürdige  Regel  ganz  deutlich. 
Ausserdem  bemerkt  man,  dass  bei  den  Verbindungen  mit  unpaarem  C 
in  beiden  Reihen  der  Schmelzpunkt  mit  wachsendem  Molekulargewicht 
ansteigt.  Bei  den  Verbindungen  mit  paare m  C  fällt  er  in  der  ersten 
Reihe  zuerst,  um  dann  anzusteigen,  in  der  zweiten  Reihe  fallt  er  über- 
haupt mit  wachsendem  Molekulargewicht. 

In  isomeren  Reihen  haben  die  Paraverbindungen  vielfach  höheren 
Schmelzpunkt  als  die  Meta-  und  Orthoverbindungen,  zum  Beispiel: 
(Siehe  Tabelle  auf  folgender  Seite.) 

Andere  sogenannte  „ Regelmässigkeiten  ^  verlieren  sich  gar  zu  sehr 
ins  Einzelne.  Nernst  hat  noch  auf  Folgendes  hingewiesen,  was  mit 
dem  Vorstehenden  in  gewisser  Verbindung  steht  und  mit  einem  sehr 
bedeutenden  Satz,  den  Ostwald  angegeben  hat.  Feste  Substanzen 
können  bekanntlich  in  verschiedenen  Modificationen  bestehen,  so 
Schwefel,  Phosphor,  Selen  und  besonders  sehr  viele  organische  Stoffe. 
Beim  Aufsuchen  von  solchen  Regelmässigkeiten  wird  es  also  nament- 
lich darauf  ankommen,   welche  Modificationen  mit  einander  zu  ver- 
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j 

Schmelzpi 

inkt 

Formel 

Paia- 

1   Verbindung 

Meta- 
verbinduDg 

Ortho- 
verbindung 

C,H,JNO, 

C.H.BrNO, 

OeH^NO.CHa 

CeH^BrNH, 

C.H^NO.COOH.    .    .   . 
C,H<C1C00H 

171* 
1          125* 
54* 
63* 
'          238* 
,           236* 
1 

34* 
56* 
16* 
18* 
141* 
152* 

49* 

41* 

tiefer  als  —  20* 

31* 

147* 

137* 

gleichen  sind.  Unterhalb  der  Schmelztemperatar  einer  Substanz  kann 
ihre  Flüssigkeit  nur  höchstens  metastabil  sein,  im  Sinne  Ostwald^s. 
Während  sie  bei  der  Schmelztemperatur  selbst  mit  der  festen  Substanz 
gleiche  Stabilität  besitzt,  ist  sie  bei  tieferer  Temperatur  weniger  stabil, 
der  feste  Zustand  nimmt  also  nach  der  Seite  der  fallenden  Temperatur 
dem  flüssigen  gegenüber  an  Stabilität  zu.  Besteht  nun  eine  Substanz 
in  zwei  Modificationen,  yon  denen  eine  stabiler  ist  als  die  andere,  und 
zwar  beide  in  ihrem  Schmelzzustande  genommen,  so  befindet  sich  die 
erstere  auch  mit  Bezug  auf  die  Flüssigkeit  dieser  anderen  Modification 
in  einem  stabileren  Zustande,  also  so,  als  ob  die  Flüssigkeit  dieser 
letzteren  ihr  gegenüber  unterkühlt  wäre  und  hieraus  folgt,  dass 

die  stabilere  Modification  einen  höheren  Schmelzpunkt 

haben  muss. 

Das  ist  in  der  That  der  Fall.  So  schmilzt  die  krystallinische  in 
Schwefelkohlenstoff  nicht  lösliche  Modification  des  Selens  bei  217^  da- 
gegen die  weniger  stabile  amorphe,  in  Schwefelkohlenstoff  lösliche, 
schon  bei  125  bis  130®.  Ebenso  hat  der  rothe  Phosphor  eine  höhere 
Schmelztemperatur,  255^  als  der  weniger  stabile,  sich  in  ihn  yon  selbst 
verwandelnde,  gewöhnliche  Phosphor  mit  44^  Die  Differenzen  sind, 
wie  man  sieht,  unter  Umständen  sehr  bedeutend,  und  man  wird  zu  zu- 
treffenden Ergebnissen  nur  gelangen,  wenn  man  bei  Stoffen,  die  in  ver- 
schiedenen Modificationen  auftreten,  diejenigen  beiderseitigen  Modi- 
ficationen mit  einander  vergleicht,  welche  gleiche  relative  Stabilität 
besitzen. 

Indessen  ist  es  selbstverständlich  schwer  zu  entscheiden,  welche 
relativen  Stabilitäten  hiemach  zusammen  zu  halten  sind,  zumal 

Stoffe  beim  Verlassen  einer  Modification  nicht  sofort 

in  die  stabilste  Modification  übergehen,  sondern  in  die 

nächst  stabilere. 

Diese  Regel  hat  Ostwald  erkannt^).  Man  kann  die  Stabilität 
eines  Systems   durch  seine  freie  Energie  F  messen,  je  grösser  diese 


Ostwald's  Satz  yon  den  Modiflcationen. 

freie  £nergie  ist,  nm  so  weniger  stabil  ist  das  System.  Beim  iso- 
thermischen Uebergang  ans  einem  Zustande  in  einen  anderen  wird 
hiemach  der  stabilere  Zustand  die  geringere  freie  £nergie  besitzen. 
Ostwald^s  Regel  besagt  also, 

dass  ein  Körper  beim  Verlassen  einer  Modification 
nicht  sofort  in  diejenige  Modification  übergeht, 
welcher  die  kleinste  freie  Energie  zukommt,  sondern  in 
diejenige,  welche  die  nächst  kleinere  freie  Energie  hat. 

Es  wird  die  ganze  Stufenleiter  der  freien  Energieen,  welche  die 
Substanz  in  den  verschiedenen  Modificationen  bei  im  Uebrigen  gleichen 
Verhältnissen  haben  kann,  durchlaufen,  bis  zu  der  geringsten  freien 
Energie.  Als  Beispiel  führt  Ostwald  Quecksilberjodid  an;  die  rothe 
Modification  ist  stabiler  als  die  gelbe.  Vermischt  man  aber  Queck- 
silberchlorid mit  Jodkaliumlösung  zur  Fällung  des  Quecksilberjodids, 
so  erscheint  zunächst  die  gelbe  Modification  des  Jodids,  die  dann  erst 
in  die  stabilere  rothe  Modification  übergeht.  Der  Uebergang  kann 
jedoch  für  lange  Zeit  aufgehalten  werden,  wenn  die  Fällung  des  Jodids 
aus  einer  alkoholischen  Lösung  dieser  Substanz  mit  Wasser  geschieht. 
„Ebenso  sublimirt  Quecksilberjodid  auch  unterhalb  der  Umwand- 
lungstemperatur immer  in  der  gelben  Form,  und  diese  wandelt  sich 
erst  langsam  in  die  rothe,  beständigere,  um.^ 

Verdichtet  man  Phosphordampf  durch  Abkühlung  bis  unter  die 
Schmelztemperatur,  so  entsteht  zunächst  die  metastabile  Flüssigkeit, 
dann  der  ebenfalls  metastabile  feste  gelbe  Phosphor,  zuletzt  der  stabile 
rothe.  „Cyangas  giebt  beim  Abkühlen  nicht  das  beständige  Paracyan, 
sondern  das  unbeständige  flüssige  Cyan.**  Der  Uebergang  kann  sogar 
durch  Modificationen  geschehen,  die  so  labil  sind,  dass  sie  bei  geringstem 
Anlass  explosionsartig  sich  verwandeln.  „So  geben  die  Dämpfe  der 
Gyanursäure,  die  mit  denen  der  Cyansäure  identisch  sind,  beim  Ver- 
dichten die  der  letzteren,  obwohl  diese  so  unbeständig  ist,  dass  sie  sich 
bei  geringer  Erwärmung  unter  Explosion  in  Cyamelid  verwandelt." 
Gerade  bei  isomeren  Stoffen,  die  identische  Dämpfe  geben,  soll  nach 
Ostwald  ausnahmslos  bei  Verdichtung  von  allen  möglichen  Formen 
zuerst  die  unbeständigste  Form  erscheinen. 

Die  vorstehenden  Beispiele  dürften  genügen,  den  Sinn  des  merk- 
würdigen Ostwald' sehen  Satzes,  der  offenbar  von  ausserordentlicher 
Tragweite  ist,  darzuthun.  Für  unseren  jetzigen  Fall  aber  erhellt 
hieraus,  dass  durch  diese  Complication  die  Ermittelung  entsprechender 
Modificationen  noch  weiter  erschwert  ist,  da  nun  auch  nicht  einmal 
mehr  feststeht,  ob  eine  zuletzt  erreichte  Modification  auch  unter  allen 
Umständen  die  für  den  betreffenden  Körper  stabile,  letzte,  ist. 

Ehe  wir  die  Schmelztemperaturen  weiter  betrachten,  haben  wir 
noch  vorläufig  von  der  Dichteänderung  bei  dem  Schmelzen  und  von 
der  Schmelzwärme  zu  sprechen. 
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EUnsichtlioh  der  Dichteänderung  verhalten  sich  die  Stoffe  sehr 
yerschieden.  Manche,  wie  Eis,  Wismuth,  Eisen,  Kalinmnitrat  undyiel- 
leicht  noch  andere  ziehen  sich  beim  Schmelzen  zusammen;  die  feste 
Phase  schwimmt  dann  auf  der  flüssigen. 

Eine  Volumeinheit  Eis  bei  0^  giebt  nach  Kopp  0,908  Volumen- 
einheiten Wasser  gleicher  Temperatur,  eine  Yolumeneinheit  festes 
Wismuth  bei  seiner  Schmelztemperatur  0,97  Volumen  flüssiges  Wismuth. 
Für  Eisen  sind  entsprechende  Verhältnisszahlen  nicht  bekannt.  Hin- 
sichtlich anderer  Substanzen  schwanken  die  Angaben.  Nach  Nies  und 
Winkelmann  ^)  sollen  Zinn,  Zink,  Antimon  und  Kupfer  sich  wie  die 
genannten  Körper  verhalten,  die  feste  Phase  also  bei  ihnen  auf  der 
flüssigen  schwimmen.  Nach  Anderen  soll  das  mindestens  für  Zinn 
nicht  der  Fall  sein.  Andererseits  ist  es  sicher,  dass  sehr  viele  Stoffe 
beim  Schmelzen  eine  Volumen  Vermehrung  erfahren.  So  Schwefel, 
Phosphor,  Stearin,  Chlorcalcium  und  eine  Anzahl  anderer. 

Folgende  Zusammenstellung  von  Vicentini  und  Omodei  ent- 
nehme ich  aus  der  Winkel  mann' sehen  Enoyklopädie  der  Physik,  die 
Zahlen  für  Wasser  sind  nach  Bunsen,  die  für  Ameisensäure  und 
Essigsäure  nach  Pettersson  gegeben. 


Substanz 


Dichte 


fest 


flÜHSig 


Thermische  Aasdehnung 
X  10*« 


fest 


flüssiii: 


Pb  .  . 
Cd  .  . 
Bi.  .  . 
Sn  .  . 
S  .  .  . 
Na  .  . 
K  .  .  . 
P  .  .  . 
Hg  .  . 
HgO  . 
CH.Og 
Cj  H^  0, 


.11,005 
8,366  5 
9,673 
7,183  5 

0,951  9 
0,851  4 
1,806  5 
14,193 
0,916  66 
1,420 
1,231 


10,645 
7,989 

10,004 
6,988 
1,8114 
0,928  7 
0,829  8 
1,745  3 

13,690 
0,999  88 
1,245 
1,071 


129 

88 

170 

95 

120 

40 

114 

69 

482 

354 

278 

216 

299 

250 

520 

376 

179 

— 

77 

Contraction 

435 

817 

514 

1080 

Die  Tabelle  enthält  nur  Wismuth  und  Eis  als  Substanzen,  die  bei 
der  Verflüssigung  sich  zusammenziehen,  alle  anderen  Substanzen  dehnen 
sich  aus.  Die  Zahlen  der  letzten  beiden  Spalten  beziehen  sich  auf  die 
thermischen  Ausdehnungscoefflcienten  bei  der  Schmelztemperatur;  mit 
Ausnahme  der  Ameisensäure  und  der  Essigsäure  weisen  alle  anderen 
Substanzen  eine  Verringerung  der  thermischen  Ausdehnung  auf  bei  dem 
Uebergang  aus  dem  festen  in  den  flüssigen  Zustand.    Da  der  Grad  der 
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Aasdehnnng  im  Allgemeinen  mit  wachsender  Temperatur  ansteigt,  be- 
deutet dieses  eine  erhebliche  Unstetigkeit  im  Verhalten  dieser  Sub- 
stanzen beim  Schmelzen.  Am  stärksten  ist  diese  Unstetigkeit  beim 
Wismuth,  woselbst  der  Ansdehnungscoefficient  beim  Schmelzen  der  Sub- 
stanz auf  den  dritten  Theil  herabsinkt.  Sonst  nimmt  er  um  durch- 
schnittlich die  Hälfte  ab  bezw.  zu. 

Die  Yolumenänderung  geht  bei  den  Substanzen,  die  wie  die 
krystallinischen  plötzlich  schmelzen,  auch  plötzlich  vor  sich.  Bei  den 
anderen  Substanzen  geschieht  sie  allmählich,  doch  zeigt  die  Cunre  der 
Yolumenänderung  mit  wachsender  Temperatur  auch  bei  diesen  an 
einer  gewissen  Stelle  einen  scharfen  Knick,  so  bei  Wachs  an  der  Tem- 
peraturstelle 64®  C,  sie  steigt  von  0®  bis  64<^  weit  steiler  an,  als  später- 
hin und  besteht  aus  zwei  bei  64®  scharf  auf  einander  treffenden 
Theilen.  Auch  hier  ist  der  Ansdehnungscoefficient  im  wirklich  flüssigen 
Zustande  zunächst  kleiner  als  im  Yoraufgehenden  noch  plastischen. 
Eigenthümlich  verhält  sich  das  Kose' sehe  Metall  und  das  Stearin;  es 
tritt  bei  der  Verflüssigung  erst  eine  Volumenabnahme  und  dann  eine 
Volumen  zunähme  ein,  was  auf  Umlagerungen  in  neue  Modificationen 
hindeutet. 

Je  nach  der  Art  des  Stoffes  ist  also 

«^2   —  VS   ^   0. 

Das  Gleichheitszeichen  gilt  für  die  amorphen  Stoffe,  welche  plastische 
Zustände  haben,  und  zwar  für  den  letzten  plastischen  und  den  ersten 
flüssigen  Zustand. 

Aus  Gleichung  5)  folgt,  dass  hiernach  die  freie  Energie  der  Sub- 
stanzen im  festen  Zustande  kleiner,  gleich  oder  grösser  sein  kann,  als 
die  im  flüssigen.  Dem  zufolge,  was  vorhin  von  dieser  Energie  gesagt 
ist,  werden  hiernach  Substanzen,  welche  beim  Schmelzen  an  Volumen 
zunehmen,  im  flüssigen  Zustande  stabiler  sein  als  im  festen,  solche, 
welche  an  Volumen  abnehmen,  wie  Wasser,  im  festen  Zustande  stabiler 
sein  als  im  flüssigen.  Substanzen,  welche  in  beiden  Zuständen  gleiches 
Volumen  haben,  sind  auch  in  beiden  Zuständen  gleich  stabil  oder  labil. 
Alles  dieses  bezogen  auf  die  Schmelztemperatur  und  normale  Verhältnisse. 

Die  Schmelzwärme  {  ist  stets  positiv ,  das  heisst ,  beim  Schmelzen 
wird  stets  Wärme  verbraucht,  ob  dabei  eine  Volumenvermehrung  oder 
eine  Volumen  Verringerung  eintritt.  Da  im  letzteren  Falle  äussere  Ar- 
beit gewonnen  wird,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Wärme  zur  Leistung 
innerer  Arbeit  verbraucht  wird.  Worin  diese  innere  Arbeit  besteht, 
ist  —  namentlich  wenn  Volumen  Verringerung  eintritt  —  nicht  leicht 
zu  sagen;  es  müssen  trotz  dieser  Volumenverringerung  Molekular- 
dissociationen  eintreten.  Indessen  ergiebt  sich  aus  Gleichung  4),  dass 
unter  gleichen  Umständen  im  Falle  einer  Volumenverringerung  die 
innere  Energieänderung  kleiner  sein  muss  als  sonst. 
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Yon  der  Schmelz  wärme  selbst  werden  wir  bald  zu  sprechen  haben. 
Zunächst  richten  wir  unsere  Aufmerksamkeit  auf  die  sie  bestimmende 
Gleichung  6).     Aus  dieser  Gleichung  folgt  nämlich 

d£_Jl 
dd' 


^    Vi  —  Vs 


g^  =  71  (^'^  -  ^«)- 


Da  l  und  ^  positiv  sind,  so  folgt,  dass  ^,  und  also  auch  —  positiv 

oder  negativ  ist,  je  nachdem  sich  1*2  —  Vj  grösser  oder  kleiner  als 

Null  erweist. 

Hiernach  wächst  mit  wachsendem  Druck  die  Schmelz- 
temperatur an,  wenn  das  Volumen  im  flüssigen  Zu- 
stande grösser  ist  als  im  festen  und  sie  nimmt  mit 
wachsendem  Druck  ab,  wenn  umgekehrt  das  Volumen 
im  flüssigen  Zustande  kleiner  ist  als  im  festen. 

Dieser  Satz  und  die  zugehörige  Gleichung  ist  bereits  1849  von 
James  Thomson  entdeckt  worden.  Für  Eis,  Wismuth,  Eisen  und 
andere  Stoffe,  die  sich  wie  diese  genannten  verhalten,  haben  wir  also 
Sinken  der  Schmelztemperatur  mit  wachsendem  Druck  zu  erwarten,  für 
die  anderen  Stoffe  muss  die  Schmelztemperatur  steigen.  So  beträgt  die 
Schmelzwärme  l  des  Eises  auf  Gramm  bezogen  etwa  79,25  Gramm- 
Calorien,  da  Va  —  ^3  =  —  0,092  ist,  so  haben  wir  hiernach,  wenn 
wir  djp  in  Atmosphären  messen, 

273  X  1013  217X0,092 


dd^  = 


79,25  X  42  200  000 


dp  =  —  0,007  6090  dp. 


Die  Druckzunahme  um  eine  Atmosphäre  bewirkt  also  eine  Schmelz- 
punkterniedrigung des  Eises  um  0,007  609^  C.  Für  8,1  und  16,8  Atmo- 
sphären ergeben  sich  hiermit  als  Schmelzpunkterniedrigungen  —  0,062^ 
bezw.  — 0,128^  während  William  Thomson  durch  unmittelbare  Be- 
obachtang  erhielt  — 0,059  bezw.  — 0,129,  Zahlen,  die  mit  den  be- 
rechneten fast  genau  übereinstimmen.  Ferner  geben  Battelli's 
Beobachtungen  folgende  Zusammenstellung: 


l 

t'g  — t'a 

in 
«0. 

(J  *  in  *  C. 

Substanz 

für  8  Atm. 

für  12  Atm. 

1 

i 

her. 

beob. 

her.         beob. 

Naphtalin  .    .    . 
Nitronaphtalin 
Paratoluidin 
Diplienylamin  . 
Naphtylamin     . 

35,50 
25,32 
39,00 
21,30 
19,70 

+  0,146 
+  0,078 
+  0,066 
+  0,062 
+  0,041 

352,2 
329,0 
311,9 
324,0 
316,4 

+  0,286 
+  0,196 
+  0,102 
+  0,185 
+  0,130 

+  0,282 
+  0.180 
+  0,100 
+  0,180 
+  0,105 

+  0,405 
+  0,294 
+  0,153 
+  0,277 
+  0,195 

+  0,423 
+  0,300 
+  0,140 
+  0,260 
+  0,180 
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Auch  hier  stimmen  die  Ergebnisse  der  Beobachtung  und  Berech- 
nung gut  überein. 

Wir  gehen  nun  genauer  auf  den  Zusammenhang  zwischen  Schmelz- 
temperatur und  Druck  ein.  Für  Tetrachlormethan  hat  Amagat 
die  Schmelzpunktsänderung  bis  zu  1160  Atmosphären  verfolgt^).  Die 
gesammte  Aenderung  beträgt  fast  50®,  nämlich  es  war  für  diese 
Substanz 

bei      .     .     .  1  210  620  900  1160  Atmosphären 

Schmelzpunkt      —30    —19,5      ±0        +10       +19,50C. 

Bei  Benzol  ergab  eine  Drnckerhöhung  von  1  Atmosphäre  auf 
700  Atmosphären  eine  Schmelzpunkterhöhung  von  +  5,4<>  C.  auf 
+  22^0.  Die  theoretische  Formel  ist  nicht  anwendbar,  weil  die 
anderen  Daten  nicht  bekannt  sind.  Dass  die  Schmelzpunkterhöhung 
nicht  einfach  der  Druckerhöhung  proportional  ist,  zeigt  sogleich  das 
erste  Beispiel,  da  sie  von  1  bis  620  Atmosphären  30^  in  dem  nur  wenig 
geringeren  Intervall  von  620  bis  1160  aber  nur  19,5<>  beträgt.  Daraus 
folgt  —  was  an  sich  schon  wahrscheinlich  ist  — ,  dass  J9,  Z,  V2  —  f^s»  ^ 
nicht   unabhängig   von   einander   sind.     Denkt    man    sich  für  d'  und 

-^—rz — -  Mittelwerthe  eingesetzt,  nimmt  als  solche  für  -Ö"  das  arithme- 

tische  Mittel  der  Grenztemperaturen  an  und  bezeichnet  das  Mittel  von 

^       — -  durch  (    ^      — -  j ,  so  wird  innerhalb  der  obigen  Intervalle 

für  Tetrachlormethan 

•^^  "^^  =  105,    415,    760,    1030  Atmosph. 


C-^)= 


0*2   ^i 


(Pi—Pi) ö 


=   202,   180,    129,   127    X  10" 


Die  Zahlen  nehmen  mit  wachsendem  Druck  ständig  ab,  freilich 

nicht  in  gleich  massiger  Weise.     Jedenfalls  ist  also  die  Grösse  — — — ^ 

nicht  unabhängig  vom  Druck  bezw.  der  Temperatur,  sei  es,  dass  v^  —  V3 
mit  wachsendem  Druck,  wachsender  Temperatur,  abnimmt,  oder,  dass  l 
entsprechend  zunimmt.  In  manchen  Fällen  ist  eine  Abnahme  von  l 
mit  sinkender  Temperatur  festgestellt.  Selbstverständlich  kann  auch 
beides  stattfinden. 

Indessen  steht  nicht  fest,  ob  nicht  die  Substanz  schon  in  Folge 
der  Versuche  selbst  verschiedene  Modificationen  durchgemacht  hat  ^), 


»)  Compt.  rend,,  Bd.  105,  S.  165. 

«)  Wiedem,  Ann.,  Bd.  68  (1898),  8.  474  u.  490. 
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was  6.  Tammann  Termntliet,  dessen  üntersnohnngen  bald  eingehend 
dargelegt  werden  sollen. 

Für  Naphtalin  liegen  Beobachtungen  von  Barus^)  Yor,  welche 
sowohl  die  Schmelztemperatur,  als  die  Yolnmendifferenz  v^  —  v^  be- 
treffen. Die  letztere  Grösse  erwies  sich,  soweit  die  Dmoke  reichen, 
als  positiv.  Bei  83^  entsprechend  einem  Dmck  von  80  Atmosphären, 
betrug  die  Yolumenändening  v^  —  v^  gegen  23  Proc,  bei  100^  ent- 
sprechend einem  Druck  von  567  Atmospb&ren,  war  sie  noch  19,8  Proc, 
also  nahm  sie  zwar  mit  wachsendem  Druck  ab,  jedoch  ziemlich  lang- 
sam, und  es  würde  sich  um  enorme  Drucke  handeln,  ehe  v^  —  v^  ganz 
gleich  Null  ist,  bei  der  Verflüssigung  also  keine  Volum enänderung  ein- 
tritt (S.  234).  v^  nahm  selbstyerst&ndlich  mit  wachsendem  Drucke 
für  sich  ab,  ebenso  ^3;  die  isopiestische  Curye  der  Flüssigkeit  setzte 
sich  stetig  für  den  unterkühlten  Zustand  fort.  Trat  nach  der  Unter- 
kühlung Gefrieren  ein  und  wurde  der  Druck  erniedrigt,  so  stieg  v^  an, 
bis  bei  normalem  Druck  die  Substanz  wieder  schmolz  und  sich  zum 
normalen  Volumen  plötzlich  dehnte.  Wie  weit  die  Unterkühlung  mit 
ansteigendem  Druck  gehen  konnte,  hing  von  yielen  Umständen  ab, 
selbst  Yon  der  Menge  der  untersuchten  Substanz.  Die  weitere  Unter- 
suchung ergab  nun  für  die  normalen  Schmelztemperaturen  unter  yer- 
schiedenen  Drucken 

bei     p  =     ' 

Il  =     .     .        —       26,0       27,7         28,3  28,7 

Die  Zahlen  wachsen  mit  wachsendem  Druck,  um  so  mehr  wächst 

0"  ;r-^  und  somit  auch  »  so  dass  umgekehrt  -^— r — -  abnimmt. 

Das  stimmt  mit  dem  von  Amagat  für  Tetrachlormethan  erhaltenen 
Ergebniss  und  die  Grössenordnung  entspricht  ebenfalls  der  für  die 
genannte  Substanz  geltenden.     Da  V2  —  v^,  wie  wir  sahen ,  sich  nur  sehr 

wenig  ändert,  muss  die  Aenderung  von  ~ — r — '-  wesentlich  der  Grösse  l 

zur  Last  fallen,  diese  Grösse  muss  also  bei  Naphtalin  mit  wachsender 
Temperatur  steigen,  was  auch  der  Theorie  genügen  würde. 

Entsprechende  Versuche  von  Hodgkins  haben  Folgendes  er- 
geben : 


1 

80 

277 

567 

1435  Atmosphären 

79,2 

83 

90 

100 

130  »C. 

*)  Bei  G.  Tammann,  Wied.  Ann.,  Bd.  66  (1898),  8.  475  ff. 
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Druck  in  Atmosphären 


Substanz 


519 


792 


Schmelztemperatur  t  ^  0. 


Walrat  . 
Wachs  . 
Stearin  . 
Schwefel 


51.0 

64,5 

107,0 

72,5 


60,0 

74,5 

135,2 

73,6 


80,2 

80,2 

140,5 

79,2 


Die  Zahlen  yerlaufen,  wie  man  siebt,  sehr  nngleichmässig.    Man  erhält: 


Substanz 


1       Mittlerer  Druck  in  Atmosphären 

1 

1                260 

655,5 

^- 

:.  "')  X   10-' 

Walrat     . 
Wachs  . 
Stearin 
Schwefel 


529 

564 

1381 

61 


2157 
596 
473 
587 


N^ur  Stearin  yerhält  sich  wie  das  Yorher  behandelte  Tetrachlormetban 
und  Naphtalin,  die  anderen  Substanzen  yerhalten  sich  entgegengesetzt. 


Also  lässt  sich  über  die  Aenderung  der  Grösse 


«2 


^s 


l 


doch  nichts 


allgemein  yoraussagen. 

Zu  einem  bemerkenswcrtben  Ergebniss  ist  Damien  gelangt.  Nach 
seinen  Versuchen  an  Walrat,  Paraffin,  Wachs,  Naphtalin  und  Naphtyl- 
amin,  Nitro naphtalin,  Paratoluidin,  Diphenylamin  soll  sich  die  Schmelz- 
temperatur als  Function  des  Druckes  darstellen  lassen  durch  die  Formel 

e  =  ^,  +a(i>— 1)  +  h(p—l)K 

Die  Grösse  5  hat  sich  in  allen  Fällen  als  negatiy  erwiesen.  Demnach 
würde  d'  mit  wachsendem  Druck  bis  zu  einem  Maximum  ansteigen  und 
dann  wieder  abnehmen.  Das  ist  für  Naphtylamin  auch  durch  unmittel- 
bare Beobachtung  festgestellt.  Folgende  aus  der  Winkel  mann 'sehen 
Encyklopädie  entnommene  Zusammenstellung  zeigt  dieses   Verhalten. 

(Siehe  Tabelle  auf  folgender  Seite.) 

Das  Maximum  tritt  ein  bei  etwa  80  Atmosphären  Druck.  Nach 
Damien' 8  Formel  wäre 


d^  =  [a  +  2b  (p  —  l)]dp, 
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V 

t 

»C. 

Atmofipbären 

beobachtet 

berechnet 

1 

49,75 

49,75 

62 

1         50,49 

50.40 

81 

50,54 

50,45 

93 

50,33 

50,44 

143 

50,01 

50,01 

166 

49,83 

49,75 

173 

49,65 

49,63 

und  da  &  negativ  ist,  würden  sich  die  genannten  Stoffe  oberhalb  des 

Druckes  von   1  —  —  wie  solche  Substanzen   verhalten,   welche    sich 

beim  Schmelzen  zusammenziehen.  Der  Grenzdruck  für  die  genannten 
Stoffe  wäre  bei  Walrat  etwa  650,  bei  Paraffin  etwa  300,  bei  Wachs 
etwa  760,  bei  Naphtylamin  etwa  82  Atmosphären.  Substanzen  wie 
Wasser,  Wismuth  u.  s.  f.  befänden  sich  hiernach  bereits  bei  Atmosphären- 
druck  oberhalb  dieses  Grenzdruckes.  Und  femer  ergäbe  sich,  dass 
^2  —  ^3  niit  wachsendem  Druck  variiren  muss  und  sogar  sein  Zeichen 
ändern  kann.  Das  ist  alles  von  sehr  grossem  Interesse  und  wird 
später  noch  weiter  verfolgt  werden.  Barus^)  hat  die  Richtigkeit 
der  Beobachtungen  von  Damien  sehr  stark  in  Zweifel  gezogen,  min- 
destens die  Anwendbarkeit  seiner  Formeln  zur  Extrapolation.  Für 
keine  der  Substanzen,  für  welche  diese  Formeln  Grenzdrucke  fest- 
setzen, hat  er  durch  unmittelbare  Versuche  solche  Grenzdrucke  nach- 
weisen können,  wiewohl  er  in  seinen  Beobachtungen  über  diese  Grenz- 
drucke nach  Damien* 8  Formeln  weit  hinausgegangen  ist. 

Indessen  ist  das  wichtigste  Ergebniss  von  Damien's  Unter- 
suchungen, dass  nämlich  bei  einer  solchen  Darstellung  der  Schmelz- 
temperatur als  Function  des  Druckes  das  quadratische  Glied  negativ 
ist,  doch  bestätigt  und  damit  das  Vorhandensein  eines  Grenzdruckes 
als  solchen  gesichert  worden.  Tammann^)  nämlich  hat  zunächst 
entsprechende  Untersuchungen  für  Benzol,  Dimethyläthjlcarbinol, 
Trimethylcarbinol,  Tetrachlorkohlenstoff,  Nitrobenzol,  Benzophenon  und 
Phosphor  ausgeführt.  In  allen  Fällen  hat  er  die  Constante  &  negativ 
gefunden.  So  giebt  er  für  Dimethyläthylcarbin  folgende  Formel  und 
Zusammenstellung,  woselbst  'p  den  Druck  in  Kilogramm  auf  Quadrat- 
centimeter  bedeutet: 

i  =  —  10,3  +  0,01911  i?  —  0,00000214  1)«. 


0  In  einem  Briefe  an  G.  Tarn  mann,  Wiedem.  Ann.,  Bd.  62,  8.  295. 
»)  Wiedem.  Ann.,  Bd.  66,  8.  485  ff. 
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beobachtet      berechnet 


0 
500 
1000 
1500 
2000 
2500 
3000 
3500 


—  10,3 

—  1,3 
+  7,0 
+  14,2 
+  19,7 
+  24,8 
+  28,4 
+  30,3 


—  10,3 

-  1,3 
+  6,7 
+  13,6 
+  19,4 
+  24,1 
+  28.8 
+  30,4 


Differenz 


0,0 
0,0 

—  0,3 

—  0,6 

—  0,3 
-0,7 
+  0,4 
+  0.1 


Der  Grenzdruck  läge  bei  4500  kg  Druck  auf  1  qcm  und  die  höchste 
Schmelztemperatur  betrüge  +  35^. 

Tetrachlorkohlenstoff  ist  die  auch  von  Amagat  untersuchte  Sub- 
stanz Tetrachlormethan,  in  der  That  hat  auch  Tarn  mann  gefunden, 
dasB  diese  bei  den  Versuchen  spontan  in  verschiedenen  Modificationen 
auftrat.     Für  Phosphor  lautet  Tammann's  Formel 

t  =  43,9  +  0,0288  i>  —  0,000  001  jp». 

Die  Beobachtungen  gehen  von  Drucken  0  kg  bis  2000  kg  auf  1  qcm 
die  Schmelzpunkte  variiren  von  43,9^  bis  97,4<^,  also  sehr  erheblich. 

Später^)  hat  T  am  mann  seine  Untersuchungen  auf  Naphtalin, 
Wasser,  Kohlensäure,  Aethylenbromid,  Blausäure ,' Chlorcalci um hydrat 
mit  6  UfiO,  Methylsenfol,  Paraxylol,  Diäthylamin,  Dimethyläthylcarbinol 
ausgedehnt,  immer  mit  dem  nämlichen  Ergebniss  der  Darstellbarkeit 
der  Schmelztemperatur  durch  eine  Formel  der  obigen  Art. 

Hiemach,  schliesst  Tammann,  kann  kein  Zweifel  mehr  bestehen, 
dass   in   dem   der  Untersuchung  unterworfenen    Theile    der    Schmelz- 

druckcurye  ^ — r  negativ  ist,  was  ja  Da mien^s  Versuche  schon  ergeben 

hatten. 

Einzelheiten  theile  ich  nur  für  zwei  Fälle,  die  der  Kohlensäure 
und  des  Wassers,  mit,  weil  dabei  einiges  zur  Sprache  kommt,  was  für 
die  Beurtheilung  der  ganzen  Erscheinung  von  Wichtigkeit  ist. 

Der  Schmelzpunkt  der  krystallisirten  Kohlensäure  liegt  bei 
<  == — 56,7^  C,  wobei  der  Druck  5,1  Atmosphären  beträgt.  Bei 
höheren  Drucken  liegt  der  Schmelzpunkt  höher,  so  haben  wir,  wenn 
der  Druck  in  Kilogramm  pro  1  qcm  ausgedrückt  wird: 


»)  Wiedem.  Aon.,  Bd.  68,  S.  562  ff. 
WeJnateiu,  Thermodynamik.     II. 
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p 

1 
*     j 

P 

t 

926 

—  40,0 

2792 

—  7,43 

965 

—  37,5 

8156 

-f-  3,20 

1592 

-27,1 

3487 

+  10,92 

2158 

—  17,64 

Biß  zum  Druck  2792  und  der  Schmelztemperatur  —  7,43  steigt 
die  Gurre,  welche  die  obigen  Zahlen  zusammenfasst,  die  Schmelzdruck- 
curve,  ganz  gleichmässig  an,  von  da  an  knickt  die  Curve  zu  weit 
steilerem  Gang  gegen  die  j>-Axe  um.  Der  erste  Theil  der  Curve  inter- 
polirt  und  fortgesetzt  giebt  folgende  zusammengehörige  Werthe: 


p 

t 

P 

t 

0 

—  56,8 

2500 

—  12,25 

500 

-47,4 

3000 

-  4,0 

1000 

—  38,0 

3500 

+  3,5 

1500 

—  28,8 

4000 

+  10.5 

2000 

—  20,5 

Die  Gleichung  ist 

i  =  —  56,8  +  0,019  99  p  —  0,000  000  75  pK 

Man  sieht,  wie  diese  Curve  von  etwa  p  =  2800  ganz  anders 
weitergeht,  als  nach  den  oben  mitgetheilten  Zahlen  der  Fall  ist.  Sie 
erreicht  10,92  erst  bei  Drucken  weit  über  4000.  Der  zweite  Theil  der 
wirklichen  Schmelzdruckcurve  würde  nach  p  =  0  hin  extrapolirt 
t  =  —  860  etwa  ergeben  statt  —  56,8®,  und  genauer  interpolirt, 
sicher  noch  viel  tiefere  Temperatur.  Tammann  betrachtet  die 
Kohlens&ure  auf  diesem  zweiten  Theil  der  Curve  als  in  neuer  Modi- 
fication  beündlich,  die  er  Modification  II  nennt,  sie  würde  sich  vor  der 
gewöhnlichen  Kohlensäure  durch  tieferen  normalen  Schmelzpunkt  und 
dadurch  auszeichnen,  dass  dieser  Schmelzpunkt  viel  rascher  mit  wach- 
sendem Druck  ansteigt  als  bei  dieser.  Die  Schmelzdruckcurve  dieser 
Kohlensäure  II  würde  die  der  Kohlensäure  I  bei  p  =  2800  und 
t  =  —  7,5®  schneiden.  Durch  einen  Kunstgriff  gelang  es  Tammann, 
über  p  =  2800  die  Kohlensäure  sowohl  in  der  Modification  I  als  in 
der  II  zu  verfolgen.  Denkt  man  sich  beide  Modificationen  bei  gleichem 
Druck  hinreichend  unterkühlt,  so  gelangt  man  zu  Temperaturen,  in 
denen  nur  die  Modification  I  besteht;  steigert  man  die  Temperatur,  so 
tritt  ein  Zustand  ein,  in  welchem  die  Modification  I  in  die  II  überzu- 
gehen beginnt,  bis  zuletzt  I  ganz  verschwunden  ist.  Doch  findet  das 
nicht  statt  unterhalb  des  Druckes  p  =  2800.    Jedem  Druck  p  >  2800 
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entspricht  eine  Temperatur,  bei  der  die  Umwandlang  beginnt.  Tam- 
mann  spricht  darum  Yon  einer  UmwandlungBcurve.  Es  ist  die- 
jenige, unterhalb  deren  (mit  Bezug  auf  die  Temperatur)  nur  Kohlensäure  I 
auftritt,  oberhalb  derselben  bestehen  zunächst  beide  Modificationen 
neben  einander,  zuletzt  ist  nur  die  Modification  II  vorhanden.  Für 
die  ümwandlungscurve  der  Kohlensäure  gilt  die  Gleichung 

t  =  —  7fi  +  0,0114  (p  —  2800), 

für  die  Schmelzdruckcurve  der  Modification  II  oberhalb  p  =  2800  die 

<  =  —  7,5  +  0.0275  (p  —  2800). 

Die  beiden  Schmelzdruckcurren  und   die    Ümwandlungscurve  stossen 

im  Punkte  p  =  2800,  <  =  —  7,5  zusammen.    Der  maximale  Schmelz- 

kff 
punkt  für  Kohlensäure  I  mit  gegen  <  =  -f-  60®  läge  bei  p  =  13000— 5-. 

qcm 

Bei  der  kritischen  Temperatur  der  Kohlensäure  wäre  für  I  das  p  =  6100, 

für  II  das  p  =  4200  und  der  Umwandlungsdruck  betrüge  6500  kg  auf 

den  Quadratcentimeter.      Experimentell  gelangt  man  von  einer  dieser 

Gurren  zu  den  anderen  am  bequemsten  durch  rasche  Druckemiedrigung. 

Eis  und  Wasser  hat  Tammann  mehrmals  und  sehr  eingehend 

untersucht.   Er  findet,  dass  der  Verlauf  der  Schmelzdruckcurven  auf  drei 

Modificationen  des  Eises  hinweist.     In  der  ersten  Arbeit  ^)  scheint  er 

Eis  nur  in  einer  Modification  anzunehmen,  die  Schmelztemperatur  des 

kff 
Eises   BoU   bis   in   die  Nähe  von  p  =  2000  — ^  und  t  =  —  20«  C. 

qcm 

ziemlich  gleichmässig,  wenn  auch  nicht  genau  linear  verlaufen,   dann 

aber  soll  sie  mit  femer  wachsendem  Druck  sehr  rasch  abnehmen,  der- 

kff 
artig,   dasB  bei  p  =  2200  —2-  schon  <  =  —  39®  ist.     Folgende  Zu- 

qcm 

sammenstellung  der  Beobachtungen  ist  sehr  lehrreich. 


p 

t 

P 

t 

1 

0,00 

2000 

—  21,1 

473 

—  3,44 

2069 

—  23,8 

737 

—    5,71 

2172 

—  26,0 

1116 

—  9,40 

2165 

-26,0 

1107 

—  9,54 

2195 

—  30,0 

1643 

—  15,45 

2211 

—  35,4 

1650 

—  15,45 

2217 

—  39,0 

2003 

—  21,09 

2177 

—  40,5 

Bis 


20<^  kann  man  als  Interpolationsformel  benutzen 
p  =  —  140,0«  +  2,11/2. 


*)  "Wiedem.  Ann.,  Bd.  68,  8.  564  ff. 
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Die  Yergleichung  mit  den  früher  (S.  236)  mitgetheilten  Ergebnissen 
anderer  Forscher  giebt  ganz  gute  Uebereinstiinmang.  Zwischen  —  39 
und  —  40^  C.  beginnt  für  noch  weiter  fallende  Temperaturen  der  Druck 

abzunehmen,  dazwischen  wäre  also  ttk  =  0,  worüber  später. 

Wohl  wegen  der  scharfen  Wendung  der  Schmelz druckcurve  bei 
t  =  —  20®  ist  Tammann  in  seinen  weiteren  Arbeiten  über  das  Ver- 
halten des  Eises  dazu  gekommen,  aus  gleichem  Grunde  wie  bei 
der  Kohlensäure  auch  das  Eis  auf  mehrere  Modificationen  zu  unter- 
suchen ^).       Er  dehnte  seine  Beobachtungen    auf  Temperaturen    von 

kff 

0  bis   — 80®  und  Drucke  von    1  bis  3200—^  aus,  besondere  Beob- 

qcm 

achtungen  erstreckten  sich  auf  Temperaturen  von  —  22  bis  —  15® 

kg 

bei  Drucken  von  3200  bis  4000 und  auf  Temperaturen  von  —  80 

qcm  '^ 

kff 
bis  —  180®  und  den  Druck  1  —^ ' 

qcm 

Von  0®  bis  gegen  —  22®  haben  wir  es  mit  dem  gewöhnlichen  Eise 

zu  thun,  Modification  I.     Das  Ergebniss  der  Beobachtungen  entspricht 

dem  früher  gewonnenen,  die  Zahlen  weichen  ein  wenig  ab.    Es  ist,  aus 

den  Beobachtungen  interpolirt: 


qcm   J 

t  «C. 

__i^ 

^t 

1 
1 

—  0,1 

135 

33ß    j 

2,5 

112 

615     1 

5,0 

110 

890 

7,5 

106 

ii:,:>   1 

10,0 

100 

1410 

12,5 

86 

1625 

15,0 

84 

1835    |i 

17,5 

81 

2042 

20.0 

75 

2200    1 

—  22,1 

Die  Zahlen  für  77^  nehmen  mit  wachsendem  Druck  ab,  doch  verlaufen 

Ol 

sie  nicht  sehr  regelmässig.     Die  Schmelzdruckcurve  krümmt  sich  zur 
Druckaxe  hin  und  hat  etwas  oberhalb  —  2,5®  einen  Wendepunkt. 

Die  beiden  anderen  Modificationen  des  Eises  verhalten  sich  anders. 
Um  auf  deren  Schmelzdruckcurven  zu  gelangen,  „bedarf  es  eines  kleinen 
Kunstgriffs.    Steigert  man  zwischen  —  16®  und  —  22®  den  Druck  über 


*)  Ann.  d.  PhyBik.     Vieii«  Folge.     Bd.  2  (1900),  ß.  1  ff. 


Schmelztemperatur  und  Druck.  245 

den   Schmelzdmck  einer  der  neuen  Eisarten ,  so  tritt  ihre  spontane 

Bildung,  was  ja  so  hftufig  stattfindet,  nicht  sobald  ein.    Im  Laufe  einer 

kir 
halben  Stunde  bildet  sich  bei  —  21^  unter  3000  bis  3500—^  in  40  com 

qcm 

kein  Stern  jener  Eisarten,  das  Wasser  bleibt  flassig  (was  den  früheren 
Beobachtungen  entsprechen  würde).  Um  auf  die  Schmelzcurven  der 
Eisarten  II  und  III  zu  gelangen,  muss  man  die  Temperatur  des  ge- 
wöhnlichen Eises  unter  —  22®  erniedrigen   und  den  Druck  auf  min- 

kff 
destens  2400  — ^  steigern.    Erniedrigt  man  die  Temperatur  auf  —  30 
qcm 

bis  —  60^,  so  erhält  man  das  Eis  III,  bei  —  80»  das  Eis  II.   Verkleinert 

man  nun  das  Volumen  bis  zur  vollständigen  Umwandlung  des  Eises  I, 

so  gelangt  man    bei    Erwärmung,  wobei  der  Druck   am  besten   auf 

kff 
2500-^-  oder  höber  zu  halten  ist,  auf  eine  der  Schmelzcurven,  je 
qcm 

nachdem,  welche  der  Eisarten  man  hatte  entstehen  lassen*'. 

Für    die    Schmelzdruckcur?e    des    Eises  III    giebt    Tammann 

die  Formel 

^  =  —  220  +  0,004  38  (p  —  2200)  —  77  X  10-9  (^  _  2200)». 


Der  maximale  Schmelzpunkt  des  Eises  III  wäre  —  15,8®,  der  Grenz- 
qcm 


kff 
druck  5040 — ^-     Die  Schmelzdruckcurve  des  Eises  III  schneidet  die 


kff 
des  Eises  I  im  Punkte  t  =  —  22^  p  =  2200-^  •  Die  ümwandlungs- 

qcra  ° 

curve    des    Eises  I    in  Eis  III    liegt    ganz    zwischen    den    Drucken 

p  =  2200  und  p  =  2255,    von  —  22^  (p  =  2200)   einerseits  und 

—  80®  (p  =  2210)  andererseits   senkt  sie   sich   nach  p  =  2255  hin 

und  erreicht  den  tiefsten  Punkt  etwa  bei  —  47^    In  ihrem  Treffpunkt 

mit  der  Schmelzdruckcurve  des  Eises  I  beginnt  die  Schmelzdruckcurve 

des  Eises  III. 

Was  das  Eis  II  anbetrifft,  so  beginnt  die  Umwandlungscurve  dieser 
Modification  aus  Eis  I  fast  an  derselben  Stelle  wie  die  des  Eises  III 
aus  Eis  I,  jedoch  bei  etwas  niedrigerem  Druck.  Die  Curve  verläuft  bis 
t  =  —  37®  und  p  =  2240  etwa  mit  geringer  Senkung  —  bis  zu 
j)  =  2250  —  unterhalb  (nach  Seite  der  höheren  Drucke)  der  Um- 
wandlungscurve für  III  aus  I.  Dann  schneidet  sie  diese  Umwandlungs- 
curve und  steigt  in  einigen  Wellen  fast  geradlinig  an  bis  zum  Punkte 
^  =  —  80^  p  =  1885.  Bei  ^  =  —  37®  und  p  =  2240  etwa  können 
hiernach  alle  drei  Modificationen  des  Eises  bestehen,  bei  t  =  — 22® 
und  p  =  2200  sogar  diese  drei  Modificationen  und  ausserdem  noch 
Wasser,  also  vier  Phasen  einer  einzigen  Substanz. 

Die  Betrachtung  der  Umwandlungscurven  und  ihrer  Treffpunkte 
mit  den  Schmelzdrncklinien  giebt  Herrn  Tammann  Veranlassung  zu 
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folgender  Auseinandersetzung,  welche  die  latenten  Wärmen  und  die 
Volumenänderungen  beim  Uebergange  der  verschiedenen  Modificationen 
in  einander  beireffen.  Es  gehe  Eis  I  in  Eis  III,  dieses  in  Wasser  und 
Wasser  in  Eis  I  über  —  was  bei  dem  Treffpunkt  der  Umwandlungs- 
curve  yon  Eis  III  aus  I  mit  den  Schmelzdruckcurven  yon  Eis  I  und 
Eis  III  stattfinden  kann  — ,  so  haben  wir  einen  Kreisvorgang  vor  uns, 
bei  dem  nichts  weiter  geschieht.  Die  Summen  aller  Volumen- 
änderungen und  die  aller  Umwandlungswärmen  müssen  also  Null  sein. 
Die  Volumenänderung  aus  Eis  I  in  Eis  III  sei  ^Vi^,  die  aus  Eis  III 
in  Wasser  -^t'g^o,  die  aus  Wasser  in  Eis  I  sei  ^Vo.i'  Entsprechend 
seien  die  Umwandlungswärmen  Xj,3,  L^^o,  -Zi/Q,!,  so  ist 

-^1,3     4"    -^3,0     +     -^0,1    =    0- 

Für  die  L  gelten  alle  Gleichungen  der  nämlichen  Art  wie  für  die 
Schmelzwärmen,  also 


1  {^\      — 

^    \^  P/3,0 

^  \Cp/oa 


«^-^3,0 


An  dem  betreffenden  Punkte  -9^  =  273  —  22  =  251  und  p  =  2200 
ist  nun  nach  Tammann 

(1^)     =_  0,4,(1^)     =0,004  24,(1^)     =-0,0115 
\8i>/i,3  \8i^/s,o  \8i>/o,i 

und  '^t'i^s  ==  —  0,19  ccm.     Damit  ergiebt  sich  aus  den  obigen  Glei- 
chungen 

■^1,3  =  3,  ^3,0  =  70,  Xo,i  =  —  73, 

^v^fi  =  0,05  ccm,  ^^\i  =  0,14  ccm. 

z/t;o,i  ist  grösser,  iyo.i  kleiner  als  bei  normalen  Verhältnissen  (t  =  0^« 
2>  =  1),  im  Ganzen  ist  aber  die  Uebereiustimmung  mit  den  sonstigen 
Ermittelungen  für  diese  Grössen  gut.  Fast  dieselben  Zahlen  erhält 
man  für  den  Treffpunkt  der  Uebergangscurve  von  Eis  II  aus  Eis  I  mit 
den  Schmelzdruckcurven  dieser  beiden  Eismodificatiouen,  der,  wie  schon 
bemerkt,  in  unmittelbarer  Nähe  des  erstgenannten  Treffpunktes  liegt. 
Die  obigen  Zahlen  lehren  noch  Folgendes.  Der  Uebergang  von 
Eis  I  in  Eis  III  ist  mit  einer  Volumenverringerung  verbunden  und  mit 
einem  Wärmeverbrauch;  ebenfalls  Wärmeverbrauch  bedingt  der  Ueber- 
gang von  Eis  III  in  Wasser,  es  tritt  aber  Volumenvermehrung  ein. 
Der  Wärmeverbrauch  zum   Schmelzen  von   Eis  III  ist  kleiner  als  der 
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zum  Schmelzen  von  Eis  I  unter  gleichen  Verhältnissen.  Die  Zahlen 
können  selbstverständlich  nur  approximativ  sein. 

Die  Grösse  ^Vo^i,  die  Volumen vergrösserung  beim  Uebergange  von 
Wasser  in  gewöhnliches  Eis ,  ist  bei  ^  =  —  22^  und  p  =  2200  an- 
scheinend grösser  als  unter  normalen  Verhältnissen.  Das  ist  eigentlich 
gegen  die  Erwartung. 

unter  der  Annahme,  dass  ^f?i,8  =  -«^^1,2  =  — 0,19  ccm  ist,  be- 
rechnet Herr  T  am  mann  folgende  Tabellen  für  die  Umwandlungs- 
curven  Ton  Eis  I  in  Eis  11  bezw.  in  Eis  III  ^). 

Eis  I  in   Eis  11. 


t 

P 
in  -^ 

A^ 

in  «C. 

qcm 

—  24   1 

2230 

—  0,4 

+  3 

32   ! 

2252 

T  * 

0 

36   i 

2252 

40 

2223 

+  o,u 

—  8 

50   1 
60 

2125 
2055 

+  0,10 
+  0,14 

—  10 

—  7 

70 
-80 

2000 
1800 

+  0,18 
+  0,05 

—  5 

—  17 

Eis  I  in 

BiB  m. 

t 

P 

4n  ^« 

b^ 

A.3 

in 

Ip 

in  ^C. 

qcm 

—  22 

2200 

30 

2225 

—  0,3 

+  4 

40 

2245 

-0,5 

+  2 

46 

2245 

+  «> 

0 

50 

2240 

+  0,8 

—  1 

60 

2236 

+  0.7 

-1,4 

—  70 

2220 

+  0,6 

-1.6 

Die  Tabellen  zeigen,  dass  zu  gewissen  Drucken  zwei  Umwandlungs- 
temperaturen gehören,  so  für  Eis  I  in  Eis  III  unter  p  =  2230,  die 
Temperaturen  —  32®  und  —  63^  die  um  31®  von  einander  verschieden 
sind.  Ferner  erheUt,  dass  die  Umwandlung  der  Eismodificationen 
in    einander    bis    zu   gewissen    Drucken    bezw.    Temperaturen    unter 


^)  Die  Zahlen  sind  schon  richtig  gestellt.  Leider  sind  die  schönen  Ar- 
beiten, über  die  hier  referirt  wird,  mit  vielen  Druckfehlem  behaftet,  die  ein 
Fernstehender  nicht  immer  corrigiren  kann. 
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Wärmeverbrauchf  darauf  jedoch  unter  Wärmeentwickelung  stattfindet, 
bei  gewissen  Drucken  geschieht  die  Verwandlung  ohne  thermischen 
Effect,  also  adiabatisch,  so  bei  Eis  I  in  Eis  II  unter  dem  Druck  2252 
zwischen  —  32»  und  —  340,  ähnlich  bei  Eis  I  in  Eis  III  unter  dem 
Druck  2245  zwischen  —  40^  und  —  46^ 

Die  Yolumenänderung  bei  dem  Uebergange  fest-flüssig  unter  ver- 
schiedenen Drucken  hat  Herr  Tammann^)  für  Benzol ,  Naphtalin, 
Phosphor  und  Dimethylcarbinol  ermittelt  Demnach  nimmt  die  Grösse 
v^  —  Vs  mit  wachsendem  Druck  bei  diesen  Substanzen  standig  ab. 
Zur  Darstellung  yon  v^  —  v^  als  Function  der  Schmelztemperatur 
genügt  immer  eine  lineare  Formel.  So  ist  in  Cubikcentimeter  für  1  g 
Substanz  bei 

Benzol  .  .  .  i;,  —  Vj  =  0,1307  —  0,001080  (t  —  ö,43<>), 
Naphtalin  .  .  v«  —  Vg  =  0,1458  —  0,000688  (^  —  80,1 «), 
Phosphor       .     .     vj  —  Va  =  0,0191  —  0,000077  (t  —  43,9»). 

Doch  soll  die  Formel  für  Benzol  nicht  über  60»  hinaus  gelten,  die 
Volumen  ahn  ahme  ist  von  dieser  Temperatur  ab  viel  geringer.  Die  ent- 
sprechenden Formeln  für  die  Schmelzdruckcurven  sind  (etwas  ab- 
weichend von  den  früheren  Angaben)  bei 

Benzol  .  .  <  =  5,43  +  0,028  3  j)  —  0,00000198  p^ 
Naphtalin  .  t  =  79,80  +  0,0351  p  —  0,000001 11  p^, 
Phosphor       .     t  =  43,93  +  0,027  5  jj  —  0,000000  50  p^. 

Die  Volumenänderungen  können  dem  obigen  zufolge  Null  werden. 
So  für  Benzol  bei  t  =  1260,  f^r  Naphtalin  bei  t  =  292»,  für  Phosphor 
ebenfalls  bei  t  =  292o. 

Schwefel  ist  vom  gleichen  Forscher  auf  die  Verwandlung  der 
asymmetrischen  Modification  in  die  monosymmetrische  untersucht.  Die 
Umwandlungscurve  hat  die  Gleichung 

t  =  95,4  +  0,03725  p  +  0,00000213  p^. 

Die  Volumenänderung  soll  vom  Druck  (also  auch  der  Umwandlungs- 
teraperatur)  unabhängig  immer  0,01395  ccm  für  I  g  Substanz  betragen. 
Mit  diesen  Angaben  berechnet  sich  für  p  z=  l  die  Umwandlungs- 
wärme L  =  2,678  Grammcalorien.  Herr  Th.  Reicher  ermittelte  v^  —  v^ 
=  0,0126  und  L  •=  2,52  Grammcalorien.  Auf  die  weiteren  theore- 
tischen Auseinandersetzungen  Tammann^s  komme  ich  bald  zu 
sprechen. 

Wenn  man  bei  den  Elementen  die  Ausdehnung  der  Atomvolumioa 
bei  der  Schmelztemperatur  mit  dieser  absoluten  Schmelztemperatur 
multiplicirt,  so  sollen  nach  Herrn  Wiebe^)  die  Producte  zu  den  ent- 


M  Ann.  d.  Physik.     Vierte  Folge,  Bd.  3,  8.  161. 
»)  Ber.  d.  deutsch,  ehem.  Ges.  1879,  8.  1761. 
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sprechenden  Producten  im  Gaszustande  in  ganzzahligen  Verhältnissen 
stehen.     Folgende  Tahelle  hringt  das  zur  Darstellung. 


Element 

f> 

8 

0,003  015 

389 

1,17163  = 

=  0,003  905  X  300 

8« 

1872 

492 

92102 

3  607  X  250 

Te 

1029 

764 

786  16 

3  931  X  200 

Zn 

795 

687 

546  16 

3  641  X  150 

Cd 

1  188 

590 

700  92 

3  505  X  200 

As 

222 

775 

172  05 

3  721  X  50 

Sb 

630 

705 

444  15 

3  701  X  120 

Bi 

834 

539 

465  70 

3  725  X  125 

In   

1911 

451 

86186 

3  834  X  230 

Tl 

1557 

565 

879  71 

3  665  X  240 

Pb 

1530 

609 

93177 

3  728  X  250 

Fe   

255 

1875 

478  13 

3  825  X  125 

Co   

255 

1775 

452  63 

3  721  X  125 

Ni.  ......  . 

0.000  255 

1725 

0,439  88  = 

=  0,003  520  X  125 

Herr  Wiehe  hat  zum  Verständniss  dieser  und  einer  früher  auf- 
gestellten Begel  für  die  entsprechenden  Verhältnisse  heim  Sieden  der 
Substanzen  das  Gesetz  angenommen, 

dass  beim   Siedepunkt  sowohl  wie  beim   Schmelzpunkt 
alle  Körper  gleiche  Gohäsion  haben. 
Annähernd  wird  das  ja  wohl  auch  der  Fall  sein. 

Multiplicirt  man  femer  die  Schmelztemperatur  ^  mit  der  speci- 
fischen  Wärme,  so  giebt  cd'  den  ganzen  Wärmeinhalt  der  Substanz  bei 
der  Schmelztemperatur.  Dieser  Wärmeinhalt  soll  nach  Wiche  ^)  für 
Elemente  derselben  Gruppe  in  den  meisten  Fällen  in  nahezu  einfachen 
Zahlenverhältnissen  stehen.     So  ist 

in  der  Gruppe:  Li  Ka  K  Ca  Ag  An 

c.*^:    ...    8  X  54      2  X  55      1   X56      9  X  14      5  X  14       3  X   14. 

In  den  ersten  drei  Elementen  stehen  die  Zahlen  für  cd  im  Verhältniss 

56 
von  8:2:1,  in  den  letzten  drei  in  dem  9:5:3.    Da  übrigens  14  =  — 

ist,  so  stehen  alle  Zahlen  zu  einander  in  dem  Verhältniss  32:8:4:9:5:3. 
Hier  herrscht  also  in  der  That  grosse  Regelmfissigkeit.  Bei  den  anderen 
Gruppen  tritt  die  Regelmässigkeit  nicht  so  hervor.     So  ist: 

in  der  Gruppe:      Fe        Ru        Os         Co        Rli         Ir        Ni         Pd         Pt 
C9:  .    .    .    5X43  3X42  2X43  5X38  3X44  2X36  5X37  3X35  2X33. 

Der  zweite  Factor  ist  durchschnittlich  43  oder  36. 


*)  Ber.  d.  deutsch,  ehem.  Ges.  1880,  S.  1258. 
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Endlich  soll  nach  Wiebe  die  Gessmmt wärme  der  festen  Elemente 
bei  der  Schmelztemperatur  im  nmgekehrten  Verhältniss  zu  der  wahren 
Atomausdehnung  stehen.  Die  folgende  Tabelle  enthält  die  betreffenden 
Angaben. 


Abgesehen  von  den  ein  geklammerten  Zahlen  liegen  alle  anderen 
Zahlen  innerhalb  des  Intervalls  2,0  und  3,0  und  geben  im  Durch- 
schnitt 2,6,  und  es  kommen  vor 


AbweichuDgen  von 


0,6 
1 


0,5 
0 


0,4     0,3 
2        6 


0,2 
6 


0,1 
5 


0,0 
1     Mal. 


Die   Abweichungen   vom    Mittelwerthe    betragen    also   wesentlich   nur 
0,0  bis  0,3. 
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DasB  68  sich  nur  um  AnnäheniDgsgesetze  handeln  kann,  folgt 
schon  daraus,  dass  sowohl  für  die  specifische  Wärme,  wie  für  die  Aus- 
dehnung Zahlen  angenommen  sind,  welche  nur  Mittel werthe  innerhalb 
gewisser  vom  absoluten  Nullpunkt  und  oft  auch  von  der  Schmelz- 
temperatur weit  entfernten  Temperaturintervallen  gelten,  und  dass  ja 
die  Schmelztemperatur  so  stark  variabel  ist. 

Wir  gehen  nun  zur  Betrachtung  der  Schmelzwärme  l  über.  Sie 
ist,  wie  bemerkt,  unter  allen  Umständen  positiv,  kann  jedoch  mit  Tem- 
peratur und  Druck  yariiren.  Für  die  Abhängigkeit  von  der  Tem- 
peratur hat  Pettersson  eine  wichtige  Beziehung  abgeleitet  ^).  Eine 
Flüssigkeit  erstarre  bei  der  Temperatur  d",  so  wird  die  Schmelzwärme  l 
gewonnen.  Der  feste  Körper  werde  dann  bis  zur  Temperatur  d'  —  dd" 
abgekühlt,  die  weiter  entstehende  Wärme  ist  alsdann  c^d^^  falls  O3  die 
specifische  Wärme  des  festen  Körpers  bedeutet.  Die  gleiche  Substanz 
werde  als  Flüssigkeit  von  der  Temperatur  ^  zur  Temperatur  d"  —  dd" 
unterkühlt  und  bleibe  Flüssigkeit,  alsdann  wird  die  Wärme  c^dd"  frei, 
woselbst  C3  die  specifische  Wärme  im  flüssigen  Zustande  der  Substanz 
bedeutet.  Nun  gehe  die  Flüssigkeit  bei  der  Temperatur  d"  —  dd'  in 
den  festen  Körper  über,  ohne  dass  dabei  Erwärmung  bis  zur  Tem- 
peratur ^  stattfindet.  Dann  wird  die  Schmelzwärme  V  frei,  da  wir 
aber  in  beiden  Fällen  zuletzt  feste  Substanz  von  der  Temperatur  ^  —  d  ^ 
haben,  so  mnss  sein 

l  +  Csd»  =  V  +  c^d», 
also 

8)  d^  =  '^-  ''' 

Das  ist  die  Pettersson' sehe  Beziehung.  Erfahrungsgemäss  ist  stets 
Ci  >  Cs,  somit  wächst  die  Schmelzwärme  mit  wachsender  Temperatur 
und  föllt  mit  fallender.  Pettersson  giebt  folgende  Ton  ihm  er- 
mittelte Zahlen  für  die  Schmelzwärme  von  Wasser  und  Phosphor: 


Wasser 


Phosphor 


t 

l 

/ 

l 

-2,8 

77,85 

+  27,8 

4.74 

—  4,995 

76,75 

,       +  28,3 

4,69 

-6,5 

76,00 

+  30,1 

4,74 

+  35,4 

4,97 

+  35,9 

4,86 

+  38,0 

5,08 

+  40,5 

4,97 

»)  Joum.  f.  p.  Chem.  (2),  Bd.  24,  S.  151. 
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Für  Phosphor  kann  l  auch  aus  den  Daten  Tammann's  für  die 
Schmelzdruckcurve  und  die  Yolumenanderung  auf  dieser  Curve  be- 
rechnet werden  (S.  252).     Demnach  erhält  Tammann: 


t 

l 

50 

4,94 

70 

5,28 

90 

5,26 

100 

5.19 

Die  Zahlen  schliessen  sich  an  die  obigen  recht  gut  an. 

Da  nach  Regnault  die  Schmelzwärme  des  Wassers  bei  der  Tem- 
peratur 0®  gleich  79,01  beträgt,  so  nimmt  sie  von  — 6,5®  C.  bis  0®  um 

dl 
drei  Galerien  zu  und  es  ist  annähernd  ^-^  =  0,50,  was  übrigens  dem 

erfahrungsmässigen  Werthe  von  C^  —  C3  entspricht,  da  die  specifische 
Wärme  des  Eises  bei  0®  etwa  0,5  beträgt  und  die  des  Wassers  1,0  ist. 
Bei  Phosphor  ist  die  Zunahme  von  7  mit  wachsender  Temperatur  nicht 
80  ausgesprochen,  immerhin  aber  mindestens  angedeutet. 

So  lange  c^  —  c^  positiv  ist,  nimmt  l  mit  abnehmender  Temperatur 
stetig  ab.  Bleibt  dieses  Verhältniss  ständig  erhalten,  so  würde  hiemach  l 
auch  gleich  Null  werden  können.  Das  würde  dem  Obigen  zufolge  für 
Wasser,  wenn  wir  von  den  Verhältnissen  bei  0®  extrapolirend  auf  die 
bei  tieferen  Temperaturen  schliessen  dürfen,  bei  —  160®  etwa  eintreten. 
Damit  stimmen  freilich  Tammann's  Beobachtungen  nicht  überein, 
ohne  dass  gegenwärtig  Entscheidung  getroffen  werden  kann. 

Sieht  man  Cg  —  Cg  als  von  der  Temperatur  unabhängig  an,  so 
giebt  die  Integration  der  Formel  8) 

9,)  Z  =  (Ca  —  C3)  ^  +  7o 

und  für  Wasser  dem  Obigen  zufolge 

92)  l  =  (160  +  t)  (Ca  —  C3). 

Diese  Formel  hat  Person  geglaubt  für  alle  festen  Substanzen  an- 
nehmen zu  dürfen,  wonach  also  alle  festen  Substanzen  bei  einer  und 
derselben  Temperatur,  —  160^  etwa,  ohne  Wärmegewinn  oder  Wärme- 
verlust, schmelzen  würden.  Sie  stimmt  ganz  gut  für  Wasser,  Phosphor, 
Schwefel,  Kalium nitrat  und  Natrium nitrat.  Eine  grössere  Bedeutung 
kann  ihr  nicht  wohl  zukommen,  weil  Cg  —  C3  nicht  von  der  Temperatur 
unabhängig  ist. 

Für  den  Uebergang  aus  dem  gasförmigen  Zustande  in  den  flüssigen 
war  die  durch  die  Gleichung  r  =  0  bestimmte  Temperatur  die  Grenz- 
temperatur, bei  welcher  ein  Unterschied  zwischen  Flüssigkeit  und  Gas 
nicht  bestand,  es  war  die  kritische  Temperatur  für  diese  beiden  Zu- 
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stände.  Kann  für  feste  Substanzen  in  der  That  Z  =  0  werden,  so 
giebt  es  auch  für  den  festen  und  flüssigen  Zustand  in  diesem  Sinne 
eine  kritische  Temperatur,  bei  der  Flüssigkeiten  und  feste  Körper 
gleich  sein  könnten.  Da  bei  Wasser  einer  Erniedrigung  der  Schmelz- 
temperatur um  0,0076^  eine  Druckerhöhung  von  einer  Atmosphäre 
entspricht,  so  müsste  der  Druck  für  eine  Schmelztemperatur  von 
— 160^  sein  gleich  etwa  20  000  Atmosphären.  Bei  solchem  Druck 
and  der  Temperatur  —  160^  wären  flüssiges  Wasser  und  Eis  nicht 
mehr  Ton  einander  verschieden.  Ob  aber  bei  dieser  Temperatur 
Flüssigkeit  und  fester  Körper  wirklich  gleich  sind,  steht  noch  dahin, 

dp 
da  die  Gleichung  6)  auch  dadurch  erfüllt  sein  kann,  dass  ^  =  0  ist, 

für  2  =  0.     Darauf  komme  ich  bald  zurück. 

Formel  8)  ist  nicht  vollständig,  wie  auch  ihre  Ableitung  erkennen 
lässt,  da  von  den  äusseren  Arbeiten  abgesehen  ist.  Eine  strenge 
Formel  erhält  man  nach  Planck  in  folgender  Weise  ^). 

Man  differenzirt  die  Gleichung  3)  nach  d",  indem  man  auch  v  als 
mit  '&  variabel  ansieht.     Alsdann  ist 

also  nach  den  Gleichungen  unter  E)  auf  Seite  77  des  ersten  Bandes, 
indem  alle  Grössen  für  die  Flüssigkeit  mit  dem  Index  2,  alle  für  den 
festen  Körper  mit  dem  3  bezeichnet  werden. 

Hierin  ist  noch  zu  setzen 

dv2  {^\     I    f^\  dp         dv^  _  C^vA     ,    (^\  ^ 

d^~  \ö^/i,        \dp)  d^'       d^~  \a^/p"^  \dp)  d^' 

also  wird  unter  Benutzung  der  Gleichung  32)  auf  Seite  82  des  ersten 
Bandes 

dl  l  .    .  /    \      I    F/    X    ^^2         /    X    ^«^sl  dp 

19 -^  =  ^''^'  -  ^'^^'  +  r ^)^   d3  ""  ^''^'  8^J  d^ 

und  wegen  der  Gleichung  6)  für  l  selbst 

endlich  wegen  Gleichung  58)  auf  Seite  86  und  Gleichung  27)  auf 
Seite  80  des  ersten  Bandes 

'^'  u='i^  '^).  -  <«').  -  ö7^  m\  -  iw  ■ 

*)  Thermodynamik,  S.  180. 
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Diese  yoUständige  Gleichung  ist  nicht  unwesentlich  von  der  Petters- 
so  naschen  verschieden.    Setzt  man  (Cp)2  =  1,  (Cp)s  =  0,505,  l  =  80, 

O  =  273.va  =  l,t;3  =  li09,r|^)==--0,00006,('|^)  =  + 0,00011, 

so  berechnet  Planck  für  Wasser 

dl 

Demnach  wäre  die  kritische  Temperatur  zwischen  Eis  und  Wasser 
—  125^  C,  wiederum,  falls  Eis  und  Wasser  unterhalb  0^  C.  sich  ebenso  ver- 
halten wie  bei  0^  und  es  betrüge  der  kritische  Druck  gegen  17  000  Atmo- 
sphären. Bei  dieser  kritischen  Temperatur  wäre  f;,  =  ^s,  Ss  =  Ss  u.  s.  f., 
wie  bei  der  zwischen  Gasen  und  Flüssigkeiten.  Indessen  ist  wegen 
der  noch  erforderlichen  Extrapolationen  viel  Werth  auf  diese  Er- 
mittelung einer  weiteren  kritischen  Temperatur  nicht  zu  legen. 

Aus  der  Gleichung  8),  die  nun  genauer  geschrieben  werden  muss 

lö)  \j^    =  {Cp\  —  {Cp\, 

folgte,  dass  bei  constantem  Druck  die  Schmelzwärme  mit  steigender 
Temperatur  wachsen  muss.     Die  entsprechende  Gleichung 

^  »\dpu  y^pj»  \dpu 

lehrt,  weil  stets 

->         ca>ca 

ist,  dass  für  constante  Temperatur  die  Schmelzwärme  auch  mit  stei- 
gendem Druck  wachsen  muss. 

So  lange  also  die  Schmelztemperatur  mit  steigendem 
Druck  anwächst,  muss  überhaupt  die  Schmelzwärme 
gleichfalls  steigen. 

In  Betracht  kommende  Regelmässigkeiten  für  die  Schmelzwärme 
scheinen  nicht  ermittelt;  nicht  einmal  für  die  molekulare  Schmelz- 
wärme sind  solche  festgestellt. 

Wir  kehren  nun  wieder  zurück  zu  den  Schmelzdruckcurven  und 
den  sehr  interessanten  Untersuchungen  des  Herrn  G.  Tammann  über 
den  uns  beschäftigenden  Gegenstand  ^). 

Wir  sahen  vorhin,  dass  auch  bei  solchen  Stoffen,  für  welche  unter 
normalen  Verhältnissen  steigender  Druck  zunächst  eine  Schmelzpunkt- 
erhöhung bewirkt,   diese  Erhöhung   doch   mehr  und   mehr  abnimmt, 


*)  ZeitBchr.  f.  phya.  Chem.,  Bd.  21,   S.  17;  Wiedem.  Ann.,  dritte  Polg:e, 
Bd.  62,  S.  280;  Bd.  66,  8.  473;  vierte  Folge,  Bd.  2,  S.  1  u.  424;  Bd.  3,  8.  161. 
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dann,  wenn  der  Druck  eine  gewisse  Stärke  erreicht  hat,  auf  Null  sinkt 
und  bei  noch  weiterer  Druckzunahme  in  eine  Erniedrigung  übergeht. 
Daraus  schlössen  wir,  dass  v^  —  fg  erst  positiv  und  hinter  einem  ge- 
wissen Grenzdruck  negativ  sein  wird.  Im  Grenzdruck  ist  v^  =  v^^  da 
jedoch  gleichwohl  dabei  l  nicht  gleich  Null  zu  sein  braucht  und  that- 
sächlich  auch  nicht  ist  —  vergl.  das  Beispiel  des  Naphtylamins  auf 

^  p 
S.  236  — ,  so  musB  an  dieser  Stelle  r-^  =  oo  sein.  Aus  alledem  ergiebt 

sich:  die  Schmelzdruckcurve  l  =  (v^  —  Vs)  "p  oa  ^*rgestellt  in  einem 

Coordinatensystem  mit  Temperatur  und  Druck  als  Variabeln  muss  zu- 
nächst für  wachsende  Drucke  von  der  Druckaxe  in  die  Höhe  steigen; 
bei  einem  gewissen  Druck,  dem  oben  bezeichneten  Grenzdruck,  hat  sie 
ihre  grösste  Höhe  erreicht  und  ist  dort  parallel  der  Druckaxe,  von  da 
ab  musB  sie  zur  Druckaxe  herabgehen.  Bei  einer  bestimmten  Tem- 
peratur, der  kritischen  für  den  Zustand  fest-flüssig,  wird  die  Curve 
aufhören,  der  ihr  entsprechende  Druck   ist  der  zugehörige  kritische 

Druck  und  die  Curve  steigt,  falls  ^  =  0  angesetzt  wird,  in  gerader 

Linie  senkrecht  zur  Druckaxe  herab. 

Das  ergiebt  sich  alles  aus  dem  früher  schon  Vorgetragenen  und 

„soweit  war  früher  die   Schmelzdruckcurve  verfolgt  worden".      Herr 

Tammann  denkt  sich  nun  die  Curve  Über  den  kritischen  Punkt  hinaus 

fortgesetzt,     i;^  —  v^  ist  immer  noch  negativ,  l  geht  durch  Null  in 

()  p 
einen  negativen  Werth  über,  also  wird  ^^  positiv.    Gehen  wir  nun  zu 

noch  tieferen  Temperaturen  als  die  kritische  Temperatur,  so  muss  p 
abnehmen,  die  Curve  wendet  sich  also  jetzt  wieder  zur  Temperaturaxe. 
Indem  aber  der  Druck  abnimmt,  kann  er  wieder  einen  Werth  erreichen, 
unter  dem  abermals  v^  —  ^3  einen  Zeichen  Wechsel  erfährt,  also  positiv 

wird,  da  aber  l  noch  negative  Werthe  hat,  wird  r-x  negativ  und  die 

Schmelztemperaturen  müssen  ansteigen  mit  weiter  fallendem  Druck, 
bis  die  Curve  bei  jp  :^  0  die  Temperaturaxe  erreicht,  von  der  sie  früher 
bei  höheren  Temperaturen  ausgegangen  ist.  Die  Curve  könnte  nun 
noch  für  negative  Drucke  hinter  der  Temperaturaxe  fortgesetzt  werden, 
sie  bildet  dann  ein  einfaches  Oval,  sonst  würde  das  von  der  Tem- 
peraturaxe abgeschnittene  Stück  fehlen.  Die  vollständige  Curve  hat 
also  mindestens  zwei  Punkte,  in  welchen  v.2  —  t?s  =  0,  ferner  zwei 

kritische  Punkte,  in  denen  Z  =  0  ist  und  zwei  Punkte,  wofür  -r—  =  0 

öp 

ist.  Die  beiden  letztgenannten  Punkte  fallen  mit  den  beiden  erst- 
genannten zusammen. 

Hieraus    ergiebt    sich,    dass    im   Allgemeinen    zu   jedem 
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Druck  zwei   Schmelztemperaturen  gehören,    ebenso   wie  zu 
jeder  Schmelztemperatur  im  Allgemeinen  zwei  Drucke. 

Ferner  ergiebt  sich: 

Flüssigkeiten,  welche  oberhalb  der  kritischen  Tem- 
peratur unterkühlt  sind,  erwärmen  sich  beim  Erstarren; 
sind  sie  unterhalb  der  kritischen  Temperatur  unter- 
kühlt, so  kühlen  sie  sich  ab  beim  Erstarren. 

Ist  ein  Stoff  in  mehreren  Modificationen  bekannt,  so 
werden  auch  die  Schmelzdruckcurven  verschieden  sein. 
Schneiden  sich  diese  Schmelzdruckcurven,  so  besteht  bei 
den  Temperaturen  und  Drucken  der  Durchschnittspunkte 
Gleichgewicht  zwischen  den  Modificationen  und  Flüssig- 
keiten. 

Der  beispielsweise  dem  normalen  Schmelzpunkte  entsprechende 
zweite  Schmelzpunkt  wird  nach  Herrn  G.  Tammann  200  bis  400^ 
unterhalb  dieses  normalen  Schmelzpunktes  liegen.  Bei  amorphem 
rothem  Selen  soll  ein  zweiter  Schmelzpunkt  in  der  That  von  0.  Leh- 
mann festgestellt  sein.  Diese  Substanz  wird  bei  50^  weich,  bei  90^ 
beginnen  in  der  rothen  Flüssigkeit  sich  die  Krystalle  der  grauen  Modi- 
fication  zu  zeigen,  diese  vermehren  sich  mehr  und  mehr  mit  wachsender 
Temperatur,  schliesslich,  bei  217^,  schmilzt  die  ganze  Masse  zu  einer 
dunkeln  Flüssigkeit.  Kühlt  man  ab,  jso  geht  die  ganze  Erscheinung 
rückwärts  vor  sich,  es  erscheinen  die  grauen  Krystalle,  sie  vermehren 
sich,  sie  schwinden,  indem  zugleich  die  rothe  Flüssigkeit  mehr  und 
mehr  zunimmt,  dann  erstarrt  diese  und  zuletzt  hat  man  wieder  daa 
rothe  Selen.  Hier  sind  also  wirklich  zwei  Schmelzpunkte  vorhanden» 
indem  zwei  Mal  Verflüssigung  eintritt,  ein  Mal  zur  Verflüssigung  der 
rothen,  dann  zu  der  der  grauen  Modiflcation  und  beide  sind  durch  den 
krystallinischen  Zwischenzustand  der  grauen  Modiflcation  bei  Erhaltung 
eines  Theils  der  flüssigen  rothen  Modiflcation  verbunden.  Eine  zweite 
Beobachtung  rührt  von  R.  Pictet  her,  an  Chloroform,  diese  Substanz 
erstarrt  erst  bei  —  68,5®  und  schmilzt  wieder  bei  —  81^. 

Ob  diese  Thatsache  beweiskräftig  für  die  Existenz  eines  zweiten 
Schmelzpunktes  ist,  bezweifelt  Tammann  selbst.  Der  erste  Fall 
betrifft  sicher  zwei  Modiflcationen ,  im  zweiten  Falle  nachzuweisen» 
dass  es  sich  nicht  auch  um  Modiflcationen  handelt,  ist  nicht  gelungen. 

Wir  sahen  früher,  dass  nach  den  Versuchen  von  Barus  und 
Tammann  bei  Naphtalin  V2  —  v^  auf  isothermischem  Wege  mit 
steigendem  Druck  abnimmt.  Das  gilt  nach  den  weiteren  Versuchen 
Tammann ^s  (S.  248)  allgemein,  bis  diese  Grösse  durch  Null  geht  und 
negativ  wird.     Also  ist 
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Allgemein  haben  wir  jedoch 

Diese  Gröse  ist  ebenfalls  negativ,  wenn 

\       dp       )» 


dp 


/8(^2   —  f3)\ 


ist.  Absolut  genommen  ist  nun  erfahrnngsmässig  -^-^  etwa  gleich  10  -^ 

und  entsprechend  verhält  es  sich  mit  vr  ^ ,   also  sollte  -j—  <C  ---  sein, 

öv  ap        10 

und  das   trifft  zu,  da  meist  tt—  nicht  viel  mehr  als  0,03  Procent  ist. 

dp 

Längs  der  Schmelzdruckcurye,  so  schliesst  hiernach  Tarn  mann, 
nimmt  v^  —  v^  ebenfalls  mit  steigendem  Druck  und  wachsender  Tem- 
peratur ab.  Dagegen  nimmt  die  Schmelzwärme,  wie  wir  gesehen 
haben,  gleichzeitig  zu.  Ist  nun  beim  Grenzdnick  V2  —  v^  durch  Null 
gegangen,  so  hat  die  Schmelztemperatur  den  Maximalwerth  erreicht, 
die  Schmelzwärme  nimmt  ab.  Mit  2  =  0  ist  die  kritische  Temperatur 
erreicht,   die  Gleichung  6)  ist  erfüllt,  wenn  entweder  wieder  Vg  —  V3 

=  0  ist,  oder  wenn  ^-^  =  0  ist.     Das  erstere  würde  bedingen,  dass 

diese  Temperatur  eine  wirkliche  kritische  Temperatur  wäre.  Das  sieht 
T am  mann  nach  dem  Obigen  jedoch  als  ausgeschlossen  an.  Demnach 
soll  es  also,  wenigstens  für  krystallinische  Substanzen, 
eine  kritische  Temperatur,  der  kritischen  für  den  Zustand 
flüssig-gasförmig  entsprechend,  nicht  geben,  wiewohl  eine 
Temperatur,  für  welche  die  Schmelzwärme  verschwindet, 
vorhanden  sein  mag.  An  sich  wird  man  diese  Behauptuug  gern 
anerkennen,  da  bei  krystallinische n  Stoffen  es  nicht  recht  klar  und  vor- 
stellbar ist,  wie  die  Eigenschaften  des  ßüssigen  Zustandes  mit  denen 
des  festen  gleich  werden  sollen,  trotz  der  Angaben  von  0.  Lehmann, 
wonach  „flüssige  Krystalle"  thatsächlich  vorhanden  sein  sollen.  Aber 
für  bewiesen  kann  man  die  obige  Behauptung  nicht  ansehen.  Meines 
Dafürhaltens  lässt  sich  eine  solche  Behauptung  gar  nicht  beweisen, 
ohne  Zuhülfenahme  von  Hypothesen  über  die  krystallinische  Structur 
überhaupt.  Auch  scheinen  Beobachtungen  von  Ileydweiller  an 
Menthol,  die  T am  mann  freilich  anders  deutet  i),  jener  Behauptung 
zu  widersprechen.  Menthol  auf  10^  unterkühlt,  krystallisirt  von  selbst. 
„Geht   die   Krystallisation  in   einem   Rohre   vor  sich,    so   krystallisirt 


*)  Wiedem.  Ann.,  Bd.  66,  8.  496. 
Weiusteiii,  Thermodynamik.    11.  ]7 
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nicht  der  ganze  Inhalt  des  Rohres,  sondern  ein  Theil  der  Flüssigkeit 
in  dem  Theile  des  Rohres,  nach  dem  sich  die  Erystallisation  hin  be- 
wegt, bleibt  flüssig  tief  unter  dem  Schmelzpunkt  der  Erjstalle.'' 
T  am  mann  hat  dieses  bei  „wahrscheinlich  reineren  Mentholpräparaten" 
nicht  beobachten  können.  £r  schliesst  deshalb,  dass  der  unkrystallisirt 
gebliebene  Rest  in  Heydweiller's  Versuch  aus  verschiedenen  Bei- 
mengungen im  geschmolzenen  Menthol,  also  nicht  eigentlich  aus 
flüssigem  Menthol  (sondern  aus  dessen  Mutterlauge)  bestanden  habe. 
Auch  abgesehen  hiervon  beweist  der  Versuch  eigentlich  nur,  dass 
flüssiges  Menthol  neben  krystallinischem  bestehen  kann,  was  freilich 
sehr  auffäUig  ist,  da  die  Gegenwart  von  krystallisirter  Substanz  im 
Allgemeinen  unterkühlte  Flüssigkeiten  gleicher  Art  erstarren  macht 
(S.  229),  dessen  Möglichkeit,  angesichts  der  caprieiösen  Verhältnisse 
beim  Erstarren  überhaupt,  doch  nicht  von  vornherein  bestritten  werden 
kann.  Und  so  mag  Herrn  Tammann^s  ganz  plausible  Behauptung 
wohl  zu  Recht  bestehen. 

In  seiner  letzten  Arbeit  über  diesen  Gegenstand  nimmt  der  ge- 
nannte Forscher  ^),  ausgehend  von  seinen  Untersuchungen  über  Benzol, 
Naphtalin,  Phosphor,  Dimethyläthylcarbinol,  welche  auf  der  Schmelz- 
druckcurve,  die  Schmelzwärme  als  sich  fast  gleichbleibend  ergeben 
hatten,  an,  dass  l  überhaupt  von  d"  und  j?  unabhängig  ist  Dadurch 
würden  sich  freilich  die  obigen  Betrachtungen  sehr  erheblich  modificiren. 
Indessen  lässt  sich  gegenwärtig  leider  nichts  darüber  entscheiden. 


Wir  gehen  zu  der  Erscheinung  der  Verflüchtigung  fester  Sub- 
stanzen über. 

Hierüber  ist  nicht  viel  bekannt.  Man  nimmt  an,  dass  die  Ver- 
flüchtigung fester  Substanzen  und  ihr  Gegentheil,  die  Verdichtung  von 
Dämpfen  zu  festen  Substanzen  (die  Sublimation),  unter  den  gleichen 
Bedingungen  geschieht,  wie  die  Verdampfung  der  Flüssigkeiten  und 
das  Schmelzen  der  festen  Substanzen.  Ist  also  p  der  Verflüch- 
tigungsdruck, Sublimationsdruck,  s  die  Sublimations  wärme,  so 
gilt  die  der  Gleichung  6)  entsprechende  Beziehung 

,^  N  ^  dp  ,  . 

und  überhaupt  bestehen  alle  Gleichungen  unter  1)  bis  10)  mit  ent- 
sprechender Umdeutung  der  Grössen.  Da  bei  gleichem  Druck  und 
gleicher  Temperatur  der  Uebergang  vom  festen  zum  dampfförmigen 
Zustand  auch  über  den  flüssigen  Zustand  geschehen  kann,  so  muss 

15)  s  =  l  +  r 


0  Ann.  d.  Phya.,  Bd.  3,  8.  185. 
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sein  und  wir  erhalten  fOr  die  VerflüchtigangsdmokourYe,  far  welche 
wir  das  ^-x  mit  dem  Index  31  yersehen, 

16)  (II)  =«La+jO_^_. 

\d^/n  &        Vi  —  Vs 

Far  die  Verdampfangscarven    ist   unter   gleichen  Verhältnissen, 
wenn  ttk  durch  den  Index  21  hervorgehohen  wird 
dp\     _Jr 


\a^Ai~ 


Da  Vi  ausserordentlich  viel  grosser  ist  als  v^  und  v^,  so  folgt  jedenfalls 

Diese  Ungleichung  rührt  von  G.  Kirchhoff  her^)  und  hesagt,  dass, 
wenn  eine  Flüssigkeit  erstarrt,  ihre  Dampfspannungscurve  plötzlich 
einen  Knick  erh&lt.  Die  Verflüchtigungsdruckcurve  ist  also  nicht  die 
stetige  Fortsetzung  der  Dampfspannungscurre ,  sondern  sie  setzt  sich 
dieser  mit  einem  Knick  an.  Ist  die  Temperaturaxe  horizontal,  die 
Dmokaxe  vertical,  so  verläuft  jene  steiler  als  diese.  So  hahen  wir  für 
Wasser  hei  0®  (wie  diese  Zahl  noch  zu  corrigiren  ist,  wird  Seite  264 
erhellen) 

r  =  604,       l  =  80,       Vi  =  20500,      v^  =  1,       v^  =  1,09, 

somit 

(II)     =  2,505  £.  (II)     =2.212^. 

Für  gleiche  Temperatur  oherhalh  0^  ist  der  Verflüchtigungsdruck 
grösser  als  der  Verdampfungsdruck,  für  gleiche  Temperatur  unterhalb  0<^ 
tritt  das  Umgekehrte  ein. 

Kegnault^)  hat  aus  seinen  Untersuchungen  an  Wasser,  Benzol 
und  Bromäthyl  entnehmen  zu  sollen  geglaubt,  dass  die  oben  bezeich- 
neten Guryen  stetig  in  einander  übergehen.  Kirch  hoff  hat  jedoch 
nachgewiesen,  dass  die  von  ihm  gezeichneten  Curven,  der  Theorie  ent- 
sprechend, in  der  That  eine  solche  Knickung  besitzen.  Später  haben 
Kamsay  und  Young,  sowie  Fischer  unmittelbar  die  Richtigkeit  der 
Kirch  hoff 'sehen  Theorie  an  Wasser  dargethan.  Die  ersteren  finden 
fQr  die  Dampfspannung  über  Eis  im  Vergleich  mit  den  Angaben  yon 
Regnault  für  die  Dampfspannung  über  flüssiges  Wasser: 


»)  Pogg.  Ann.,  Bd.  103  (1858),  8.  400. 

•)  Winkelmann,  Encyklopädie  der  Physik,  Bd.  2,  II,  8.  720. 

17* 
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Temperatur      ij  Dampfspannung  in  Millimeter 


OC.            ! 

Über  Eis 

über  Wasser 

-16     i 

0,966 

1,325 

15             ' 

1,093 

1,439 

10 

1,886 

2,151 

9 

2,082 

2,327 

8 

2,292 

2,514 

7 

2,516 

2,715 

6 

2,757 

2,930 

5 

3,016 

3,160 

4 

3,292 

3,406 

3 

3,587 

3,669 

2 

3,903 

3,950 

—    1 

4,239 

4,249 

0 

4,600 

4,569 

Man  sieht  schon,  dass  die  Spannungscurve  über  Eis  anders  ver- 
läuft wie  die  über  Wasser,  die  Drucke  nehmen  rascher  ab  als  über 
Wasser.  Stellten  sie  die  beiden  Zahlenreihen  durch  Formeln  p  =  a 
-^  ht  dar,  so  waren  a  und  h  für  die  beiden  Reihen  selbstyerständlich 


verschieden  von  einander. 


8  p 
Indem  sie  dann  für  beide  das  ;to:  aus  den 

Formeln  berechneten,  fanden  sie  die  Zahlen,  der  Theorie  entsprechend, 

bis  auf  den  Factor  —  der  Verflüchtigungs wärme  bezw.  der  Schmelz- 

^1 
wärme  gleich. 

Die  Zahlen  von  Fischer  für  Wasser  sind  folgende: 


Temperatur 

Dampfspannung  in  Millimeter 

•c.         i 

über  Eis 

über  Wasser 

—  10 

2,03 

2,25 

9 

2,19 

2,40 

8 

2,37 

2,58 

7 

2,58 

2,78 

6 

2.81 

2,99 

5 

3,06 

3,22 

4 

3,33 

3,47 

3             i 

3,62 

3,73 

2 

3,94 

4,01 

—    1 

4,28 

4,31 

0          ; 

4,64 

4,63 
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Der  Gang  der  beiden  Reihen  entspricht  dem  oben  angegebenen. 
Fischer  berechnet  aus  seinen  Versuchen 


(HI- (!!).=«•»- 


mm« 


wahrend  die  obigen  Zahlen  in  Verbindung  mit  dem  bekannten  Werthe 
von  J  und  von  v^  bei  dem  Druck  einer  Atmosphäre  etwa  0,045  mm 
ergeben.  Gleich  günstig  der  Theorie  sind  die  Ergebnisse  für  Benzol. 
Ritter  *)  berechnet,  dass  bei  Wasser  von  0^  der  Winkel  der  Ver- 
flüchtigungsdruckcurve  mit  der  Temperaturaxe  78^  50'  beträgt,  der 
der  Dampfdruckcurve  nur  77®  25',  jene  Curve  ist  um  P  25'  steiler 
geneigt  als  diese. 


66.    Coexistenz  und  Stabilität  der  AggregatEUStände. 

Es  ist  nun  noch  die  Bedeutung  der  vorstehenden  Angaben  schärfer 
zu  präcisiren,  da  Zweifel  darüber  bestehen  können,  ob  die  Gleichung  6) 
des  voraufgehenden  Abschnittes  für  alle  drei  Aggregatzustände  gleich- 
zeitig angewendet  werden  darf,  das  heisst,  ob  Drucke  und  Tem- 
peraturen bestehen,  in  denen  von  einem  Stoff  alle  drei  Aggregatzustände 
gleichzeitig  vorhanden  sein  können. 

Die  Untersuchung  entspricht  genau  der  in  Bd.  I,  S.  433  dieses 
Werkes  geführten.  Sie  ist  durch  die  Hinzunahme  der  dritten  Phase 
zu  verallgemeinern. 

Wir  haben  nun  bei  Benutzung  von  Indices  1,  2,  3  für  die  drei 
Aggregatzustände:  dampfförmig,  flüssig,  fest  und  von  unbezeichneten 
Buchstaben  für  die  Gesammtheit  aller  drei  Zustände  (Bd.  I,  S.  115  ff.) 


1) 


somit 


2) 


Jf  =  3ii  -l-  -afa  +  M^, 

Mü=  MiUi  +  3/2  U^  +  Ifa  Ü3, 

dM=  öMi  +  «3/2  +  SMs  =  0, 
Möv  =  M^dvi^  +  M^dv^  +  ( Jf  —  ilfi  —  M^)8vs 
+  (^1  —  V3)SM^  +  (Va  —  Vs)SM2, 
M8ü=M^8  l\  +  M^SU^  +  {M  —  Ml  —  Jtfj)*  L^g 

+  (^^  -  U3)SM,  +  (ü,  —  Ü,)ÖM,, 
M8S  =  M^SSi  +  M28S2  +  (ilf  —  ilfi  —  M2)8S, 

+  (Si  -  S,)8M,  +  (S,  ^  Ss)SM,. 


*)  \VJedeni.  Ann.,  Bd.  2  (1877),  S.  285  flf. 
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Andererseits  ist  jedoch  zufolge  C)  auf  Seite  118  des  ersten  Bandes 


3) 


somit 


JMidSi  = 


^1 


JM  dS   =  -^a^^«  +  ^aPa^t^g 

^8 


jjfjg  —  M^dUi  +  JlfijPidt?!        JJfadüa  +  M^p^dv^ 


^1  ^i 


a 

4)  (Jf  —  Jtfi  ~  3fa)dr73  +  (^-  Jfi  —  Jf.)l>8<^t^8 

^  ^8 

+  J^(Sa  -  S3)dlfi  +  J(Sa  -  S3)^^a. 

Das  System  sei  ein  in  sich  abgeschlossenes,  Wärme  entstehe  in  ihm 
nicht,  und  werde  nicht  zugeführt  noch  abgeleitet,  seine  gesammte 
innere  Energie  sei  unveränderlich,  ebenso  sein  Gesammtvolumen.  Wir 
fragen,  unter  welchen  Umständen  Gleichgewicht  bestehen  kann.  Es 
ist  zunächst 

5)  MdS  =  0,  MSü=iO,  Mdv  =  0. 

Die  beiden  letzten  Beziehungen  gestatten  d  ü^  und  Sv^  durch  dUi, 
d  U^  bezw.  8 Vi,  dv2  auszudrücken  und  in  die  erste  Beziehung  einzu- 
führen.    Wir  haben  hiemach 

6)  (M—3fi  —  Jifa)  dTT^  =  —  MidUi—M2dUi  —  (ü^  —  U^)dMi 

-  (U^  -  ü,)dM2. 

7)  (M  —  Ml  —  Jtfa)  dVs  =  —  Midv^  —  Midvz  —  (^i  —  v^)  d  Mi 

—  (^'2  —  Vs)dM2, 
somit 

+  [jiS.  -  S3)  -  ^^  -  '-^^^^]  äM. 

Da    nunmehr   alle  Variationen  von   einander    unabhängig    sind, 
haben  wir 


8) 


9) 
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^i  =  '^a  =  ^3  =  ^» 
Pi  =  P2  =  Ps  =  P^ 


Unter  Berücksichtigung  dieser  Gleichungen  geht  dann  der  Werth  von 

8  S  über  in 

*«         8U  + pdv 
10)  88=  1^^— , 

wie  für  eine  einheitliche  Substanz. 

Die  Gleichungen  in  den  beiden  ersten  Zeilen  besagen,  dass  Gleich- 
gewicht bestehen  kann,  wenn  alle  drei  Phasen  gleiche  Temperatur 
haben  und  unter  gleichem  Druck  stehen.  Die  folgenden  beiden  Glei- 
chungen geben  die  Entropiedifferenzen  zwischen  je  zwei  der  Phasen. 
Ausser  den  obigen  sechs  Gleichungen  haben  wir  noch  die  drei  Zu- 
standsgleichungen,  je  eine  für  eine  der  Phasen.  Da  nun  die  £1  und 
die  U  Functionen  der  jp,  f ,  ^  sind,  so  folgt,  dass,  wenn  beispielsweise 
der  Druck  eliminirt  wird,  die  obigen  Gleichungen  gerade  hinreichen, 
die  Temperatur  &  und  die  Volumina  Vi,  Vg,  v^  zu  ermitteln.'  Also 
ergiebt  sich 

dass  nur  eine  Temperatur  und  nur  eine  Dichtigkeit  für 
jede  Phase,  also  auch  nur  ein  Druck  ezistirt,  bei  dem 
alle  drei  Phasen  neben  einander,  ohne  sich  zu  stören, 
bestehen  können. 

Doch  ist  allerdings  wohl  zu  beachten,  dass  die  Zustandsgieichungen 
immer  eindeutige  Werthe  ergeben. 

Mehr  als  drei  Phasen  können  von  einer  Substanz  neben 
einander  nicht  bestehen,  und  alle  drei  Phasen  auch  nur  in 
einem  einzigen  Zustande. 

Anders  yerhftlt  es  sich,  wenn  nur  zwei  Phasen  vorhanden  sind, 
diese  können  z.  B.  unter  allen  möglichen  Temperaturen  neben  einander 
bestehen,  wenn  nur  der  Druck  entsprechend  geregelt  wird. 

Haben  wir  übrigens  erkannt,  dass  Pi  =  Pi  =  Ps  sein  muss,  so 
folgt  aus  der  Bedingung  der  Abgeschlossenheit  des  Systems,  vermöge 
dessen  etwaige  Arbeiten  sich  aufheben  müssen,  und  aus  der,  dass 
Wärme  nicht  entstehen  und  nicht  schwinden  soll,  die  andere  Bedingung 
MdU=  0. 

Die  Temperatur,  für  welche  alle  drei  Aggregatzustände  zugleich 
sollen    bestehen    können,    nennt   Planck^)   die   Fundamentaltem- 


^)  Thermodynamik,  S.  144.    Im  Folgenden  habe  ich  mich  den  klaren 
AuieinandenetzuDgen  dieses  Werkes  angeschlossen. 
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peratur,  den  entsprechenden  Druck  können  wir  als  Fundamental- 
druck, die  entsprechenden  specifischen  Volumina  als  Fundamental- 
Yolumina  bezeichnen.  Bei  einer  anderen  Temperatur  als  der 
Fundamentaltemperatur  sind  die  Drucke  verschieden  von  einander, 
besteht  also  kein  Gleichgewicht  zwischen  den  drei  Phasen,  sondern 
Anwachsen  einer  oder  zweier  Phasen  auf  Kosten  der  zwei  anderen 
Phasen  bezw.  der  dritten  Phase. 

Die  Fundamentaltemperatur  muss  so  beschaffen  sein,  dass  der 
entsprechende  Druck,  unter  dem  die  feste  Phase  schmilzt,  so  gross  ist, 
wie  die  Dampfspannung  über  der  flüssigen  Phase.  Bei  0^0.  ist  die 
Dampfspannung  über  Wasser  und  über  Eis  4,57  mm.  Eis  schmilzt 
aber  gerade  bei  0®  nur  unter  Atmosphärendruck.  Also  besteht  bei  0® 
kein  Gleichgewicht  zwischen  Eis,  Wasser  und  Wasserdampf.  „Nun 
nimmt  aber  der  Schmelzdruck  des  Eises  mit  steigender  Temperatur  ab, 
während  der  Druck  dds  über  flüssigem  Wasser  gesättigten  Dampfes 
wächst;  folglich  wird  für  eine  etwas  höhere  Temperatur  als  0^  ein 
Zusammenfallen  jener  beiden  Drucke  eintreten. '^  Nach  den  Angaben 
auf  Seite  236  fällt  der  Schraelzdruck  des  Eises  um  eine  ganze  Atmo- 
sphäre, wenn  die  Temperatur  um  etwa  0,0076^  G.  ansteigt,  also  wird 
die  Fundamentaltemperatur  des  Wassers  fast  genau  bei  0,0076^0. 
liegen,  während  der  Fundamentaldrnck  fast  gar  nicht  von  4,57  mm 
abweicht.  Dementsprechend  ist  das  Seite  259  Gesagte  zu  verbessern. 
Die  Rechnungen  sind  nicht  für  0^  sondern  für  0,0076<>  C.  zu  führen. 
Indessen  ändert  sich  dadurch  nichts  weiter,  als  nur  die  bestimmte  An- 
gabe, an  welcher  Stelle  die  Dampfdruckcurve  den  Knick  erfährt.  Für 
andere  Stoffe  sind  die  Ermittelungen  entsprechend  zu  führen. 

Wir  haben  nun  zu  untersuchen,  welche  von  allen  Zuständen,  die 
sich  für  drei  Phasen  herstellen  oder  combiniren  lassen,  stabil,  bezw. 
die  stabilsten  sind.  Nach  dem  zweiten  Hauptsatz  der  Thermodynamik 
müssen  es  diejenigen  Zustände  sein,  für  welche  die  Entropie  bereits 
ein  Maximum  ist.  Sei  in  einem  Falle  die  Entropie  Sf  in  einem  zweiten  S. 
Soll  das  erste  Gleichgewicht  stabiler  sein  als  das  zweite,  so  muss  sein 

11)  äS  =  0,  d^S—S)>0. 

Zu  diesen  Bedingungen  kommt  noch  die  hinzu,  dass  die  Zustände 
physikalisch  möglich  sein  müssen,  und  das  bedeutet,  dass  alle 
Grössen  sich  positiv  zu  ergeben  haben.  Wir  nehmen  als  variabele 
Grössen  die  specifische  innere  Energie  und  das  specifische  Volumen 
der  beiden  Phasen  bezw.  einer  Phase.  Temperatur  und  specifische 
Volumina  der  einzelnen  Phasen  denken  wir  uns  aus  den  Gleichungen, 
zu  welchen  die  erste  Gleichgewichtsbedingung  0  8  =  0  führt,  be- 
rechnet, ebenso  die  speciflscben  inneren  Energieen.  Es  mQssen  sich 
dann  die  drei  Grössen  Jfi,  zl/2,  M-^,  berechnet  aus  den  drei  ersten 
Gleichungen  unter  1)  als  Functionen  der  v  und  U  positiv  ergeben. 
Nun  sind  diese  Gleichungen  Schwerpunktsgleichungen  für  drei  Punkte 
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^11  ^i;  ^3«  ^3>  ^3i  ^3-  Wenn  also  alle  drei  Phasen  zugleich  sollen 
physikalisch  bestehen  können,  müssen  CT  und  v  so  geartet  sein,  dass 
die  zugehörigen  Punkte  innerhalb  des  Dreiecks  durch  ^i,t?i;  U2,V2]  U^,f^s 
liegen.  Dieses  Dreieck  im  Ü,  t^-Blatt  schliesst  also  alle  Werthe  von  ü,  v 
ein,  fär  welche  alle  drei  Phasen  physikalisch  zusammen  möglich  sind. 

Sind  nur  zwei  Phasen  vorhanden,  eine  Flüssigkeit  und  ihr 
gesättigter  Dampf,  so  liegt  das  Gebiet  aller  zulässigen  U,  v  auf  der 
Dreiecksseite  durch  ZJ^,  Vi]  Ü2,  v^  und  wird  nach  der  anderen  Seite  be- 
grenzt durch  die  Seite  436  des  ersten  Bandes  dieses  Werkes  behandelte 
„Yerdampfungsgrenzcurve",  welche,  wie  ebenda  bewiesen,  durch  den 
kritischen  Punkt  flüssig -dampfförmig  geht.  Nur  ist  diese  Curve  auf 
das  I7,t7- Blatt  zu  projiciren.  Für  einen  festen  Körper  und  seine 
Flüssigkeit  ist  offenbar  die  Dreiecksseite  durch  ZJ^,  t;,;  ü^,  V^  die  eine, 
die  Schmelzdrucktemperaturcurve  die  andere  Begrenzung.  Endlich  für 
einen  festen  Körper  und  seinen  Dampf  haben  wir  als  Begrenzung  die 
Dreiecksseite  ZJj,  ^3;  ZJ^,  Vi  und  die  Sublimationsdnickcurve. 

Diese  vier  Gebiete:  Dreieck  und  drei  krummlinig  begrenzte  Flächen 
über  den  Dreiecksseiten  gelten  also  für  die  Phasen  fest-flüssig-dampf- 
förmig; flüBsig-dampfformig;  fest-flüssig;  fest-dampfförmig.  Das  ganze 
übrige  Gebiet  positiver  ü  und  v  steht  einer  der  drei  Phasen  zur  Ver- 
fügung, vertheilt  sich  aber  unter  die  drei  Phasen.  Zwischen  der 
Grenzearve  einerseits  und  der  Sublim ationsdruckcurve  andererseits 
wird  die  dampfförmige,  zwischen  jener  einerseits  und  der  Schmelz- 
druckcurve  andererseits  die  flüssige,  zwischen  letzterer  einerseits  und 
der  Sublimationsdruckcurve  andererseits  die  feste  Phase  wesentlich 
vorhanden  sein.  Weitere  Stücke  aus  dem  Zustande  der  Ueberhitzung, 
Üeberkaltung  und  Ueberschmelzung  greifen  in  die  Sondergebiete  der 
zwei  Phasen  ein. 

Das  sind  die  Bedingungen  für  die  physikalische  Möglichkeit  der 
Phasen  einzeln  oder  in  Combinationen  überhaupt.  Nun  noch  die  Be- 
dingung für  die  Stabilität.  Die  Substanz  habe  in  einer  Phase  die  En- 
tropie S,  den  Druck  p,  die  Temperatur  ^,  das  speciflsche  Volumen  v 
und  die  speciflsche  innere  Energie  ü.  In  zwei  Phasen  der  gleichen 
Menge  seien  das  gesammte  speciflsche  Volumen  und  die  gesammte 
speciflsche  innere  Energie  ebenfalls  v  und  U,  Druck  und  Temperatur, 
jp'  und  ^\  ebenso  wie  die  Entropie,  die  S'  sein  soll,  für  die  beiden 
Phasen  werden  dann  verschieden  von  jp,  ^,  S  der  einen  Phase  sein. 
Nach  10),  welche  Gleichung  selbstverständlich  auch  für  zwei  Phasen 
gilt,  haben  wir 

j8S'  =  '''+/'\ 

also  wegen 

S  U  -{-  pdv 


JÖS=  ,^ 


auch 
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12)  JH^-S)^Q,-l)öU+{^-l)s. 

Au8  dieser  Gleichung  folgt,  dass,  wo  die  thermodynamische  Flache  S»  ü,  v 
der  einen  Phase  die  thermodynamische  Fläche  iS',  27,  v  der  beiden 
anderen  Phasen  trifft,  sie  sie  in  einer  Linie  berühren  muss.  Dort 
ist  in  der  That  -Ö^  =  -ö",  jp'  =  j),  somit  8  (ff  —  S)  =  0,  was  eben 
diese  Behauptung  rechtfertigt. 

Bildet  man  ferner  die  zweite  Variation  nach  12),  so  wird 

In  der  Berührungscurve,  wo  also  eine  Phase  oder  zwei  Phasen  sollen 
bestehen  können,  ist  p  :=  p\  d"  =  d"',  somit 

Jd'^d^(S''-S)  =  —  (ö»'  —  8d')dü—[p{8d'^d^)'-'&(8p'^dp)]dv 
oder 

13i)    J^8^ff  —  S)  =  —  J{öd''  —  8^)8 S  —  »{8p  —  8p')8v 
und  wegen  Gleichung  17)  auf  Seite  77  des  ersten  Bandes 
j^iS^iff  '-S)=—J{8d''  -'8»){cr;8»  +  C98v)-^d'{8p-'8p*)Sv. 
p'  ist  nur  Function  von  -9^,  p  dagegen  Function  von  d"  und  v,  somit 
J^28^(g  —  S)  =  —  J(S»'  —  8d')(c^8»  +  c^8v) 

-*(!!*»  + '-:»'- !!**')'' 

dp 
und  nach  Ausführung  der  Multiplicationen  und  wegen  Jc^  =  ^  — 

j^2S2(S'  -  S)  =  -  Jc,8»'8d-  -^Ql  —  i^^  8&'8v 

+  JcviS^y  —  »^  (8vy, 

0  V 

Hierin  ist  noch,  weil  p  z=^  p\  %"  =^  %'' 

.  dp*  dp*  d%'         dj^  dv^ ^    I    ^  <^t?i 

also 

132)      J»^8^S'  —  S)  =  ^(jc,8d'  —»p.^8v)  8^ 

\  öv  dir        / 

+  JCr(S»y  —  »^  (8vy. 
dv 


Stabilität  der  Aggreg^tzustände  nach  Pianok.  267 

dp 
Für  stabile   Zustände  ist  -^—  negativ,  die  beiden  letzten  Glieder  mit 

ihren  Zeichen  sind  also  sicher  positiv.  Ist  also  d'9^  =  0,  so  haben 
wir  schon  8^  (ff  —  S)  >  0.  In  Bezug  auf  isothermisohe  Variationen 
ist  die  Combination  zweier  Phasen  jedenfalls  stabiler  als  eine  dieser 
Phasen.  Allgemein  erhält  man  eine  Gleichung  für  d<9^  als  Function 
von  dd"  und  di;  in  folgender  Weise.     Es  ist 

iO  =  8Mi  +  8  Mi, 
M8v  =-afi*f;i  4-  M^dVi  +  v^dM^  +  v^SM^. 

An  der  Berührungslinie  der  beiden  therm odynamischen  Flächen 
kann  die  therm odynamische  Fläche  der  beiden  Phasen  auch  den  Zu- 
stand einer  Phase  darstellen  und  zwar  derjenigen,  für  welche  die  erste 
thermodynamische  Fläche  gilt.  Dort  ist  also  eines  der  M  Null.  Wir 
setzen  M^  =  0,  so  bleibt 

fMdU=MdU,+(U,  —  Ut)dM„ 
'^  {Mdv  =M8vi  +  {Vi  —  Vi)  ÖMt. 

Hieraas  folgt 

16  )  dU-SUi  ^  Ui  —  u, 

dv  —  dt),  Vi  —  t»j  ' 

oder  nach  24})  auf  Seite  429  des  ersten  Bandes 

16g)  -js i = p 

OV  —  0  »,  Vi  —  Vi 

und  nach  28)  an  gleicher  Stelle 

8ü-SUi_       dp'  ._c,dp' 

U  hängt  ab  von  V  und  d;  ü^  nur  von  ^\  also  wird 
«0-=!^«'^  +  |^Ät;  =  /c„«^  +  {Jc»—p)8v  =  Jc^8^ 

und  analog  ist 

^Vi='^,8K 

also  folgt  aus  IGg) 

•'«•»* +(*ii-i')«--s«*' 
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Hierin  ist  noch 


17) 


du,      /du\   .   /du\   dv,       T     i  U^P       \  ^^'i 


dp'  _  dp        dp  dvi 


Wir  erhalten  also 

18)  d^'  = 


dv  dd^ 


und  es  wird  nach  alle  dem  an  der  Berührungslinie  der  beiden  thermo- 
dynamischen  Flächen 


» 


dp  /8r.y 

dv\d»'J 


dp 
Da  ^—  negativ  ist,  alle  übrigen  Grössen  aber  positiv  sind,  so  ergiebt 

c  V 

sich  hiernach  allgemein,  dass  d^{S'  —  S)  >  0,  und  somit  ist  an  der 
Berührungsstelle  S'  >  S,  das  heisst  der  Zweiphasenzustand  stabiler 
als  der  Einphasenzustaud  unter  gleichen  Verhältnissen.    Das  bedeutet: 

Sind  die  Umstände  so  geartet,  dass  eine  Substanz  in 
zwei  Aggregatzuständen  und  in  einem  Aggregatzustande  in 
Gleichgewicht  beharren  kann,  so  ist  das  Gleichgewicht  in 
zwei  Aggregatzuständen  stabiler  als  in  einem  Aggregat- 
zustande. 

In  drei  Phasen  zugleich  kann  eine  Substanz,  wie  wir  wissen,  nur 
in  einem  einzigen  Falle  im  Gleichgewicht  sein,  und  es  sind  die  Werthe 
^it  Si,  Vi'j  ^2«  ^2*  ^2;  ^3f  ^3«  ^3  gaiiz  bestimmte  aus  der  Gleichung  9) 
zu  berechnende.  Hiernach  ist,  wenn  wir  S  für  diesen  Fall  mit  S"  be- 
zeichnen, die  therm odyn am ische  Fläche  U,  S'\  v  für  diesen  Fall  das 
ebene  Dreieck,  dessen  Ecken  in  den  Punkten  Ui.Si^  Vi ;  C/j,  Sg,  v^;  f^s,  Sj,  ^3 
liegen.  Da  im  Gleichgewichtszustand  ö  S",  S  S'j  d  S  alle  gleiche  Form 
haben,  die  allgemein  durch  Gleichung  10)  gegeben  ist  und  die  Be- 
ziehungen für  das  Gleichgewicht  zweier  Phasen  bezw.  für  das  einer 
Phase,  aus  denen  für  das  Gleichgewicht  dreier  Phasen  einfach  durch 
Ansetzen  von  M^  =  0  bezw.  M^  =  0,  31^  =  0  hervorgehen,  so  folgt, 
dass  die  thermodynamische  Fläche  (S",  ü'\  v")  mit  der  (S*,  U\  v'\  die 
drei  Dreiecksseiten  gemeinsam  hat,  welche  ihr  Gebiet  begrenzen.  Wir 
haben  nun  analog  wie  früher 

00.)   JHs" -  S-) = (j, .-  i)öu'  +  (fi;  -  i)sv', 
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woraus  wieder  folgt,  dass  die  thermodynamiBclien  Flächen  S"  und  S\ 
wo  sie  sich  treffen,  einander  berühren.  Die  Berührung  findet  statt  in 
der  betreffenden  Dreiecksseite,  z.  B.  in  der  (12)  zwischen  den  Punkten 
^if  £*ii  ^i;  ^9i  <^i  ^a  gezogenen,  wenn  die  beiden  Phasen,  mit  denen 
die  drei  Phasen  verglichen  werden,  Flüssigkeit  (2)  und  Dampf  (1)  sind. 
Da  -d""  und  j?"  übeihaupt  nur  einen  Werth  haben,  also  nicht  variiren 
können,  wird  ferner  an  der  Berührungslinie,  woselbst  ^"  =  ^', 
j?"  =  p'  ist, 

Hierin  ist  noch  wie  früher  dp'  =  —^  dd"',  somit 

dir 

20a)      J^^ *2 (s"  _  s')  =  [su'  _  ^^/  ||!  _  p^dv^]  6 ^'. 

Indem  nun  (1),  (2)  als  die  zwei  Vergleichsphasen  benutzt  werden, 

ist  aber 

MdL'  =  M^Sü^  +  M^dU^  -f  Ü^SM^  +  U^S M^, 
Mäv'  =  Midvi  +  M^öv^  +  v^dM^^  +  v^öM^, 

und  da 

ist,  wegen  24g)  und  28)  auf  Seite  429  des  ersten  Bandes,  und  ferner 
2,,)     JM^^Ö^i^'  -  S')  =  [m,'J^,  +  lf45  -  (*'  %-p) 


ist,  bekommen  wir 


Darin  haben  wir  nach  17) 

dp' 
d»' 


23) 


dp' 
d\ 
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Setzen  wir  diese  Werthe  ein,  bo  resnltirt  die  P^lanck'scbe  Schloss- 
gleichung 


24) 


JM^^ÖH^'  -  S')  =  [M.(jicA  -  ^(||\  (^J) 


+ 


^' (•'<-)■ -»-(ra  (&-)■)]  <'*■)• 


und  da  die  —  negativ  sein  müssen  und  die  M  positiv,  so  folgt 

25)  Ä2(S"  -  S')>0. 
Also: 

Sind  die  Umstände  derartig,  dass  eine  Substanz  in  zwei 
Phasen  und  zugleich  in  drei  Phasen  im  Gleichgewicht  be- 
stehen kann,  so  ist  das  Gleichgewicht  der  drei  Phasen 
stabiler,  als  das  der  zwei  Phasen  und  a  fortiori  stabiler  als 
das  in  einer  Phase,  falls  auch  letzteres  möglich  sein  sollte. 

Der  stabile  Zustand,  in  welchem  alle  drei  Phasen  vertreten  sind, 
besteht  nur  in  einem  einzigen  Falle,  bei  der  Fundamentaltemperatur, 
also  können  miit  ihm  die  beiden  anderen  Zust&nde  zweier  Phasen  oder 
einer  Phase  auch  nur  in  diesem  einen  Falle  verglichen  werden.  Der 
nächst  stabile  besteht  in  einer  einfach  unendlichen  Mannigfaltigkeit 
von  Fällen.  Der  am  wenigsten  stabile  findet  sich  in  einer  doppelt 
unendlichen  Mannigfaltigkeit  von  Fällen,  wovon  eine  einfach  unend- 
liche Mannigfaltigkeit  mit  dem  der  zwei  Phasen  vergleichbar  ist. 

Uebrigens  folgt  der  Satz,  dass  eine  Substanz  in  drei  Aggregat- 
zuständen nur  in  einem  einzigen  Falle  in  Gleichgewicht  sein  kann, 
auch  aus  dem  Satz  82)  auf  Seite  423  des  ersten  Bandes  und  dem  ent- 
sprechenden auf  Seite  228  dieses  Bandes.     Danach  ist 

26)  Ol  =  a>,  =  03. 

Das  sind  zwei  Gleichungen ,  und  da  jede  der  Grösse  <D  von  p  und  d" 
Function  ist,  geben  diese  beiden  Gleichungen  bestimmte  Werthe  fdr 
Druck  und  Temperatur. 

Diese  bestimmten  Werthe  von  p  und  d"  legen  in  der  jj-,  '&- Ebene 
einen  Punkt  fest,  in  welchem  sich  die  drei  Gurven,  Spannungscurve« 
Schmelzdruckcurve,  Yerfiüchtigungsdruckcurve 

27)  <I>i  =  <I>2,  O,  =  a>8.  *S  =  ^1 

schneiden.  Der  Punkt  gehört  allen  drei  Gurven  an  und  ist  ein  Drei- 
fachpunkt und  seine  Ooordinaten  sind  die  Fundamentaltemperatur 
und  der  Fundamentaldruck  (bei  Wasser  0,0076^0.  und  4,6  mm  etwa, 
S.  264).  Für  diesen  Punkt  gilt  auch  der  Kirchhoffsche  Satz  (S.  259), 
der  analytisch  auch  durch  die  Gleichungen  ausgesprochen  werden  kann: 

28)  rs2  +  rai  +  rig  =  0 
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oder 

^»>  <-  -;■'  Cd)., + <»■  -  •^'  iUl  +  <-  -  -)  (H).. = 0. 

woselbst  die  betreffenden  Indices  32,  21,  13  sich  auf  die  Umwandlung 
der  Phase  3  in  Phase  2,  der  Phase  2  in  Phase  1,  der  Phase  1  in 
Phase  3  beziehen. 

Da  im  Dreifachpunkt  die  O  vollkommen  bestimmte  Werthe 
haben,  wird 

30)  M80  =  0^6  Mi  +  OidM^  +  O^öMs, 

also  wegen  O^  =  0,  =  O^  und  d  Mi  +  d  M^  +  d  M^  =  0 
31i)  Ö0  =  O. 

Diese  Gleichung  kann  ebenfalls  als  Bedingungsgleichung  für  das 
Gleichgewicht  der  drei  Phasen  anfgefasst  werden,  wonach  also  das 
thermodynamische  Potential  O  bei  constantem  Druck  und  constanter 
Temperatur  einen  Grenzwerth  hätte  und  zwar  ein  Minimum,  wenn  das 
Gleichgewicht  stabil  sein  soll  (vergL  auch  Bd.  I,  S.  226). 

Nach  Gleichung  2)  auf  S.  91  von  Bd.  I  ist  also 

31j)  d{U  --  J^S  +  pv)  =  0',         8p  =  0,S&z=zO 

diese  Bedingungsgleichung,  und  sie  fährt  zu  der  Gleichung  10)  zurück, 

da  sie  ergiebt 

3I3)  du  ^  JJ&dS  +  p5v  =  0, 

was  eben  die  Gleichung  10)  ist.    Durch  Einsetzung  der  Werthe  für  S  ü 
8  S  und  S  V  gemäss  2)  und  1)  bekommt  man  dann  die  Gleichungen  9). 
Die   freie  Energie  ist  F  ^=  ü  —  Jd"  S,  also  bekommen  wir   als 
weitere  Form  der  Gleichgewichtsbedingung  auch 

32)  8F  =  —p8v,  8d'  =  0. 

Nach  Gleichung  76)  auf  S.  91  von  Bd.  I.,  und  übrigens  auch  nach  der 
vorstehenden  Gleichung  igt 

also  /d^F\     _  _  /dp\ 

\dv^)^~      \dv)<; 

Wenn  aber  ein  Zustand  stabil  sein  soll,  muss  nothwendig  ( ■^—  )  negativ 

sein  (da  sonst  einer  isothermischen  Druck  Vermehrung  eine  Yolumen- 
vergrösserung  entsprechen  würde,  was  physikalisch  absurd  ist),  also 
ist  die  fernere  Bedingung  für  das  stabile  Gleichgewicht 

üebrigens  gelten  diese  Bedingungen  allgemein,  nicht  bloss  für  den  uns 
hier  interessirenden  Fall. 
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67.    Gleichgewicht  und  Deformation  der  festen  Körper. 

Wenn  ein  fester  Körper  irgend  welchen  Deformationen  unter- 
worfen ist  und  X,  Yj  Z  die  Componenten  der  seine  Substanz,  Xn,  Yn,  Zn 
die  der  seine  Oberfläche  angreifenden  Kräfte  sind  und  X«,  Yx,  Zx\ 
Xy,  Yy^  Zy\  Xg y  Yg ,  Zg  dio  der  inneren  Druckkräfte  bedeuten,  so  ist 
die  mechanische  Arbeit 

1)  _ÄTr=[[[(Xöa;+  Ydy  +  Zde)iidt+{{{X:,öx'+YnSy' 

Darin  bedeuten  5x,dy,  dz  virtuelle  Verrückungen  des  Raumelements  dt] 
dx\  8y\  8  z'  solche  des  Flächenelements  dF  der  Oberfläche  des 
Körpers,  |,  97,  £  sind  die  elastischen  Verschiebungen  im  Theilchen  dt, 
ft  giebt  die  Dichte  an.     Finden  Wärmeänderungen  statt,  so  ist 

^8W  +  J8Q  =  8ü. 
In  der  Raumeinheit  sei  die  Entropie  8  Torhanden,  so  ist 

2)  8Q  =fjf0^/tÄSelT. 
Demnach  haben  wir 

30    8U=j[[Uyi8Sdt  +  [[[(XSa;  +  Yöy  +  Z8z)iLdx 


X  cy 

'  dz    '       ^     dx  ^      öy    ^      ^      dz    ^  ex 

dy  czj 

Setzen  wir  darin 

4)  \\{Xn8x'  +  Y'n8y'  +  Z'nS  z')dF  =^^ü[8n!  dF  =  8{U) 

und  lassen  8n'  die  virtuelle  Yerrückung  des  Flächenelements  in  Rich- 
tung der  Normale  nach  aussen  bedeuten,  so  ist  IJ\  eine  Energie  an  der 
Oberfläche  bezogen  auf  Volum en ein heit,  da  8n'dF  ein  Volumen- 
element bedeutet.  Dieser  besonderen  Oberflächenenergie  entspricht  eine 
besondere  Oberflächenentropie,  die  wir  schreiben  können 

5)  8{S)  =JfS'*n'dJP. 
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Die  Variation  der  Gesammtentropie  ist 

6)  S  =  fffftSSdr  +jjffdn'dF. 

Die  Energie  der  äusseren  Kräfte  nenne  ich  jetzt  d  W^  die  der  inneren 
Druckkräfte  d  TTj,  so  ist 

31)         dU  =  jjj^^&dSdT  +  dWi  +  dWi  +jjU{SWdR 

Soll  sich  der  [Körper  im  Gleichgewicht  hefinden,  so  muss  nach  dem 
zweiten  Ausdruck  des  Entropieprincips  durch  Gibbs  (Bd.  I,  S.  22)  die 
Variation  der  Energie  U  gleich  Null  oder  positiv  sein,  während  dabei 
die  Gesammtentropie  constant  erhalten  bleibt.  Letzterer  Bedingung 
kann  in  der  Gleichung  d  U  offenbar  nicht  genügt  werden,  wenn  nicht  d" 
für  alle  Raumelemente  im  ganzen  Körper  den  nämlichen  Werth  hat, 
also  muss  jedenfalls  sein 

7)  Jd-^^^iidSdz  +  8W^  +  dWi  +  Jj^i«n'dr>  0. 
Die  Constanz  der  gesammten  Entropie  ergiebt  aber 

8)  0=jjjtLdSdz  +  jjS'dWdF, 
somit  wird 

9i)  SWi  +  öTFa  +ff(^i  —  J»S')dn'dF>  0. 

Die  Grösse  üi  kann  aus  einer  inneren  Energie  und  einer  Druckenergie 
bestehen ;  sei  erstere  ü\  so  ist  letztere  p*  v\  woselbst  p*  den  Druck  auf 
eine  Flächeneinheit,  dividirt  durch  das  specifische  Volumen  bedeutet 
Alsdann  wird 

92)  «T^i  +  «Wi  +JJ(t7'  — J^S'  +  p'v')8WdF'^0. 

Der  Factor  von  dn'dF  ist  das  thermodynamisohe  Potential  ^'  an  der 
Oberfläche  bezogen  auf  Volumeneinheit,  also 

93)  ÄWi  +  ÄWi  +jjO'dndF^  0. 

Nun  sind  aber  alle  rein  mechanischen  Variationen  ganz  unabhängig 
Yon  den  thermischen.  Demnach  bekommen  wir,  da  jene  für  sich  ver- 
schwinden müssen, 

10)  ÖW^  +  d  TFa  =  0, 

11)  jJ0'dn'dJP^  0. 

Die  erste  Gleichung  giebt  lediglich  die  bekannten  Differential- 
gleichungen der  Elasticitätslehre  für  den  Gleichgewichtszustand.  Die 
zweite  entspricht  der  Oberfiächenbedingung,  welche  das  Gleichgewicht 
der  inneren  Druckkräfte  gegen  die  äusseren  an  der  Oberfläche  fest- 
stellt. Sie  ist  nach  den  thermodynamischen  Verhältnissen  erweitert. 
Diese  Erweiterung  rührt  von  Gibbs  0  lier. 


^)  Thermodynamisohe  Stadien,  übersetzt  von  Ostwald,  S.  219  ff. 
Weinstein,  Thermodynamik.    II.  28 
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Sind  die  Verschiebungen  dn'  an  den  einzelnen  Theilen  der  Ober- 
fläche des  Körpers  unabhängig  von  einander,  so  muss  fOr  umkehrbare 
Processe 

sein. 

Ist  dn'  =  0,  so  ist  die  zweite  Bedingungsgleichnng  identisch  erfüllt. 
Haben  wir  O*  =  const,  so  muss 

ffÄn'dF=0 

sein,  das  heisst,  der  Körper  darf  sein  Volumen  nicht  ändern. 

Wenn  endlich  dW  überall  gleichen  Werth  besitzt  (wie  bei  der 
gleichmässigen  Gompression  oder  Dilatation  eines  isotropen  Körpers), 
so  müsste  sein 

was  stattfinden  kann,  wenn  0'  längs  der  Oberfläche  sein  Zeichen 
wechselt.  Letzteres  würde  erfordern,  dass  U'  und  S'  längs  der  Ober- 
fläche Yariiren.  Da  das  gerade  für  diesen  Fall  nicht  anzunehmen  ist, 
bleibt  nur 

4>'  =  0. 

Auch  entspricht  dieser  Fall  offenbar  dem  zuerst  berechneten  der  Unab- 
hängigkeit der  Variationen  Sn'  von  einander. 

Sonst  haben  wir  bei  umkehrbaren  Veränderungen 

lli)  fffl>'Än'(ZF=  0. 

Für  ein  einzelnes  Element  ist,  wenn  (idr  =  dm  gesetzt  wird, 

12)  (8U)  dm  =  Jd'(SS)dm  +  (d  W^)  +  («  Wi), 

woselbst  die  in  Klammern  gesetzten  Grrössen  sich  auf  ein  einzelnes 
Element  beziehen  sollen.  Bezeichnen  wir  die  freie  Energie  in  einem 
einzelnen  Element  von  der  Masse  d  m  mit  {6  F)  d  m,  so  ist 

(SU  ^  Jd'dS)dm  =  (8F)dm  +  JSdmd^, 
also  auch 

13)  {8F)dm  =  —  JSdmdd-  +  (d  W^)  +  (S  W^). 

Die  Gleichgewichtsbedingung  ergiebt  sich,  wenn,  wie  immer,  die  freie 
Energie  unter  Constanthaltung  von  d"  yariirt  wird,  so  dass 
-wir  hätten 

14)  (äF)dm  =  i5  W^)  +  (d  Wi). 

Sehen  wir  von  äusseren  Kräften  ab,  und  nehmen  F  als  bekannte 

j?      .'      A     n  .        A    81     es     81     8^     crj     dr^     8g     dt     dt 

Function  der  Grössen 'Ö',-^,  ^,  ^,  ^,  —f ,  ■^,  tt^,   ^,  -^ 

öx     oy     cz     ex     cy     de     ox     oy     dg 

sn,  80  wäre,  da  fi'9'  =  Ü  sein  soll, 


15)  dF=  - 

d 
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somit  zufolge  14) 

lo)  JC-B  =  — 7^-^,       Xy  =  — T^TK  '  '^^  ^'  *•» 


'(ny  '"KU)' 


was  bekannten  Gleichungen  der  Elasticitätslehre  entspricht,  woselbst  F 
als  quadratische  Function  der  -^ ,  ^-- ,    o"* » "  *  *  angesetzt  wird.     An 

sich  wird  F  auch  noch  von  der  Temperatur  abhängen. 

Die  Gleichung  für  F  bezeichnet  Gibbs  als  Fundamental- 
gleichung. Sie  stellt  das  Elasticitätspotential  dar,  dessen  Coefficienten 
Functionen  der  Temperatur  sein  würden,  und  die  ausserdem  noch  eine 
besondere  Function  der  Temperatur  enthalten  kann.  Die  Werthe,  die 
man  aus  Versuchen  über  den  Ablauf  von  Deformationen  für  diese 
Coefficienten  erhält,  werden  von  den  therm odynamischen  Bedingungen 
abhängen,  und  so  bekommt  man  isothermische,  adiabatische  u.  s.  f. 
Elasticit&tscoefficienten.  Die  gewöhnlich  angegebenen  kann  man  als 
isothermische  Elasticitätsconstanten  ansehen. 

Wenn  kein  Gleichgewicht  besteht,  so  hat  man  die  Grössen  (d  Wi) 
4"  (ä  W2),  nm  die  Energie  der  gegen  das  Gleichgewicht  widerstehenden 
Kräfte  zu  vermehren,  das  sind  die  virtuellen  Energieen  der  Beschleu- 
nigungen negativ  genommen.  Demnach  gelten  die  Gleichungen  unter  1) 
auf  Seite  252  des  ersten  Bandes  auch  für  die  Deformation  elastischer 

du     dv      dw  32^ 

Substanzen,  nur  dass  man  -r-,    -7-,    -r—  ersetzen   darf  durch  tt-tt» 

dt      dt       dt  ct^ 

^~ ,  -^-T  •     Die  thermodynamische  Gleichung  ergiebt  zunächst 

17)  JdQ  =  d üdm  -{•  dWi  +  dW^, 

m  der  dWi  +  d  Wj  durch  Gleichung  19i)  auf  Seite  267  bestimmt  ist, 

woselbst  noch  ■^,  ^—  u.  s.  f.  ersetzt  werden  können  durch  r —  (•o~), 

±(|l)..f„'.a„l„k  1,(11),  Ä(|i)«..r.  Fa'.^L 

haben  wir  im  Falle  eines  allseitig  gleich  wirkenden  constanten  Druckes 

den  an  gleicher  Stelle  am  Schluss  der  Seite  angegebenen  Werth,  für  d  Q 

den  unter  Gleichung  20^)  ebendaselbst  verzeichneten,    wenn  es  sich 

um  einen  isotropen  Körper  handelt  und  einen  ähnlich  gebauten,  in  der 

"dd"     -d^     -dd' 
nur  statt  k  r— ,  k  - — ,  k  •^—  lineare  Functionen  der  drei  DifiFerential- 
ox        oy        cz 

quotienten    der  Temperatur    stehen,    für  krystallinische    Substanzen. 

Hiernach  lautet  die  thermodynamische  Gleichung  allgemein 

18* 
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18^       k      ^**-<-A      ^'*-»-A      ^**-^2l       ^'*    4-  21.      ^'* 


+  ^^  87  (ä^)  +  ^'  ^  Wz)  +  -^'''  ^  fo  +  äl) 

+  ^'8<  V8^  +  cy;  ^  ^'8<  V8a:  +  g^; 

Die  X  sind  die  Wärmeleitungscoefficienteo. 

Setzt  man  in  der  Kirchhof  fischen  Bezeichnungs  weise 


19) 


_a|  _dri         _dt 

'''-Ji'  ^'-d^'  ^'~87' 


80  werden  bekanntlich  die  Xx«  Xy  u.  s.  f.  als  lineare  Functionen  dieser 
sechs  Grössen  angenommen,  deren  Constanten  die  Elasticitatscon- 
stanten  sind. 

Folgendes  Beispiel  möge  auch  hier  die  Anwendung  der  Formeln 
darthun. 

Eine  isotrope  Kugel  werde  durch  einen  auf  ihre  Oberfläche  gleich- 
massig  wirkenden  con stanten  Druck  p  zusammengedrückt  und  befinde 
sich  in  einer  für  Wärme  undurchlässigen  Hülle.  Wir  haben  zunächst 
als  Differentialgleichungen  für  die  Verschiebungscomponenten  in  der 
K  i  r  c  h  h  0  f  f '  sehen  Bezeichnungs  weise 

,|ii=^[^j +(.+,«,  II]. 
,lii=K[^f+«  +  .«,ll], 

g2  g2  g2 

woselbst,   wie  früher,  ^  die  bekannte  Operation  —— -  +  -tt—-  4-  ;r— - 

^  dx^         dy^        dg^ 

bedeutet  und 

c  X        c  y        dz 

die  räuraliche  Dilatation  auf  Volumeneinheit  bezogen  ist. 

Man  differenzirt  die  erste  Gleichung  nach  a;,  die  zweite  nach  y, 
die  dritte  nach  z  und  addirt  die  erhaltenen  Ergebnisse,  so  erhält  maOt 
indem  von  den  geringen  Veränderungen  von  ^  mit  a?,  j/,  z  abgesehen  wird, 
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(ij^  =  K[Jö  +  (l  +  2&)J6]  =  2K(l  +  ®)Z/(J 

als  Gleichung  für  Ö^).  Da  Ö  nur  vom  Abstand  vom  Kugelmittelpunkt 
abhängen  kann,  hat  man,  indem  der  Ursprung  des  Goordinatensystems 
in  diesen  Mittelpunkt  verlegt  wird,  wegen  r^  =  x^  -{-  y^  -{-  e^ 

dx  ~  Cr  dx~  Trr'      dx^  ~"  ör^r^'^'ör'r~d~rr^' 

Wy~drdy~'drr'      cy^~  ör^  r<  "^  dr  r  ~  drr^' 

dz~  drd~i~  Jr  r'      dz^~  1^  r^"^  dr  r~  Jrr^' 


also 
und 
oder 


d^         2  dö  _  l  c^jrO) 


2 


cr^        r   dr        r     dr 

^  dt^  ^     ^  ^  r     dr^ 

dHr6l_„dHr(i)  2A-(1  +  @) 


Wir  drücken  die  Kugel  mit  constanter  Geschwindigkeit  zusammen, 
also  ganz  gleichmässig,  dann  wird  rö  eine  lineare  Function  der  Zeit 
sein.     Setzen  wir  dementsprechend 

rö  =  -Ri  +  B.2U 
so  haben  wir 

"aF"""^'  dr^  ~^' 

also  sind  Bi  und  JB3  lineare  Functionen  von  r,  d.  h.  Bi  =  Äi  -\-  B^  r, 
i^  =  J-a  +  J5j  r.  Da  aber  6  auch  im  Kugelmittelpunkt  endlich  sein 
muss,  sind  Ai  und  ^3  gleich  Null  und  6  wird  von  r  überhaupt  unab- 
hängig.    Nennt  man  nun  die  Verschiebung  in  Richtung  des  Radius 

der  Kugel  p,  soist|  =  D— ,iy  =  p— ,£;=P— »  also 

r  r  r 

dx~  r  dr  'öx^  ^  r         ^  r^  ~  er  r^'^  r  \  »'V' 

dy        r  dr'öy  '^  ^  r         ^  r^        Cr  r^  "^  r  \  »v' 

dz~  r  dr  dz  '^  ^  r        ^  r^'"  er  r^  "*"  r  \  rV' 


0  Kirchhoff,  Vorlesungen  über  matheiu.  Physik,  Mechanik,  1876,  S.  404. 
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und 

'=!?  +  »? 

und  da  ö  yon  r  unabhängig  ist,  muss  Q  proportional  r  sein,  also  Q  =  Ar^ 
woselbst  Ä  lineare  Function  von  t  ist.     Hiernach  wird 

g  =  ÄXf     1?  =  Äy,     i  =  ÄZy     0  =  3-4. 

Damit   sind  die    Bewegnngsgleichungen    identisch    erfüllt.       Zugleich 
haben  wir  beispielsweise 

X,,  =  — 2^(^11 +  ©<jW  —  2ir(^  + 3^®)  =  — 2X^(1+30), 

Xy  =  0. 

Also  überhaupt 

Xx  =  Ty  =  Z,  =  —  2Jr(l  +  3®)J. 

Xy  =  r,  =  Zy  =  0. 

Auf  der  Kugeloberfläche  ist  der  gleichmässige  Druck  j7,  somit  wäre 

A=  — 


2iC(l  +  3©) 


Es  sollte  aber  A  lineare  Function  von  i  sein,  also  kann  die  gleich- 
massig  zunehmende  Compression  nur  stattfinden,  wenn  der  Druck 
gleichmässig  vermehrt  wird. 

Wir  wollen  nun  zusehen,  ob  ein  derartiger  Vorgang  auch  thermo- 
dynamisch  möglich  ist.  Die  hierher  gehörige  Gleichung  18)  giebt 
zunächst 

Nun  ist  aber  bis  auf  Grössen  zweiter  Ordnung  -v;  =  -^^  und  weiter 

at         0% 

da  dv 

—  =  f.  -,  somit 

0'  wird  selbstTerständlich  auch  nur  von  r  abhängen,  so  dass  wir  erhalten 

Da  -7^-7  von  i  unabhängig  ist,  muss  es  auch  ft  —  sein,  V  selbst  ist  aber 
0  X  et 

nach  t  eine  Exponentialfunction  v  =/e~'"*.     Damit  wird 
-dHr»)         ^     /l        +atd»  \ 
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/  und  06  sind  Yon  r  unabhängig.  Diese  Gleichung  weiter  zu  behandeln, 
ist  nicht  schwer.  Ich  nehme  jedoch  an,  die  Gompression  geschehe  so 
langsam,  dass  die  Temperatur  sich  immer  in  dem  gansen  Körper  aus- 
gleicht.    Wir  haben  dann 

TT  —'^T'  "^ 
at  Cv 

Sei  d'Q  der  Werth  von  d"  bei  Beginn  der  Gompression,  so  wird 
^  =  ^0-^/(1  -e— 0. 

Nun  sollte  die  Gompression  adiabatisch  vor  sich  gehen,  das  heisst 
es  sollte 

sein.  Ersetzen  wir  ^ d"  durch  d"  —  d'^,  /dv  durch  v  —  t?o,  so  wäre 
demnach 

Cv  (^  —  -^o)  +  c<^(v  -  Vo)  =  0, 

und  diese  Gleichung  ist  identisch  erfüllt  durch  die  angenommenen 
Werthe  für  ö"  —  -ö"©  und  v  —  t;^.  Der  Vorgang  ist  also  thermo- 
dynamisch  möglich  und  die  experimentelle  Ermittelung  einer  der 
Grössen  ^  —  -O*©  oder  t;  —  Vq  genügt»  um  alle  anderen  Grössen  zu 
bestimmen.  Der  Vorgang  ist  auch  möglich,  wenn  der  Körper  die 
Wärme  fast  gar  nicht  leitet,  alsdann  ist  die  adiabatische  Bedingung 
für  jeden  Theil  des  Körpers  erfüllt,  nicht  bloss  für  den  ganzen 
Körper.  Zugleich  zeigt  sich,  dass  der  Vorgang  durch  Beobachtung 
der  Volumen-  und  Temperaturänderung  das  Verhältniss  der  beiden 
spedfischen  Wärmen  c«  und  c^  zu  ermitteln  gestattet,  wie  andere 
adiabatische  Vorgänge  das  der  Wärmen  c«,  Op. 

Die  allgemeinen  Gleichungen  gelten  aber  nur  für  krystallinische 
Substanzen  und  für  solche  amorphe,  welche  sich  weit  genug  vom 
plastischen  Zustande  befinden.  Bei  plastischen  Körpern  wird  man  die 
Xx9  Xy  u.  s.  f.  zusammensetzen  aus  den  Werthen,  welche  für  feste 
Körper  gelten  und  den  für  Flüssigkeiten   angenommenen.     In  diesem 

Falle  darf  man  auch  nicht  mehr  allgemein  -^r ,  -tt  i  ~r7  durch  -^-r , 

dt      at      a  t  öt* 

"^»  "5^  ersetzen,  sondern  durch  -r— - ,  -  '  -  ,  und  es  ist  auch 
öt^      Ol*  at^     at^      at^ 


nicht  mehr  öT"  =  ^  l  o"" )  u-  8-  f. 
ox        dt  \dxj 


Die  allgemeinen  Gleichungen  hinzuschreiben,  hat  keine  Schwierig- 
keit, es  ist  aber  mit  ihnen  nicht  viel  anzufangen.  Gleichwohl  ist  es 
physikalisch  nicht  eigentlich  zulässig,  die  Abhängigkeit  der  Druck- 
componenten  yon  den  relativen  Geschwindigkeiten  ganz  zu  vernach- 
lässigen.     Diese  Vernachlässigung  bedeutet,  dass  in  festen  Körpern 
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Reibung  nicht  vorbanden  ist,  und  so  werden  aaob  in  der  Tbat  feste 
Körper  vielfach  definirt  (S.  227).  Aber  der  Erfahrung  entspricht  das 
nicht  y ollständig. 

Dazu  kommt  noch  ein  Umstand,  der  die  gewöhnlichen  Annahmen 
der  Elasticitätslehre  für  die  Druckcomponenten  als  unzureichend  er- 
scheinen lässt,  nämlich  die  sogenannte  elastische  Nachwirkung. 
Man  yersteht  darunter  bekanntlich  die  Erscheinung,  dass  Substanzen 
der  Einwirkung  von  deformirenden  Kräften  nicht  sofort  in  vollem  Um- 
fange folgen,  sondern  allmählich,  und  dass,  wenn  diese  Kräfte  zu  wirken 
aufgehört  haben,  die  Substanzen  auch  nicht  sofort  ihre  Gleichgewichts- 
lage annehmen,  sondern  ebenfalls  allmählich.  Die  Versuche  Wilhelm 
Weheres  und  nach  ihm  einer  grossen  Zahl  von  Physikern  haben  über 
diese  Erscheinung  gut  aufgeklärt.  Sie  macht  sich  auch  geltend,  wenn 
Körper  durch  Erwärmung  gedehnt  werden  oder  gedehnt  waren.  So 
zieht  sich  eine  Thermometerkugel,  die  bei  ihrer  Herstellung  hoher 
Temperatur  hat  unterworfen  werden  müssen,  Jahrzehnte  nach  ihrer 
Fertigstellung  noch  zusammen,  so  dass  der  Nullpunkt  immer  höher 
steigt  —  bei  manchen  Thermometern  um  einen  Grad  und  noch  mehr. 
Andererseits  zeigt  ein  Thermometer,  wenn  es  in  eine  von  seiner  Tem- 
peratur abweichende  Temperatur  gebracht  wird,  diese  nicht  sofort 
richtig  an,  sondern  allmählich,  indem  das  Thermometergefass  sich  nur 
allmählich  dehnt  oder  zusammenzieht.  Die  aus  diesen  Erscheinungen 
noth wendige  Nachwirkungscorrection  bei  thermometrischen  Ablesungen 
ist  bekannt  genug.  Der  unserer  Wissenschaft  so  früh  entrissene  Per- 
net  hat  die  Regeln  dafür  gelehrt,  die  in  alle  Handbücher  der  Physik 
übergegangen  sind.  Thermische  Nachwirkung  und  elastische  Nach- 
wirkung sind  im  Wesen  nicht  verschieden.  Es  folgt  aus  ihnen,  dass 
die  momentane  Gestalt  und  Grösse  der  Körper  von  ihrer 
ganzen  Vorgeschichte  abhängt,  nicht  bloss  von  dem  augen- 
blicklichen Zustande. 

Die  Nachwirkung  wirkt,  wie  die  Reibung,  dämpfend  auf  die  Defor- 
mationsbewegungen (z.  B.  die  Schwingungen)  der  Körper.  Sie  sind 
von  einander  in  der  Beobachtung  kaum  zu  trennen. 

Die  Reibung  berücksichtigen  wir,  wie  schon  bemerkt,  durch  Er- 
weiterung der  Ausdrücke  für  die  Druckcomponenten  unter  Hinzu- 
nahme von  Gliedern,  welche  den  Geschwindigkeiten  Rechnung  tragen. 
Bezeichnet  man  den  partiellen  Differentialquotienten  einer  der  Grössen 
Xx,  Xy^.,,  nach  der  Zeit  durch  Accentuiren  des  betreffenden  Symbols, 
mit/  irgend  eine  lineare  homogene  Function  der  iCo:,  a?y,...,  mit  /' 
eine  andere  lineare  homogene  Function  der  ic^,  aij, ...,  so  wäre  hier- 
nach zu  setzen 

2Q\       j   -^«  =  fxx    +  Aari  Yy  =^  fyy    "f"  fyyi  ^m   = /m  +  /««i 


^y  — '  fxy    -\~  Jxy^  Ym  fyi   ~|" /yi»  ^x  /mx   -\-  Jmx' 

Die  Indices  bedeuten,  dass  die  Constanten  der  Functionen  andere  und 
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andere  Werthe  haben  können.  Diese  Ausdrücke  w&ren  in  die  Be- 
wegungsgleicbungen  und  in  die  thermodynamische  Gleichung  einzu- 
führen, und  es  ist  sofort  zu  sehen,  dass  die  letztere  Quadrate  und 
Producte  der  Xx^  Xy^.,.  enth&lt,  wie  das  ja  bei  Berücksichtigung  der 
Reibung  als  einer  nicht  umkehrbaren  Erscheinung  nothwendig  ist.  In 
solcher  Annahme  besteht  auch  die  Theorie  W.  Voigt 's  über  die  innere 
Reibung  der  festen  Körper^),  und  sie  dürfte  auch  für  die  plastischen 
Substanzen  genügen.  Die  Constanten  der  Functionen  f  —  wie  die 
der  Functionen  /,  an  Zahl  36  —  sind  die  Reibungsconstanten. 
Sie  lassen  sich  in  ganz  derselben  Weise  behandeln  wie  die  Gonstanten 
der  Functionen  /,  weshalb  auf  die  Lehrbücher  über  Elasticität  zu  ver- 
weisen ist.  Für  isotrope  Körper  haben  wir  zwei  Reibungsconstanten 
wie  zwei  Elasticitätsconstanten,  erstere  entsprechen  den  beiden 
Reibungsconstanten  für  Flüssigkeiten  und  Gase. 

Die  Reibung  macht  sich  bei  festen  Körpern,  wie  erwähnt,  in  einer 
Dämpfung  der  Schwingungen  bemerkbar.  Sieht  man  von  dem  Einfluss 
der  Nachwirkung  ab,  so  kann  man  die  beiden  Reibungsconstanten 
isotroper  Substanzen  aus  der  Beobachtung  der  Biegungsschwingung 
und  der  Torsionsschwingung  ermitteln.  Man  hat  dann  einen  Biegungs- 
Reibungscoefficienten  und  einen  Torsions  -  Reibungscoefficienten. 
W.  Voigt  *)  hat  diese  Coöfficienten  dividirt  durch  entsprechende 
Elasticitätscoefiicienten  für  mehrere  Substanzen  bestimmt.  Nennt 
man  die  Grössen,  denen  sie  hiernach  proportional  sind,  für  die  Bie- 
gung ßi  für  die  Torsion  r,  so  findet  man: 


37,5 

4.7 

23,8 

2,0 

26,2 

8,2 

49,7 

16,3 

Substanz  /5  X  10*  t  x  10* 

I 
Pbosphorbronze    .    .    .    .    i 

Messing , 

Kupfer I 

Nickel II 

Bei  Kupfer  und  Nickel  entspricht  auch  die  Erfahrung  der  Theorie 
sowohl  für  Biegung  als  für  Torsion,  bei  Bronze  und  Messing  wenigstens 
für  Biegung.  Bei  anderen  noch  untersuchten  Metallen  wie  Gussstahl, 
Aluminium,  Gusseisen,  Cadmium  und  anderen  genügte  die  Theorie 
nicht.  W.  Voigt  schliesst  aus  seinen  Beobachtungen,  dass  bei  diesen 
Metallen  die  elastische  Nachwirkung  den  Haupteinfluss  ausübt. 

Die  Zahlen  für  Biegung  sind  weit  erheblicher  als  die  für  Torsion, 
das  bedeutet,  dass  die  aus  der  Reibung  folgenden  normalen  Druck- 
componenten  X«,  Yy,  Zg  grösser  sind  als  die  tangentialen  Xy,  Yg,  Z«. 
Daraus  schliesst  W.  Voigt,  dass  Reibung  und  Nachwirkung  auch  bei 


^)  Abb.  der  Kgl.  Ges.  der  Wissenschaften  zu  Göttingen,   Bd.  36  (1890). 
^  Wiedem.  Ann.,  Bd.  50,  S.  671  ff. 
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allseitiger  Gompression  sehr  bedeutend  sind,  was  fär  die  Benrtheilang 
molekularer  Theorieen  sehr  wichtig  ist  (S.  286). 

Für  die  elastische  Nachwirkung  hat  man  sehr  yiele  Theorieen, 
ohne  dass  eine  von  ihnen  vollständig  befriedigte.  Ein  Theil  dieser 
Theorieen  schliesst  sich  unmittelbar  an  die  Thatsachen  an,  andere 
machen  von  molekularkinetischen  Anschauungen  Gebrauch. 

Hier  ist  nur  das  Hervorragendste  zu  erwähnen.  W.  Weber  bezog 
sich  auf  einen  bestimmten  Versuch,  in  welchem  er  das  allmähliche 
Verschwinden  der  einmal  hervorgebrachten  Verlängerung  eines  Fadens 
beobachtete.  Ist  t  die  Zeit  nach  Aufhebung  der  Spannung  des  Fadens, 
so  setzt  er  für  die  noch  vorhandene  durch  Nachwirkung  erklärte  Ver- 
längerung X 

dx 
210  _  =  a^, 

woraus  folgt 

^^^  x  =  Ä(t  +  B)    •«-»• 

A  und  B  sind  Constanten. 

An  Stelle  der  Weber'schen  Gleichung  setzte  F.  Kohlrausch 0 

23)  a;=Ce"-i 

Diese  Gleichung  soll  auch  zur  Darstellung  der  noch  nachgebliebenen  Tor- 
sion eines  Drahtes  zur  Zeit  ^,  nachdem  die  tordirende  Kraft,  und  der 
nachgebliebenen  Biegung,  nachdem  die  biegende  Kraft  aufgehört  hat  zu 
wirken,  dienen,  und  a  zeigte  sich  als  abhängig  von  der  Dauer  der  ur- 
sprünglichen Torsion,  was  zu  erwarten  stand,  da  diese  Dauer  eben  die 
„Vorgeschichte"  darstellt,  von  welcher  das  naohherige  Verhalten  des 
Drahtes  abhängig  ist.  Bei  einem  tordirten  Silberdraht  betrug  die 
Zahl  n  für  kurze  Torsionsdauer  1,  so  dass  zuerst  x  =  Ct"^  war,  fUr 
längere  Torsionsdauer  war  n  kleiner  und  nahm  mit  wachsender  Tor- 
sionsdauer stetig  ab.  Auch  die  Grösse  a  nahm  ab,  und  zwar  in  dem 
betreffenden  Falle  ebenso  wie  n,  so  dass  n  —  a  constant  war.  Ausser- 
dem hängt  die  Nachwirkung  ab  von  der  Grösse  der  ursprünglichen 
Torsion. 

An  einem  tordirten  Glasfaden  fand  Kohlrausch  für  den  Ablauf 
der  Nachwirkung  gemäss  seiner  Formel  in  einem  Falle 

X  =  0,8970  +  0,040  54  e-o,86272f    * 


^)  I*ogg-  Ann.,  Bd.  119,  S.  337  und  an  anderen  Stellen. 
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X  bedeutet  hier  das  zar  Zeit  t  nach  Berstellnng  der  Torsiou  yorhandene 
Drehungsmoment.  Wie  genau  diese  Formel  die  Beobachtungen  wieder- 
giebt,  zeigt  folgende  Zusammenstellung: 


i 

X 

t 
Minuten 

X 

Minuten 

beobachtet 

berechnet 

beobachtet 

berechnet 

1,25 

0,9247 

0,9249 

35 

0,9145 

0,9142 

1,92 

9238 

9238 

50 

9138 

9129 

2,50 

9231 

9230 

110 

9120 

9099 

3,32 

9218 

9217 

160 

9079 

9086 

5,25 

9211 

9208 

206 

9071 

9077 

7,58 

9197 

9196 

300 

9054 

9063 

9.67 

9188 

9188 

452 

9051 

9050 

12,00 

9181 

9180 

1310 

9042 

9019 

18,00 

9168 

9166 

1780 

8995 

9011 

25,00 

0,9154 

0,9154 

2760 

0,8995 

0,9001 

Ich  führe  die  Formel  an  auch  wegen  des  Exponenten  von  t^  der 
anscheinend  überhaupt  gleich  ^j^  angesetzt  werden  darf.  Die  dauernde 
Untersuchung  des  Volumens  eines  Glaskörpers,  der  eine  noch  von  der 
Anfertigung  herrührende  thermische  Nachwirkung  aufwies,  ergab  mir 
eine  Formel  ganz  derselben  Art.  Es  fand  sich,  wenn  tin  Tagen  gemessen 
wird,  für  dieses  Volumen  V  in  Gnbikcentimeter 

+-; 

7  =  190,238  41  +  0,025  510  e-o,248M  «     * 
und  damit  folgende  Zusammenstellung: 

(Siehe  Tabelle  auf  folgender  Seite.) 

G.  Pulfrich  hat  die  Formeln  von  F.  Eohlrausch  für  die  Längs- 
nachwirkung Yon  Kautschukfäden  geprüft  und  zwar  die  für  n  =  1. 
Für  gespannte  Fäden  findet  er  die  Grösse  a  abhängig  von  der  Spannung, 
und  zwar  nimmt  a  mit  wachsender  Spannung  ab;  von  0,25  kg  Spannung 
bis  7  kg  fiel  a  in  einem  von  ihm  ausgeführten  Versuche  von  0,182 
auf  0,121.  Ebenso  nimmt  a  ab  mit  wachsender  Dauer  der  vorauf- 
gegangenen  Belastung.  In  einem  Versuche  war  n  =  0,86,  wenn  die 
▼oraufgegangene  Belastung  Vi  Minute,  und  nur  0,17,  wenn  sie  15  Tage 
gedauert  hatte.  Das  stimmt  mit  den  Ergebnissen  yon  Kohlrausch 
überein. 

Sehr  bemerkenswerth  ist  die  Angabe  Pulf rieh's,  dass  das  Ver- 

hältniss  der  Quercontraction  zur  Längendilatation  (  der  Grösse  — ,  S.  208  j 

von  den  Nachwirkungserscheinungen  unabhängig  sein  soll. 

Neesen  ^)  nimmt  an,  dass  in  jedem  festen  Körper  die  Molekeln  durch 


*)  Pogg.  Ann.,  Bd.  157,  S.  597. 
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Datum 


Beobachtetes 

Volumen  für  O" 

in  Milliliter 


Abweichung  gegen 

die  Berechnung 

in  Milliliter 


Februar  1882 


17. 

17.  , 

18.  . 
20. 

20. 

2.  März 

3.  , 

6.    n 

26.  , 

26.  „ 

27.  „ 
27.  . 
30.  „ 
30.  „ 
30. 

5. 

5. 

6. 

6. 

6. 

7. 

9. 

9. 

9. 
10. 
10. 
80. 
31. 
31. 


April 


August 


1883  , 


190,3027 
190,3023 
190,3023 
190,3027 
190,3014 
190,2979 
190,2988 
190,2944 
190,2966 
190,2979 
190,3018 
190,3014 
190,2961 
190,2988 
190,2988 
190,2961 
190,2961 
190,2984 
190,2979 
190,2997 
190,2970 
190,2931 
190,2935 
190,2931 
190,2948 
190,2957 
190,2914 
190,2883 
190,2900 


—  0,0007 

—  0,0011 

—  0,0010 
+  0,0012 

—  0,0001 

—  0,0014 

—  0,0004 

—  0,0044 

—  0.0007 
+  0,0006 
+  0,0045 
-1-  0,0041 

—  0,0010 
-1-  0,0017 
4-0,0017 

—  0,0007 

—  0,0007 
4-  0,0016 
+  0,0011 
+  0,0029 
+  0,0003 

—  0,0008 

—  0,0004 

—  0,0008 
+  0,0009 
4-0,0018 

—  0,0012 

—  0,0029 
+  0,0002 


die  molekiilaren  Kräfte  und  die  Stösse  in  Schwingungen  um  bestimmte 
Gleichgewichtslagen  erhalten  werden.  Tritt  nun  eine  deformirende  Kraft 
in  Wirkung,  so  werden  die  Molekeln  gezwungen,  eine  neue  Gleichge- 
wichtslage einzunehmen.  Dieses  aber  kann  nicht  so  bald  geschehen, 
weil  Zeit  erforderlich  ist,  damit  die  molekularen  Stösse  sich  so  aus- 
gleichen, dass  wieder  dauernde  Schwingungen  um  die  neue  Gleich- 
gewichtslage möglich  sind.  Dadurch  sind  die  Nachwirkungserschei- 
nungen bedingt.  Zur  Aufrechterhaltung  einer  Deformation  sind  also 
erforderlich:  1.  die  schliesslich  nach  Verlauf  einer  sehr  langen  Zeit 
nöthige  Kraft,  2.  eine  im  Anfang  und  während  der  Deformation  den 
Einfluss  der  unregelmässig  auf  einander  folgenden  Molekularstösse 
überwindende  Kraft,  3)  eine  Kraft,  welche  die  zweite  mehr  und  mehr 
vermindert  und  schliesslich  ganz  aufhebt. 
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Setzt  man  a  -\-  ß  -}-  y  =  ö,  so  ist  für  die  Componente  Nx  die 
erste  Kraft  ^6  -]-  2  k^a.  Die  zweite  wird  als  Function  dieser  ersten 
angesehen,  also  gleich  A^  (p(6)  -f  2  A^  ^  (a)  gesetzt,  die  dritte  soll  die 
Form  eines  Integrals  haben,   das  sich  vom   Beginn   der  Deformation 

bis  zum  betrachteten  Zeitmomente  erstreckt,  und  sie  muss  dann  sein 

t 

—  \X(f)  [^1  9  W  +  2  ^2  V'  («)]  d  t    Da  sie  zuletzt  die  zweite  aufheben 

0 

soll,  ergiebt  sich  als  Bedingung  für  die  Function  % 

]z(t)ät  =  1. 

0 

Neesen  kommt  in  seiner  Theorie  zu  einer  Formel 
24)  x=  C^e-ß^*  +  Ca«-/*«* 

und  später  für  die  Darstellung  der  Längsnachwirkung  eines  Eautschuk- 

fadens  zu 

n 

log  (a  +  0 

0.  £.  M  e  y  e  r  ^)  ging  in  seiner  ersten  Theorie  von  der  Ansicht 
aus,  dass  die  Nachwirkungserscheinungen  eine  Folge  der  inneren 
Reibung  seien.  Demnach  stellte  er  die  Druckcomponenten  dar  als 
lineare  Functionen  der  relativen  Verschiebungen  und  der  relativen 
Geschwindigkeiten  (wie  später  W.  Voigt).  Diese  Theorie  braucht  dem 
Obigen  zu  Folge  nicht  mehr  dargelegt  zu  werden  und  konnte  der  Er- 
fahrung nicht  entsprechen. 

Die  zweite  Theorie  0.  £.  Meyer^s  ^)  ist  an  sich  gerade  für  uns 
von  Interesse.  Für  den  einfachen  Fall  der  Deformationsbewegung  in 
einer  einzigen  Richtung  haben  wir 

woselbst  a  die  in  Betracht  kommende  Elasticitätsconstante  ist.    Multi- 

plicirt  man  mit  ^— ,  so  wird 

öx 


^  dx  dt^         ex  L2  \8ir/ J' 


Die  Grösse  rechts  innerhalb  der  Klammer  ist  Früherem  zu  Folge  die 
Arbeit  der  elastischen  Druckkraft,  als  solche  vermehrt  sie  0.  E.  Meyer 
um  die  Wärme  Q  der  Substanz  und  erhält  so 

^» "  a  I! =Ä[I  (!!)'+ ^«]- 

1)  Pogg.  Ann.,  Bd.  151,  8.  108;  Bd.  154,  S.  358. 
■)  Wiedem.  Ann.,  Bd.  5,  8.  249. 
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Nun  kann  eine  Ungleichmässigkeit  der  Temperaturvertheilung  nur 
durch  die  verschiedene  Geschwindigkeit  der  Bewegungen  in  den  ein- 
zelnen Schichten  des  Körpers,  etwa  in  Folge  Yon  Reihung,  entstehen. 
Deshalb  setzt  0.  E.  Meyer 


dx       .dxi2\dtj] 


und  bekommt  so 


^  dx  dP  dx  dx^   ^  ^  dt  dxdt' 

oder  yervollständigt  durch  Hinzufügung  eines  der  Reibung  unmittelbar 
Rechnung  tragenden  Gliedes 


dx   dt'^  dx  dx^     '       ^dtdxdt    '       dx  dx^dt 

DasB  diese  Theorie  nicht  genügt,  die  Erscheinungen  der  elastischen 
Nachwirkung  darzustellen,  lehrt  schon  die  Differentialgleichung  selbst; 
wir  schliessen  deshalb,  dass  die  Nachwirkung  nicht  durch  Reibungs- 
erscheinungen  und  durch  dadurch  hervorgebrachte  Wärmeungleichheiten 
veranlasst  sein  kann.  Dass  die  Wärme  bei  den  Nachwirkungen  über- 
haupt keine  Rolle  spielt,  zu  schliessen,  wäre  aber  voreilig.  Wahr- 
scheinlich ist  sie  von  Bedeutung,  nicht  allein  in  Folge  örtlicher,  sondern 
auch  in  Folge  zeitlicher  Ungleichheiten. 

Warburg  ^)  sieht  die  Nachwirkung  als  eine  Folge  der  unrunden 
Gestalt  der  Molekeln  an.  Die  Druckcomponenten  an  einer  Molekel 
hängen  dann  ab  von  der  Lage  dieser  Molekel,  also  von  der  Richtung 
ihrer  Hauptträgheitsaxen.  Sind  die  Richtungscosinus  dieser  Elaupt- 
trägheitsaxen  mit  Bezug  auf  das  Coordinatensystem  x^  y,  JS:  a\  ß\  '/; 
«",  /3",  y";  a'",  /3'",  /",  bedeuten  ferner  Ä»  +  A^,  A»  +  ^2,  /i«  +  k^ 
die  Hauptträgheitsmomente  der  Masseneinheit  einer  Molekel  mit  Bezug 
auf  ihre  Hauptträgheitsaxen  und  setzt  man 

JVo   =  {k'  —  2k)  (k^  +  A2  +  ^2), 

N'  =  2(Sk  +  k')  (a'2jfc2  -|_  ß'2X2  4.  y's^a)^ 

N''  =  2(3k  +  k')  (a"2;fc2  ^  ß"2ii  ^  /'»fi«), 

N'"=   2(3Ä    +   Ä/)   («'"2^2   4.    ß'f'2Xi   if   y'"2|^2). 

T   =2{Sk  +  k')  (a'a"Ä;2  +  ß' ß"  X^  +  //>»), 
T"  =  2(3fc  +  k')  (a'a'"k^  +  ß*  ß'"  k^  +  //'>»), 
r"=  2(3Ä  +  k')  («"«'"  Ä;2  +  /3"/3'"A2  +  y"/"fA2)^ 

so  ergiebt  sich  nach  bekannten  Entwickelungen  von  Cauchy  und 
Poisson  für  die  potentielle  Energie  der  ganzen  isotropen  Substanz 
auf  eine  Molekel 


*)  Wiedem.  Ann.,  Bd.  5,  8.  232  flF. 
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27)  W=  6hNo  +  N^{x^  +  yy  +  «m)  +  N'x^  +  N'' y^  +  N**' z. 

Die  Druckcomponenten  sind  die  Differentialquotienten  nach  den  Xx-, 
Xy  M,  8.  f.  Die  NachwirkungserBcheinungen  sollen  durch  den  Theil 
Ton  W  yerunaobt  sein,  welcher  von  der  Richtung  der  Haupttr&gheits- 
axen  abhängt,  also  durch  den  von  den  N  und  T  bestimmten.  Diese 
Azen  würden  sich  nur  allmählich  in  die  durch  die  Kräfte  erforderte  Lage 
drehen  und  nur  allmählich  in  ihre  ursprüngliche  Lage  zurückkehren. 
Die  Theorie  hat  offenbar  Aehnlichkeit  mit  der  Molekulartheorie  der 
Magnetisirung,  wie  sie  Yon  W.  Weber  und  Maxwell  ausgebildet 
worden  ist,  und  in  der  That  erinnern  die  Erscheinungen  der  Magneti- 
sirung vielfach  an  die  der  Nachwirkung.  Indessen  bietet  sie  der  Vor- 
stellung mannigfache  Schwierigkeiten.  Auch  ist  ein  sehr  gewichtiger 
Einwand  gegen  diese  Theorie  von  W.  Voigt  geltend  gemacht.  Bei 
allseitig  völlig  gleichem  Druck  kann  eine  Drehung  der  Molekeln  nicht 
wohl  angenommen  werden.  Die  Erfahrung  lehrt  aber,  dass  auch  in 
diesem  Falle  sehr  bedeutende  Nachwirkung  vorhanden  ist  (S.  281). 

Die  Boltzm  an  nasche  Theorie^)  ist,  wie  ihr  Urheber  selbst  be- 
merkt hat,  lediglich  ein  Ausdruck  für  die  Thatsache,  dass  die  Elasti- 
citätsersch einungen  von  den  voraufgegangenen  Zuständen  mit  abhängen. 
Sei  ein  rechtwinkliges  Parallelepiped  nach  allen  Richtungen  senkrecht 
zu  seinen  Flächen  gedehnt,  die  Dehnung  der  Längeneinheit  in  Rich- 
tung der  Kanten,  welche  den  Coordinatenaxen  parallel  laufen  sollen, 
betrage  0(,  /3,  y;  ferner  seien  A^,  A,  die  schon  benutzten  L am 6' sehen 
Elasticitätsconstanten  für  isotrope  Körper,  dann  sind  die  Druckkräfte 
senkrecht  zu  den  Flächenpaaren  des  Parallelepipeds,  je  nachdem  diese 
Flächen  senkrecht  zur  x-,  y-  oder  jer-Axe  verlaufen,  abgesehen  von  der 
Erscheinung  der  elastischen  Nachwirkung,  für  die  Flächeneinheit 

Nx  =  ^^{a  +  /3  +  y)  4-  2Aaa, 

Ny  =  X,{a  -f  /?  +  y)  +  2A,/J, 

N,  =  A,(a  +  /3  +  y)  +  2A,y. 

Boltzmann  nimmt  nun  an,  dass  bei  Vorhandensein  einer  Nachwirkung 
diese  Kräfte  nicht  bloss  von  den  momentanen  Dehnungen  abhängen, 
sondern  auch  von  den  voraufgegangenen,  und  zwar  soll  die  Kraft,  welche 
zur  Hervorbringung  einer  Deformation  nach  einer  bestimmten  Richtung 
erforderlich  ist,  geringer  sein,  wenn  dieser  Deformation  eine  andere  im 
gleichen  Sinne  schon  voraufgegangen  ist.  Der  Einfluss  gleicher  vorauf- 
gegangener Deformationen  soll  sich  mit  wachsender  Zeit  abschwächen. 
Ebenso  soll  er  um  so  geringer  sein,  je  kürzere  Zeit  die  voraufgegangene 
Deformation  selbst  gedauert  hat. 

Sei  also  CLt  eine  Dehnung  in  Richtung  der  a;-Axe  zur  Zeit  r,  diese 


')  Pogg.  Anu.,  Ergbd.  7,  8.  624  flf. 
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DehnuDg  habe  die  Zeit  dt  gedauert;  die  Dehnung  a  erfolge  zur  Zeit  t, 
80  wird  der  EinfluBS  jener  Dehnung  Or  proportional  oCty  dr,  und  einer 
Function  if  (t  —  r)  sein,  welche  mit  wachsendem  Argument  abnimmt 
Hiernach  setzt  Boltzmann  an 

28i)     N^  =  k,(a+ß  +  y)  -  2  k^a  —  j[(p  (t]^  t)(ar  +  ßr  +  y^) 

0 

—  2^(e  —  t)at]d(t  —  t) 
oder  für  <  —  v  =  w 

28j)     JV.  =  Ai  («  +  /3  -t-  y)  -  2  A, «  —  J  [?>  0«;)  («,_„  +  /?,_„  -f  y,_J 

0 

und  entsprechend  für  Ny ,  Ng. 

Wegen  der  weiteren  Behandlung  der  Gleichungen  ist  auf  die 
Originalabhandlung  zu  verweisen.  Dass  sie  der  Erfahrung  sich  zum 
Theil  anpassen,  ist  schon  nach  ihrer  Ableitung  zu  erwarten,  da  sie  ein 
Ausdruck  eines  Theiles  der  Erfahrung  sind  ^).  Sie  sind  oft  und  ein- 
gehend geprüft  worden^).  In  mancher  Beziehung  scheinen  sie  der 
Erfahrung  noch  nicht  zu  entsprechen. 

Boltzmann^s  Theorie  ist  Yon  Maxwell  etwas  umgedeutet 
worden.  Denkt  man  sich  nämlich  die  oct^^^  ßt—w,  Vt—w  nach  dem 
Taylor^ sehen  Satz  in  eine  Potenzreihe  nach  tv  entwickelt,  so  kommt 
offenbar  die  Boltzmann^ sehe  Theorie  darauf  hinaus,  dass  man  setzt 

29)     N:,  =  A^(«  +  ß  +  r)  +  At:^^ia  +  ß  -\-  y)  +  A,  ^, 

(CC  +  ß  +  y)+ 2B,a  -  25^  ||  -  2B,  ^ 

Die  Ä  und  B  sind  Functionen  von  w^  (f  (w)  und  t^(w).  Diese  Dar- 
stellung bezieht  sich  unmittelbar  auf  die  betreffende  Zeit  der  Defor- 
mation selbst  und  sie  würde  nur  besagen,  dass  die  Druckkräfte  nicht 
allein  von  den  Dilatationen,  sondern  auch  von  deren  Differential- 
quotienten nach  der  Zeit  abhängen.  Indessen  ist  Boltzmann' s  Theorie 
viel  weitreichender  als  diese,  denn  letztere  setzt  voraus,  dass  die 
Grössen  a,  /},  y  stetige  Functionen  der  Zeit  sind,  was  nur  in  beson- 
deren Fällen  zutreffen  wird.  Sie  bezieht  sich  nur  auf  Verhältnisse  in 
einem  stetig  fortgesetzten  Versuch,  ignorirt  aber  solche  Versuche,  die 
durch  Zwischenräume  getrennt  sind.  Auch  ist  die  Boltzmann' sehe 
ursprüngliche  Theorie  viel  klarer. 

Maxwell  selbst  nimmt  an,  dass  die  Nachwirkung  darauf  beruhe, 
dass  die  Druckkräfte  und  Zugkräfte  Associationen  und  Dissociationen 
der  Molekeln  bewirken,  die  sich  nur  allmählich  entwickeln. 


^)  Vergl.  auch  die  Ableitung  von  R  i  e  c  k  e ,  "Wiedem.  Ann.,  Bd.  20,  B.  484. 
■)  Winkelmann's  Encyklopädie  der  Physik,  Bd.  1,  S.  327  ff. 
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Endlich  habe  ich  noch  eine  Theorie  von  Wiechert  ^)  zu  er- 
wähnen, deren  Bedeutung  aus  dem  vom  Urheber  Belbst  gewählten 
Beispiel  erhellt  Es  handele  sich  um  die  Längsdehnung  eines  Fadens. 
Bat  eine  Spannung  gewirkt,  so  entspricht  die  momentane  Länge  nicht 
genau  der  Spannung,  sondern  ist  in  Folge  der  elastischen  Nachwirkung 
geringer,  als  sie  nach  der  Grösse  der  Spannung  sein  sollte.  Wird  also 
der  Faden  in  seiner  Länge  {  festgehalten,  so  zeigt  sich  die  elastische 
Nachwirkung  darin,  dass  die  Spannung  nunmehr  immer  kleiner  wird. 
Die  einfachste  Annahme  wäre,  dass  die  Aenderung  der  Nachwirkungs- 
spannung dieser  selbst  proportional  ist,  alsdann  hätten  wir 

30i)  ^  =  —  as,  8  =  $0  ß-"'. 

Das  entspräche  gewissen  Formeln  Neesen^s,  die  Grösse  —  käme  der 

Maxweir sehen  Relaxationszeit  (S.  93)  gleich.  Da  diese  Formeln 
jedoch  der  Erfahrung  nicht  genügen,  nimmt  Wiechert  an,  „dass  in 
dem  Faden  mehrere  Zustandsänderungen  mit  yerschiedenen  Relaxations- 
zeiten gleichzeitig  neben  einander  vor  sich  geben".  Die  Gleichung  für 
die  Spannungsänderung  wird  also 

3O2)  s  =  ^sic,    -^  =  —  ttfc  Sfc,      Sk  =  (So)fc  e-^P, 

Auch  in  dieser  Erweiterung  kommt  man  auf  Neesen's  Formel,  wenn 
man  zwei  Glieder  von  der  Summe  nimmt  Finden  Längenänderungen 
statt,  so  setzt  Wiechert  auch  jetzt  noch  die  Nachwirkungsspannung 
8  =  £ Sjc"  Aber  für  die  Aenderung  dieser  Spannung  nimmt  er  an, 
dass  sie  grösser  sei  als  vorher,  was  der  Erfahrung  entspricht,  und 
zwar  setzt  er  nun 

31)  --^=-«,su-ß,^- 

Er  vergrössert  sie  also  um  die  Aenderung  der  Länge. 

Ganz  ebenso  wird  verfahren ,  wenn  es  sich  um  allgemeine  Defor- 
mationen  handelt;    die  Druck componenten   erscheinen   in  der  obigen 

Form,  nur  steht  statt  /3k  % 7  eine  lineare  Function  der  relativen  Ver- 

Schiebung.  Nach  Integration  erscheint  also  irgend  eine  Druckcom- 
ponente  F  zur  Zeit  t  in  der  Form 

t 

32)  F=  ]2ä  Jc-«('-^>dp  +■  yc-«(*-'o). 


*)  Wiedem.  Ann.,  Bd.  50,  S.  335  ff 
Weinstein,  Thermodynamik.    IL  }9 
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p  ist  eine  der  VerficbiebungscomponeDten  und  muss  als  Function  der 
Zeit  r  bekannt  sein,  die  a,  /3  und  9^  yariiren  von  Componente  zu  Com- 
ponente.  Das  kommt  zum  Tbeil  auf  die  Boltzmann'sche  Tbeorie 
binaus,  der  gegenüber  sie  specialisirter  ist.  Ibr  Urbeber  weist  nacb, 
dass  sie  sieb  der  Erfabrung  ganz  gut  anpasst. 

Der  Verfasser  dieses  ist  zu  &bnlicben  Formeln,  wenigstens  für  be- 
sondere Fälle  gelangt,  wie  die  Yorstebenden,  indem  er  yon  der  Ansiebt 
ausging,  dass  die  Nacbwirkungserscbeinungen  wesentlicb  der  gegen- 
seitigen Beeinflussung  des  Deformationsvorganges  und  der  Wfirme- 
verbreitung  ibre  Entstebung  verdanken.  Da  jede  Deformation  mit 
Temperaturänderungen  verbunden  ist,  und  andererseits  Temperatur- 
änderungen Deformationen  bewirken,  müssen  für  beide  simultane 
Differentialgleicbungen  besteben,  und  weil  die  Deformationen  sieb  anders 
verbreiten  wie  die  Temperaturänderungen,  können  erstere  aucb  nicbt 
den  gewöbnlicben  Elasticitätsgesetzen  entsprecben.  Die  Differential- 
gleicbungen abzuleiten  ist  nicbt  scbwer,  sie  zu  integriren  gelingt  nicht 
einmal  in  den  einfachsten  Fällen,  zumal  nocb,  wenn  bei  der  Wärme- 
verbreitung aucb  die  Ausstrahlung  zu  berücksichtigen  ist.  Ich  sehe 
daher  davon  ab,  aucb  diese  Theorie  darzustellen.  Meines  Erachtens 
kommt  bei  der  Nachwirkung  überhaupt  nicbt  bloss  ein  Umstand  in 
Frage,  wahrscheinlich  giebt  es  mehrere  Gründe  für  Nacbwirkungs- 
erscbeinungen. 

Auch  darauf  ist  nocb  hinzuweisen,  dass  eine  Tbeorie  der  Nach- 
wirkung doch  eigentlich  auf  den  Eigenschaften  der  festen  Körper 
aufgebaut  seio  müsste.  In  dieser  Hinsicht  genügt  tbatsäcblich  nur 
Neesen's  Theorie,  denn  ihre  Grundannahme  bestimmter  Scbwingungs- 
centra  für  die  Molekeln  betrifft  gerade  feste  Körper. 

Als  rein  mathematische  Theorie  dürfte  die  Boltz mann' sehe  allen 
anderen  vorzuziehen  sein,  zumal  sie  sich  mit  Leichtigkeit  sehr  verall- 
gemeinern lässt. 

Von  Einzelheiten,  die  Nachwirkung  betreffend,  ist  hier  nur  Fol- 
gendes hervor  zu  heben. 

Kohlrauscb  bereits  bat  gefunden,  dass  die  Nachwirkung  in  sehr 
hohem  Grade  von  der  Temperatur  abhängt.  Ist  eine  Nacbwirkungs- 
erscheinung  eingeleitet,  so  läuft  sie  rascher  ab,  wenn  die  Temperatur 
erhöht  wird;  gleiche  Deformationen  werden  deshalb  zu  Anfang  bei 
höherer  Temperatur  grössere  Nachwirkungen  in  gleichen  Zeiten  geben. 
Die  Constanten  seiner  Formeln  sind  darum  aucb  von  der  Temperatur 
abbängig  ^).  In  seiner  Nachwirkungsformel  a?  =  Gt^^  fand  er  für 
die  Nachwirkung  bei  Silberdrabt  nach  Torsion  C  proportional  der  um 
21,50  vermehrten  Temperatur  in  Graden  Celsius,  so  dass  C  sich 
ganz  gewaltig  mit  der  Temperatur  ändern  würde,  a  dagegen  erwies 
sich  fast  constant. 


0  Pogg.  Ann.,  Bd.  128. 


Wärmeleitaug  iu  festen  Substanzen. 
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Die  elastische  Nachwirkung  kann  man  als  der  Deformation  selbst 
proportional  ansehen.  Die  thermische  dagegen,  veranlasst  durch  Tem- 
peraturerhöhung, ist  proportional  dem  Quadrate  der  Temperatur. 
Dieses  Pernet'sche  Gesetss  hat  sich  gut  bewährt. 

Substanzen  mit  starker  elastischer  Nachwirkung  haben  in  der 
Regel  auch  bedeutende  thermische  Nachwirkung. 

Nachwirkungen  beeinflussen  sich  gegenseitig  unabhängig  von 
ihrer  Richtung,  also  beeinflussen  Torsionen  auch  die  Biegungsnach- 
wirkung  u.  s.  f.  ^). 

Mit  der  Nachwirkung  nicht  zu  yerwechseln  ist  die  unvoll- 
kommene Elasticität  der  Substanzen.  Die  letztere  bewirkt  nach 
Deformationen  dauernde  Aenderungen  der  Körper.  Vollkommen 
elastische  Körper  giebt  es  nicht  in  der  Natur,  sondern  nur  mehr  oder 
weniger  vollkommene.  Demnach  gehören  auch  die  Vorgänge  bei  elasti- 
schen Deformationen,  streng  genommen,  zu  den  nicht  umkehrbaren. 
Ich  werde  diese  Vorgänge  in  einem  anderen  Capitel  behandeln  und 
dort  auf  diesen  Gegenstand  zurückkommen. 


An  dieser  Stelle  habe  ich  noch  mit  einigen  Worten  die  Wärme- 
leitung der  festen  Substanzen  zu  berühren. 

Die  Wärmeleitung  dieser  Substanzen  schwankt  in  viel  weiteren 
Grenzen,  als  die  der  Flüssigkeiten  oder  Gase.  So  ist  die  Wärmeleitung 
des  Silbers  mehr  als  zehntausend  Mal  so  gross,  wie  die  des  Holzes. 
Bekannt  ist,  dass  Wärmeleitung  und  Elektricitätsleitung,  mindestens 
bei  Metallen,  parallel  gehen.  Zur  Temperatur  verhält  sich  die  Wärme- 
leitungsfähigkeit verschieden  bei  den  verschiedenen  Substanzen,  bei 
einigen  wächst  sie  mit  wachsender  Temperatur,  bei  anderen  fällt  sie. 
So  haben  wir  nach  Lorenz'  Bestimmungen  in  C.  G.  S. 


SnbstAnz 

Leitun^RCoefßcient 

,       bei  0°        ,     bei  lOO*' 

,                        1 

Kupfer 

Aluminium 

Messing  (f^elb)     .... 
Neusilber 

0,7198 
0,3445 
0,2041 
0,0700 

0,7226 
0,3619 
0,2540 

0,0887 

Magnesium 

0,3760 

0.3760 

Cadmium 

Eisen 

Zinn 

Blei 

1       0,2200 
!       0,1665 
i|       0,1528 
''       0,0836 
0,0442 
0,0177 

0,2045 
0,1627 
0,1432 
0,0764 
0,0396 
0,0174 

Antimon 

Wismut 

*)  Braun  in  Pogg.  Ann.,  Bd.  159,  S.  337. 

19* 
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Die  Sabstanzen  sind  wie  oben  angegeben  geordnet;  bei  den  vier 
ersten  Metallen  wächst  der  Leitungscoefficient,  bei  dem  fünften  Metall 
ist  er  constant,  bei  den  folgenden  sechs  Metallen  nimmt  er  ab.  In- 
dessen widersprechen  sich  die  Resultate  vielfach,  zumal  die  Abhängig- 
keit von  der  Temperatur  in  hohem  Grade  durch  die  Bearbeitung  und 
von  fremden  Beimengungen  beeinflusst  scheint;  so  zeigt  Kupfer,  je 
nach  Herkunft  und  Phosphorgehalt,  bald  Zunahme,  bald  Abnahme  der 
Leitungsfähigkeit  mit  der  Temperatur.  In  den  meisten  Fällen  hat  man 
die  Leitungsfähigkeit  als  lineare  Function  der  Temperatur  darstellen 
können,  in  anderen  musste  eine  quadratische  benutzt  werden. 

Die  Krystalle  leiten  die  Wärme  nach  verschiedenen  Richtungen 
selbstverständlich  verschieden.    Jeannetaz^)  hat  die  Regel  gefunden, 
dass  die  Richtung  der  grössten  thermischen  Leitungs- 
fähigkeit parallel  ist  der  Richtung  der  grössten  Spalt- 
barkeit. 
Zum  Beweis  fuhrt  er  51  kryatalliaische  Substanzen  an,  unter  denen  sich 
nur  2  befinden,  welche  der  Regel  widersprechen,  während  5  sich  un- 
bestimmt verhalten.    Die  Krystalle  gehören  meist  dem  rhomboedrischen 
oder  quadratischen  System  an,  nur  zwei  hexagonale  werden  namhaft 
gemacht  (Smaragd  und  Nephelin)  und  diese  gerade  verhalten  sich  un- 
bestimmt.   Also  ist  das  Gesetz  möglicher  Weise  auf  bestimmte  Krystall- 
systeme  einzuschränken. 

Beim  Uebergang  in  den  flüssigen  Zustand  ändert  sich  auch  die 
Leitungsfähigkeit,  Baru  s^)  findet  bei  Thymol  eine  Abnahme  von  13  Proc. 
(S.  99).  Grösser  scheint  die  Aenderung  für  Eis  zu  sein,  dessen 
Leitungsfähigkeit  fast  fünf  Mal  so  gross  ist  wie  die  des  Wassers. 
Schnee  hat  jedoch  kaum  die  halbe  Leitungsfähigkeit  des  Wassers. 


0  arätz,  Physik.    Bevue,  Bd.  2,  S.  153. 
*)  Daselbst,  8.  327  flf. 


Zwölftes  Capitel. 

Thermodyiiamische  Mechanik  und  nicht  umkehr- 
bare Vorgänge, 


Zatn  besseren  VerstäDdniss  der  ferneren  Auseinandersetzungen 
schalte  ich  ein  Capitel  über  die  thermodynaniischen  Gleichge- 
wichtsbedingungen,  die  thermodynamischen  Veränderungen 
und  über  die  nicht  umkehrbaren  Vorgänge  ein.  Die  Grundlagen 
für  die  zu  entwickelnden  Lehren  sind  bereits  im  ersten  Bande  im  vierten 
Capitel  gegeben. 

68.    Allgemeine  Gleiohgewiohtsbedingungen. 

Sei  in  der  bisherigen  ßezeichnungs weise  U  die  innere  Energie, 
W  die  äussere  Energie,  S  die  Entropie  eines  Systems  von  der  Gesammt- 
masse  M,  Mi^  M2,  ...,  M^  mögen  die  Massen  der  einzelnen  Theile 
dieses  Systems  bedeuten,  Ui,  t/j,  ...,  Uk  die  inneren,  W^  Wjj  ...,  Wjc 
die  äusseren  Energieen,  Vi,  V21  ...,  Vk  die  specifischen  Volumina,  'd'i, 
^2»  •••»  ^fc  diö  Temperaturen,  Pi,  p-i,  "-,  Pk  die  Drucke,  alle  diese 
Grössen  bezogen  auf  Masseneinheit  und  so  definirt  wie  bisher. 

Wir  haben  nach   den   Gleichungen  C)  auf  Seite   118   des   ersten 
Bandes 
1)  JS^j^Mi^SSk  =  ^Mu8U^  +  I:Mu8W^ 

oder 

2.)  2:  S  (Mu  Uu)  =  J2:&hS  {M^  S*)  —  2:  JU^  ö  TVk 

+  i:{Uu  —  J»uSu)S3Iu. 

Die  Grösse  links   ist   die  Variation   der   gesammten   inneren   Energie. 
Ferner  ist 

also 

22)      d(MU)  =  J2:^uSiMicSk)  —  SMi^dWu  +i:FkSMjc, 
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Die  äusseren  Energieen  mögen  den  gewöhnlichen  Arbeiten  gleich- 
massiger  Drucke  pi,  P21  "*t  Pk  entsprechen,  so  haben  wir  auch 

3,)    d{MU)  =  J2:»j,d(MkSk)  —  £pkMkävic  +£FkSMu, 

oder 

3a)    öiMü)  =  J2:^fcS(MkSk)  —  ^PkS(MkVu)  +  £(Fu+PkVk)dMu, 

also  wegen 

auch 

3s)     Ö{MÜ)  =  JZ^k  S{3h  Su)  —  2:pkS{Mu  t'k)  +  270*  Ö M^. 

Ich  nenne  jetzt  die  Energieen,  Entropieen  und  Volumina  der  einzelnen 
Bestandtheile  üJc,  Sk,  viy  so  wird 

34)  ö(MÜ)  =  j2:&j,ÖSi  —  2:pk8vi  +  £0kSMk. 

Gegen  umkehrbare  Processe  besteht  nun  Gleichgewicht,  wenn  fQr  jede 
Variation  der  inneren  Energie,  bei  der  die  Entropie  unverändert  bleibt, 
jene  Variation  verschwindet,  wenn  also  zugleich  ist 

40  ö(MU)  =  0    unddZ!S'  =  0. 

Somit  hätten  wir 

4^)  J£&kSSk  -  2:pkdvk  -\-  I^OkSMk  =0 

zu  setzen  und  zugleich 

2:0  s' =  0. 

Daraus  ergiebt  sich  sofort,  dass,  wenn  wir  annehmen 


5) 


6) 

wir  in  allen  Fällen,  in  denen  die  einzelnen  Theile  zwar  ihre  Massen, 
nicht  aber  ihre  Zusammensetzung  ändern,  Gleichgewicht  haben  können, 
da  dann,  weil 

7)  dilfi  +  ditfa  +  ...  +  Ö31k  =  0 

ist,  überhaupt  d  (M  U)  =  0  wird. 

Also  kann  bei  allen  physikalischen  Vorgängen  schliess- 
lich Gleichgewicht  eintreten,  wenn  alleSystemtheile  gleichen 
Druck,  gleiche  Temperatur  und  gleiches  thermodynamisches 
Potential  (bezogen  auf  Masseneinheit)  haben  und  die  mög- 
lichen virtuellen  Variationen  des  Zustandes  das  Gesammt- 
volumen  unverändert  lassen. 

Für  Systeme  aus  zwei  und  drei  Phasen  kennen  wir  diese  Gleich- 
gewichtsbedingungen bereits  (Bd.  I,  S.  423,  433;  dieser  Band,  S.  263). 


«•,  =  d,  = . 

■  =  »k, 

Pl  =  Pi  =  • 

•  =  Pk, 

v'i    +  vi  +  ■• 

.  ■{-  v'i!  =  Const. 

<Pi  =  a>,  = . 

•      _i j.  _ 

? 1 IT»1     _.1- 

Gleichgewichtabedingungea  nach  Willard  Gibt 8.  295 

Enthält  das  System  einzelne  Gruppen  von  Substanzen,  welche 
Massen  nur  unter  einander  austauschen,  so  dass  von  Gruppe  zu  Gruppe 
Massenumsetzungen  nicht  stattfinden,  so  brauchen  die  thermodyna- 
mischen  Potentiale  nur  innerhalb  dieser  Gruppen  für  alle  Substanzen 
(bezogen  auf  Masseneinheit}  gleich  zu  sein;  von  Gruppe  zu  Gruppe 
können  sie  andere  und  andere  Werthe  haben. 

Offenbar  geht  die  Ableitung  der  Bedingungsgleiohungen  4)  und  5) 
dahin,  dass  die  drei  Theile  im  Ausdruck  84)  für  die  Variation  der 
inneren  Energie  jeder  für  sich  Null  giebt.    Aus  dem  letzten  Theile  folgt 

8)  2:0icäMic=O. 

Da  die  d Mjc  von  einander  nicht  unabhängig  sind,  sondern  der 
Gleichung  2Jd  Mjc  =  0  entsprechen,  so  führt  dieser  Theil,  wenn  nicht 
alle  O  Null  sind,  zu  der  absoluten  Gleichung 

9)  i:(a>k  +  k)ÖMu  =  0, 

aus  der  sich  dann  sofort  ergiebt  Ok  =  —  A,  also  die  Bedingung 
unter  6).  In  der,  der  Lagrange'schen  Variationsrechnung  ent- 
sprechenden, Weise  sind  also  die  Gleichungen  unter  6)  ebenfalls  ableit- 
bar, was  zu  bemerken  sich  wegen  des  folgenden  empfahl. 

Sind  die  Variationen  der  Massen  Mi,  M^,  ...,  Mie  bedingt  durch 
Umsetzungen  gewisser  Theile  von  ihnen,  etwa  indem  chemische  Ver- 
änderungen, Dissociationen ,  Associationen  erfolgen  können,  so  seien 
Jfi,  Mi,  ...,  Mi  diese  Theile.  Diese  sind  dann  für  sich  unveränderlich, 
80  dass 

10)  öMi  =  ÖMi  =  ...  =  äMi  =  0 

wird.  Von  M{  sei  enthalten  in  Mi  die  Menge  flu,  in  M.2  die 
Menge  ^^i  ^.  b*  ^-i  ^^^  -^a  ^°  ^1  ^^^  f'ia«  ^°  -^s  ^^^  f^22  u.  s.  f.  u.  s.  f., 
so  haben  wir 

dMi  =  Ä^u  +  ^(^vi  +  *f*i3  +  •••  +  ^i^iu 
SM^  =  «ftn  +  Äf*2a  +  öfiaa  +  •••  +  d>j„ 
11) 

^  8Mt,  =  Ä^jbi  +  tf/ifca  +  *^ifc3  +  •  •  +  ^^ki, 

und  zugleich 

öf*ii  +  öfAji   -f-  ...-[-  d>jfei  =  0, 

.   Ä^ij  +  «/i„  +  •••   -h  d>k2  =  ü, 
12) 

8^ii  +  öft2»'  +  '••  +  *f*fc«  =  0. 

Wir  haben  nun  abermals  die  Gleichung  8)  zu  erfüllen.  Ersetzen  wir 
die  SM  durch  ihre  Werthe  nach  den  Gleichungen  unter  11),  so  sind 
die  dft  durch  die  t  Bedingungen  unter  12)  mit  einander  yerbunden. 
Demnach  bekommen  wir,  indem  A^,  A],  ...  ki  Factoren  bedeuten, 
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und  nun  würde  wiederum  folgen 

13)  Ok=  — ZA,.. 

Aber  hieraus  kann  man  jetzt  nicht  ohne  Weiteres  sohliessen,  dass  die 
sämmtlichen  O  einander  gleich  sein  müssen.  Denn  wenn  in  einem 
der  M,  z.  B.  in  Mi,  eines  der  Jf' ,  z.  B.  Mp,  nicht  enthalten  ist  und 
durch  keine  Zustandsänderung  hinein  gelangen  kann,  fehlt  auch  das 
entsprechende  kp  daselbst  und  das  zugehörige  0{  wird,  wenn  alle 
anderen  Massen  darin  sich  vorfinden  und  vereinigen  können,  gleich 
—  kl  —  Aj  —  •••  —  Ap__i  —  kp  +  i  —  •••  —  ki.  Also  mit  anderen 
Worten:  die  Grösse  2^ ki  braucht  nicht  för  alle  O  das  nämliche 
zu  bedeuten,  sondern  nur  für  diejenigen  0,  welche  Systemtheilen  an- 
gehören, die  durch  Zustandsänderungen  alle  von  den  gleichen  Stoffen 
etwas  erhalten  oder  verlieren  können. 

Wir  haben  somit  auch  hier  Gruppen,  jede  Gruppe  be- 
greift alle  diejenigen  Systemtheile,  für  welche  die 
gleichen  Elemente  (oder  chemischen  Verbindungen) 
variiren  können  und  in  jeder  Gruppe  haben  alle  System- 
theile gleiches  thermodynamisches  Potential,  aber  von 
Gruppe  zu  Gruppe  kann  das  thermodynamische  Poten- 
tial andere  und  andere  Werthe  haben,  ohne  dass  des- 
halb das  Gleichgewicht  aufhört. 

Selbstverständlich  besteht  das  Gleichgewicht  a  fortiori,  wenn  das 
thermodynamische  Potential  überhaupt  in  allen  Phasen  gleichen 
Werth  hat. 

Nochmals  ist  jedoch  hervorzuheben,  dass,  damit  Systemtheile  einer 
solchen  bestimmten  Gruppe  angehören,  es  nicht  nöthig  ist,  dass  sie 
alle  gleich  zusammengesetzt  sind,  sondern  nur,  dass  sie  unter  den 
herrschenden  Umständen  gleich  zusammengesetzt  sein  können.  Das 
bringt  eben  der  Begriff  der  virtuellen  Variation  mit  sich.  Jeder  der 
Stoffe,  aus  denen  die  ganze  Gruppe  besteht,  soll  für  jeden  Theil 
möglicher  Bestandtheil  sein,  und  diejenigen  Theile  scheiden  aus  der 
Gruppe  aus,  für  welche  einer  dieser  Stoffe  unmöglicher  Bestandtheil 
ist  unter  den  betreffenden  Umständen. 

Umfasst  das  System  nur  eine  Gruppe  von  Körpern,  so  haben  wir 
unter  5)  und  6)  insgesammt  3  k  —  3  Gleichungen.  Die  Zahl  der 
Variabein  jp,  V,  d"  darin  beträgt  3  h.  Zwischen  diesen  Variabein  haben 
wir  k  Zustandsgieichungen.  Also  bestehen  4tk  —  3  Gleichungen  und 
die  Zahl  der  überschüssigen  Gleichungen  ist  4Ä  —  3  —  3ÄJ=fc  —  3. 
Das  Gesammtvolumen  hat  dabei  überhaupt  constant  zu  bleiben. 

Für  Ä  =  1  giebt  das  —  2,  für  fc  =  2  dagegen  —  1;  bei  einer 
Phase  und  bei  zwei  Phasen  fehlen  2  bezw.  1  Gleichung.  In  diesen 
beiden  Fällen  giebt  es  eine  doppelte,  bezw.  einfach  unendliche  Mannig- 
faltigkeit von  Zuständen,  in  welchen  Gleichgewicht  bestehen  kann. 
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Fär  X;  =  3  ist  die  Zahl  der  Gleichungen  gerade  so  gross  wie  die 
der  Unbekannten.  Die  Phasen  können  mit  einander  nur  in  einem 
Zustande  im  Gleichgewicht  sein,  wenn  jeder  Bestandtheil  der  einen 
Phase  ein  Bestandtheil  jeder  der  anderen  Phasen  zu  sein  yermag.  Alles 
das  ist  uns  bereits  bekannt. 

Wenn  Ä;  ^  3  ist,  haben  wir  wirklich  überschüssige  Gleichungen. 
Im  Allgemeinen  giebt  es  also  kein  Werthsystem  der  Yariabeln  p,  Vj  'd', 
welches  ihnen  genügt.  In  besonderen  Fällen  aber  können  Werth- 
Systeme  vorhanden  sein,  welche  alle  Gleichungen  erfüllen.  Zwischen 
mehr  als  drei  Phasen,  die  sämmtlich  gegen  einander  Bestandtheile  aus- 
Butauschen  vermögen,  wird  also  Gleichgewicht  nur  dann  bestehen 
können,  wenn  diese  Phasen  ihrer  Natur  nach  mit  einander  in  Ver- 
bindung stehen,  w&hrend  sonst  eine  solche  Verbindung  nicht  erforder- 
lich ist.  Eine  Verbindung  zwischen  zwei  Phasen  kann  zum  Beispiel 
vorhanden  sein,  wenn  die  Zustandsgieichungen  dieser  Phasen  aus  ein- 
ander ableitbar  sind.  In  diesem  Falle  kann  es  auch  für  drei  Phasen 
mehr  als  einen  Gleichgewichtszustand  geben. 

Also  Abhängigkeit  der  Phasen  von  einander  ist  Be- 
dingung dafür,  dass  bei  mehr  als  drei  Phasen  Gleich- 
gewicht bestehen  kann. 

Zerfallt  das  System  in  mehrere  Gruppen,  deren  keine  mit  einer  der 
anderen  Bestandtheile  auszutauschen  vermag,  so  geht  für  jede  Gruppe 
von  den  Gleichungen,  welche  sich  auf  das  thermodynamische  Potential 
beziehen,  wie  wir  wissen,  eine  Gleichung  verloren.  Ist  also  die  Zahl 
dieser  Grupen  A,  so  entgehen  uns  X  —  1  Gleichungen  und  die  Zahl 
der  überschüssigen  Gleichungen  beträgt 

14)  J8  =  k  —  k  —  2. 

In  diesem  Falle  können  mehr  als  drei  Phasen  bedin- 
gungslos in  Gleichgewicht  bestehen,  nämlich  im  Höchst- 
falle A  +  2,  also  zwei  Phasen  mehr,  als  die  Zahl  der  Gruppen 
beträgt.  A  -]-  2  Phasen  sind  nur  in  einem  Zustande  in 
Gleichgewicht,  im  Fundamentalzustand.  Weniger  als  A  -|-  2 
können  in  einer  unendlichen  Zahl  von  Fällen  in  Gleich- 
gewicht sein.  Mehr  als  X  -\-  2  vermögen  es  nur,  wenn  eine 
entsprechende  Zahl  von  Phasen  der  Natur  nach  mit  einander 
in  Verbindung  steht.  Die  Verbindung  kann  selbstver- 
ständlich beliebig  sein,  es  müssen  nur  dadurch  so  viele  von 
den  Gleichungen  mit  einander  in  Beziehung  treten,  als  der 
Ueberschuss  der  Phasen  über  X  -\-  2  beträgt. 

Vorstehender  Satz  enthält  das  Wesentliche  der  sogenannten 
Gibbs' sehen  Phasen regel.  Diese  wird  vielfach  so  ausgesprochen,  dass 
es  schwer  ist,  Missverständnisse  zu  vermeiden.  Worauf  besonders  hinge- 
wiesen werden  muss,  ist,  dass  dieser  Satz  nicht  vorauszusagen  vermag, 
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in  wie  vielen  Zuständen  ein  Körper  bestehen  kann,  sondern  nur, 
wie  yiele  Zustände  von  ihm,  oder  überhaupt  wie  viele  Zustände  von 
Körpern  sich  neben  einander  zu  erhalten  vermögen,  unbeschadet  der 
Zustände,  in  denen  der  Körper  oder  die  Körper  sonst  noch  bestehen 
können.  Ist  z.  B.  nur  ein  Stoff  vorhanden,  so  vermag  er  in  einem 
oder  in  zwei  oder  in  drei  Zuständen  sich  im  Gleichgewicht  zu  erhalten. 
Daraus  zu  schliessen,  dass  ein  Stoff  nur  drei  Zustände  (fest,  flüssig, 
gasförmig)  haben  kann,  nicht  mehr,  ist  unberechtigt,  es  könnte  noch 
ein  vierter  Zustand  vorhanden  sein,  wie  ihn  etwa  Crooks  als  Zustand 
der  strahlenden  Materie  vermuthet  hat.  Mit  allen  drei  anderen  Zu- 
ständen zugleich  würde  er  nicht  bestehen  können,  ohne  dass  fort- 
während Veränderungen  stattfinden,  mit  zweien  von  ihnen  oder  mit 
einem  wäre  es  wohl  möglich. 

Wir  nehmen  als  zweites  Beispiel  den  Fall  zweier  Stoffe  und  be- 
schränken diesen  Fall  auf  den  physikalisch  verschiedener  Zustande. 
Die  beiden  Stoffe  bilden  dann  zwei  Gruppen,  welche  keine  Substanzen  aus- 
tauschen. Sie  haben  mindestens  sechs  Zustände,  zwei  feste,  zwei  flüssige, 
zwei  gasförmige.  In  Gleichgewicht  neben  einander  bestehen  können 
davon  jedoch  höchstens  ^  =  2  -|-  2  =  4,  etwa  zwei  feste  und  zwei 
flüssige;  zwei  feste  und  zwei  gasförmige  (dieses  nur  unter  besonderen 
Umständen,  S.  301),  zwei  flüssige  und  zwei  gasförmige  (ebenfalls  nur 
unter  besonderen  Umständen).  In  diesen  aufgezählten  Fällen  ist  nur 
einer  der  Zustände  nicht  vertreten,  der  gasförmige  oder  der  flüssige 
oder  der  feste.  Ist  auch  dieser  Zustand  vorhanden,  so  besteht  ein 
Stoff  in  allen  drei  Zuständen,  der  andere  Stoff  nur  in  einem  Zustande. 
Aber  alle  Zustände  sind  gleichwohl  möglich,  auch  wenn  sie  in  dem 
Gleichgewicht  nicht  vertreten  sind. 

Nun  können  die  beiden  Stoffe  noch  Combinationen  mit  einander 
eingehen,  nämlich  Gemische  (auch  Legirungen),  Lösungen  und 
Hydrate,  letztere  in  verschiedenen  Verhältnissen,  verschiedene  Hydrate, 
bilden.  In  Gleichgewicht  sind  immer  wieder  höchstens  vier  Phasen. 
Nehmen  wir  als  die  zwei  Stoffe  Wasser  und  ein  Salz,  so  können  feste 
Zustände  sein:  Eis  und  Salz,  Eis  und  Hydrat  des  Salzes,  zwei  ver- 
schiedene Hydrate  des  Salzes,  Eis  einerseits  und  Salz  mit  Eis,  oder  ein 
Salzhydrat  mit  Eis,  oder  zwei  Salzhydrate  zusammen  krystallisirt 
andererseits,  Salz  einerseits  und  die  vorbezeichneten  Mischkrystal- 
lisirungen  andererseits,  ebenso  ein  Salzhydrat  einerseits  mit  den  Misch- 
krystallisirungen  andererseits,  endlich  auch  zwei  Mischkrystallisirungen. 
Flüssige  Zustände  wären:  Wasser  und  geschmolzenes  Salz,  oder  ge- 
schmolzenes Salzhydrat,  Wasser  und  eine  Wasser- Salzlösung,  Wasser 
und  Salzdampf  -  Wasserlösung.  Gasförmige  endlich:  Wasserdampf 
und  Salzdampf,  Wasserdampf  und  Wasser  -  Salz dampfgemisch  u.  s.  f. 
Alle  diese  Zustände  könnten  sich  combiniren;  zugleich  bestehen 
könnten  jedoch  davon  höchstens  vier  Zustände  und  dieses  auch  nur  in 
einem  einzigen  Falle,  drei  Zustände  könnten  vorhanden  sein  in  einer 
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einfach  uneDdlichen  Zahl  von  Fällen,  zwei  in  einer  doppelt  unendlichen 
Zahl  von  Fällen. 

Das  Gleichgewicht  der  vier  Phasen  ist  graphisch  repräsentirt  je 
durch  einen  Punkt,  also  durch  so  viele  Punkte,  als  Comhinationen  von  vier 
Phasen  vorhanden  sind,  das  der  drei  Phasen  durch  so  viele  Curven,  als 
Comhinationen  von  drei  Phasen  hestehen.  Vier  solche  Comhinationen 
können  vier  Phasen  erschöpfen;  die  Gleichgewichtscurven  schneiden  sich 
dann  in  demjenigen  Punkte,  welcher  das  Gleichgewicht  dieser  vier 
Phasen  darstellt.  Je  zwei  solche  im  Vierfachpunkt  sich  schneidende 
Curven  schliessen  dann  ein  Ehenenstück  ein,  deren  Punkte  die  Gleich- 
gewicht« derjenigen  beiden  Phasen  darstellen,  die  in  den  beiden  Comhi- 
nationen zu  drei  Phasen  vorhanden  sind. 

Wie  man  diese  besonderen  Betrachtungen  auf  den  allgemeinen 
Fall  beliebig  vieler  Stoffe  auszudehnen  hat,  ist  klar. 

Es  giebt  far  die  Gibbs^sche  Phasenregel  mehrere  Ableitungen, 
eine  von  diesen,  welche  von  Max  Planck  herrührt,  werden  wir 
bald  kennen  lernen.  Es  haben  Manche  geglaubt,  diese  Regel  auch 
ohne  „Hypothesen^  beweisen  zu  können.  Dass  das  nicht  der  Fall  ist, 
sieht  man  am  besten  an  dem  vollständigsten  solchen  Beweis,  der  von 
Wind*)  herrührt.  Die  Schlussgleichung,  zu  der  er  gelangt,  besagt 
eigentlich  nichts  weiter,  als  die  Trivialität,  dass,  wenn  man  von  der  Zahl 
aller  Bestandtheile,  aus  denen  das  System  aufgebaut  ist,  soviel  zum  Abzug 
bringt,  als  der  Zahl  von  Beziehungen,  die  zwischen  ihnen  etwa  vor- 
handen sind,  entspricht,  man  die  Zahl  von  Bestandtheilen  erhält,  die 
als  völlig  unabhängig  und  verschieden  von  einander  angesehen  werden 
können,  was  selbstverständlich  ist.  Das  ist  gewiss  nicht  die  Gibbs'sche 
Phasenregel,  und  wenngleich  man  durch  gewisse  Operationen  diese 
Regel  darin  hinein  interpretiren  kann,  bleibt  doch  das  Wichtigste  be- 
stehen, dass  man  das  voraussetzt,  was  Gibbs  aus  den  Principien 
der  Thermodynamik  beweist,  nämlich  eben  die  Existenz  von  thermo- 
dynamischen  Beziehungen  zwischen  den  Bestandtheilen. 

Indessen  ist  der  Ausdruck,  den  Herr  Wind  seiner  Phasenregel 
verleiht,  nicht  ohne  Interesse.  Sie  kann  dazu  dienen,  die  „Grappen^- 
zahl  zu  ermitteln;  ich  theile  deshalb  die  Ableitung  in  vereinfachter 
Form  mit. 

Es  bestehe  eine  Phase  aus  n'  Stoffen,  zwischen  diesen  Stoffen 
sollen  m*  physikalische  oder  chemische  Reactionen  stattfinden  können, 
jeder  Reaotion  entspricht  eine  Beziehung  zwischen  diesen  Stoffen,  den 
m'  Reactionen  gehören  also  wl  Beziehungen  an,  und  daher  sind  unab- 
hängig von  einander  nur  n'  —  m'  Stoffe.  Für  die  einzelnen  Phasen 
nennen  wir  die  Zahl  der  innerhalb  jeder  Phase  hiernach  „unabhängigen^ 
Stoffe  n^^  n2,  . . .,  nj^.    Die  Gesammtzabl  aller  so  unabhängigen  Stoffe  ist 

n  =  Wl  -I-  n-i  +  •  •  •  +  nk. 


0  Zeitschr.  f.  physik.  Chemie,  Bd.  81,  S.  390  ff. 
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Von  diesen  Stoffen  können  einige  in  mehreren  Phasen  yertreten  sein, 
die  Zahl  der  wirklich  verschiedenen  soll  Ä  sein. 

Wenn  nun  mehrere  Phasen  zusammen  existiren,  so  können  auch 
Ton  Phase  zu  Phase  physikalische  oder  chemische  Reactionen  vor  sich 
gehen.  Indem  jede  Reaction  eine  Beziehung  giebt,  verringert  sich  die 
Zahl  der  unabhängigen  Stoffe  aus  diesem  Grunde  um  l,  falls  l  die  Zahl 
möglicher  Reactionen  zwischen  den  Phasen  bedeutet.  Die  Zahl  der 
nun  unabhängigen  Stoffe  beträgt 

N  =  n  —  Z  =  ni  +n,  +  •••  +  %  —  ^• 
Endlich  können  zwei  Phasen«  wenn  sie  gleiche  Stoffe  haben,  auch  diese 
noch  unter  einander  austauschen.      Ist  V  die  Zahl  der  daraus  resul- 
tirenden  Beziehungen,  so  bleiben  zuletzt  als  wirklich  unabhängig  übrig 

L  =^  n  —  l  —  V  ==  Hl  -h  «3  -|-  . . .  -\-  njc  —  l  —  V. 

Diese  Zahl  nun  muss  gleich  sein  der  Zahl  der  absolut  mit  einander 
weder  reagirenden  noch  sich  austauschenden  Stoffe,  das  heisst  der  Zahl 
Ä  —  l,  also  wird 

Offenbar  entspricht  die  Grösse  A  —  l  der  Zahl  k  der  „Gruppen",  die 
hier  eingeführt  sind.     Es  ist  also 

15)  Unk  —  Z  —  r  =  A. 

Bedenkt  man  nun,  dass  in  jeder  Phase  es  nicht  auf  die  absoluten 
Stoffmengen,  sondern  auf  das  Verhältniss  dieser  Stoffmengen  zu  einander 
ankommt,  so  entsprechen,  da  A;  Phasen  vorhanden  sind,  den  gleichen 
bezw.  verschiedenen  unabhängigen  Stoffen,  deren  Zahl  Ufik  —  l  be- 
trägt, Ä;  weniger  Variabele.  Die  Zahl  dieser  Variabein  ist  also  l^n^^  —  l  —  k. 
Fügen  wir  zu  dieser  Zahl  noch  hinzu  2  für  Druck  und  Temperatur 
und  nennen  hiernach  die  Zahl  aller  unabhängigen  Variabein  überhaupt 

Utile  —  l  —  k  +  2  =  z\ 
so  wird  also 

16)  e'  —  V  =  k  —  k  +  2. 

Das  ist  die  Beziehung,  welche  Wind  abgeleitet  hat  und  die  er  dem 
Sinne  nach  mit  der  Gleichung  14)  für  übereinstimmend  hält,  jedoch, 
wie  der  Leser  sieht,  nicht  ohne  auf  die  Grundlage  dieser  Gleichung 
selbst  Rücksicht  nehmen  zu  können.  Das  Interesse  concentrirt  sich 
hier  lediglich  auf  die  Verfolgung  der  Beziehungen,  welche  zwischen  den 
einzelnen  Stoffen  vorhanden  sein  können. 

Folgende  Beispiele  gebe  ich  nach  Wind.  Die  Phasen  seien 
CaCOs,  Cat/0  und  CO2,  die  ersten  beiden  fest,  die  dritte  gasförmig. 
Innerhalb  der  einzelnen  Phasen  kommen  keine  Reactionen  vor,  zwischen 
den  Phasen  kann  eine  Reaction  durch  Umsetzungen  der  ersten  Phase 
mit  den  beiden  anderen  entstehen.  Ferner  sind  die  Stoffe  alle  von 
einander    verschieden,    also    haben    wir  Z'wfc  =  3,    Z  =  1,    T  =  0, 


Ermittelung  der  Gruppenzahl.  301 

;ff'  =  3  —  14-2  —  3  =  1.  Die  Zahl  der  Gruppen  ist  hier  nach  15) 
gleich  2;  in  der  That  kann  zwar  Ca  COg  mit  CaO  und  COj  in  StofiP- 
austausch  treten,  nicht  aber  CaO  mit  COj.  Also  ist  A  —  Ä  +  2=2 
—  3-^-2  =  1  eben  so  gross  wie  z*  —  l\  Nach  Gleichung  14)  wird 
jer  =  —  1,  das  heisst,  eine  der  Variabein  ist  willkürlieh  und  das  Gleich- 
gewicht wird  durch  diese  Variabele  bestimmt;  zwei  Bestandtheile 
(CaO  und  CO^)  bilden  hier  drei  Phasen. 

Wenn  überhaupt  a  unabhängige  Bestandtheile  a  -\-  \  Phasen 
bilden  und  in  Gleichgewicht  coexistiren,  so  heisst  dieses  Gleichgewicht 
ein  vollständig  heterogenes.  Das  obige  Beispiel  betrifft  ein 
solches  vollständig  heterogenes  Gleichgewicht. 

Als  zweites  Beispiel  seien  genommen  ein  fester  Körper  Salmiak 
(NH4CI)  und  zwei  gasförmige,  Ammoniak  (NHs)  und  Salzsäure  (HCl). 
Ad  sich  kann  ein  Gleichgewicht  bei  Gegenwart  von  zwei  Gasen  über- 
haupt nicht  bestehen,  da  sofort  Diffusion  auftritt  Die  Zahl  der  Be- 
standtheile ist  3,  die  Zahl  der  Reactionen,  wie  im  vorigen  Beispiel,  1. 

Ist  aber  die  Diffusion  beendet,  so  haben  wir  nur  ein  Gas  (wenn 
auch  ein  Gasgemisch)  und  dann  kann  Gleichgewicht  bestehen.  Also 
haben  wir  hier  zwar  drei  Bestandtheile,  jedoch  nur  zwei  Phasen  N  H4  Cl 
und  NHs  -|-  HCl.  Zwischen  diesen  beiden  Phasen  kann  eine  Reaction 
stattfinden,  indem  NH4CI  sich  zersetzt  in  NH^  und  HCl,  also  ist 
En  =  3,  Z  =  1,  i'  =  0,  fc  =  2  und  damit  z*  —  V  z=  2.  Dem  ent- 
sprechend ist  A  =  2,  in  der  That  giebt  auch  nur  NH4CI  Substanzen 
NH3  +  HCl  ab,  nicht  umgekehrt.  Es  wird  aber  A  —  Ä  +  2  =  2. 
Ferner  haben  wir  z  =■  —  2,  hier  sind  also  zwei  Variabele  willkürlich. 

Es  bilden  zwei  unabhängige  Bestandtheile  zwei  Phasen,  das  Gleich- 
gewicht ist  ein  unvollständiges  oder  falsches. 

Die  Grösse  V  ist  Null,  wenn  die  beiden  Gase  in  beliebigem  Ver- 
hältnisB  gemischt  sind.  Bestehen  sie  jedoch  in  der  zweiten  Phase  in 
chemisch  äquivalenten  Mengen,  so  giebt  das  eben  eine  Beziehung,  und 
von  den  beiden  willkürlichen  Variabein  kann  nur  noch  eine  willkürlich 
sein,  das  Gleichgewicht  wird  „vollständig". 

Es  ist  meist  recht  schwer,  alle  möglichen  Reactionen  ausfindig 
zu  machen,  und  oft  kann  es  nicht  einmal  eindeutig  geschehen;  das 
vierte  von  Wind  behandelte  Beispiel  lässt  das  recht  deutlich  erkennen. 
Auch  deshalb  ist  die  Gibbs'sche  Phasenregel  von  beschränktem  Werth. 

Nothwendig  für  das  Gleichgewicht  ist  selbstverständlich,  dass  die 
Gleichungen  zu  reellen  und  positiven  Werthen  für  die  Variabein  fähren, 
negative  oder  gar  imaginäre  Werthe  sind  ausgeschlossen  und  thun  dar, 
dass  ein  Gleichgewicht  nicht  bestehen  kann.  Andererseits  kann  Gleich- 
gewicht in  Fällen  bestehen,  die  nicht  unmittelbar  durch  die  bisher 
abgeleiteten  Formeln  gedeckt  sind.  Diese  Formeln,  mit  der  Bedingung, 
dass  sie  zu  reellen  und  positiven  Werthen  für  die  physikalischen  Grössen 
führen,  sind  unter  allen  Umständen  hinreichend  für  das  Gleichgewicht, 
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aber  nicht  immer  absolut  noth wendig.  Doch  davon  bei  anderer  Ge- 
legenheit. 

Wir  betrachten  nun  die  Gleichgewichtsbedingungen  von  einem 
anderen  Gesichtspunkte,  der  uns  auf  die  Gleichungen,  wie  Planck  sie 
aufgestellt  hat,  fahrt.  Wir  nehmen  wieder  den  Fall,  dass  alle  System- 
theile  eine  Gruppe,  in  dem  schon  oft  bezeichneten  Sinne,  bilden.  Das 
thermodynamische  Potential  des  ganzen  Systems  ist  gegeben  durch 

17)  M0  =  Mi0i  +  J/aO^a  +  ...  +  Mu^k. 
also  nach  Variation 

18)  MdO  =  HOkSMu  +  £MuS0k^ 

Aber  es  ist  im  Gleichgewicht  nach  6) 

Ol  =  0,2  =  •••  =  Ojc    und    2:öMk  =  0, 
somit 

19)  Md0  =  ÜMkSOu. 

Nun  besteht  die  Bedingung  für  das  Gleichgewicht  auch  darin,  dass 
unter  Constanthaltung  von  Druck  und  Temperatur  die  Variation  von  0 
verschwindet,  also  wird  auch 

20)  £Mic(d0j,)p^»  =  O. 

Wenn  nun  die  O,  welche  von  j;,  v  und  0"  abhängen,  nicht  deshalb 
variiren  sollen,  weil  p  und  d'  (also  auch  v)  etwa  variiren,  so  müssen 
sie  aus  anderen  Gründen  variiren,  und  das  kann  nur  darin  gesucht 
werden,  dass  sie  ausser  von  den,  allen  Körpern  zukommenden  Grössen 
p,  i\  d",  noch  von  anderen  Grössen  abhängen,  die  die  Besonderheit  jedes 
Körpers  bedingen.  Es  seien  diese  Grössen  für  Oi  bezeichnet  durch 
^u,  Xi2i  •..)  ^lii  für  O2  durch  X31,  ^22)  -..«  ^2»  u*  s*  f-  ^^^  ^n  ^2i> 
.•M  ^ki  sollen  sich  entsprechende  Grössen  sein,  das  heisst  solche, 
welche  in  jedem  Potential  die  gleiche  eigenschaftliche  Abhängigkeit 
feststellen,  ebenso  die  Xia^  •^22^  '*•«  ^^2«  u.  s.  f.;  hiernach  haben  wir 

21)  y;j/4-^dx,,  +  Siif.|^Äx«  +  ...Vjif,|^Äx»=o. 

Für  jeden  Körper  sind  die  d  x  bo  zu  wählen ,  dass  keine  Abhängigkeit 
zwischen  ihnen  vorhanden  ist.  Wären  nun  auch  die  dx  der  ver- 
schiedenen Körper  unabhängig  von  einander,  so  hätten  wir  überhaupt 


d  Xki 


=  0 


für  alle  Werthe  von  k  und  i,  und  das  würde  lediglich  besagen,  dass 
S0jc  =  0  ist.  Hieraus  aber  würde  folgen ,  dass  jeder  der  Körper  für 
sich  im  Gleichgewicht  ist.  Selbstverständlich  ist  dann  auch  das  ganze 
System  im  Gleichgewicht,  das  wäre  aber  eine  Trivialität,    Also  werden 
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zwischen  den  S  x  der  verschiedenen  Körper  Beziehungen  bestehen.  Es 
seien  schon  die  x  so  gewählt,  dass  diejenigen,  zwischen  deren  Varia- 
tionen Beziehungen  vorhanden  sind,  gleichen  zweiten  Index  haben. 
Diese  Beziehungen  sind  naturgemäss  linear  und  wir  würden  haben 

(  aii*a;ii  +  a^idx^i  +  -"  +  aj^äxia  =  0, 

aiidXi2    +   (hi^^22  -{-  '"   -\-   «M^^fc2  =  0, 


22) 


auSx^i  +  a^iSxii  -\-  •••  +  awöa:jk,-  =  0. 


Multipliciren  wir  diese  Gleichungen  mit  Factoren  A^,  A^,  ...,  A«  und 
addiren  die  Producte  zu  der  obigen  Bedingungsgleichung  21),  so  folgt 
in  dem  Lag  ränge*  sehen  Schema  beispielsweise 


Jfi  -— ^  =  Ajan,  M^ 


also  erhalten  wir  überhaupt 


Aj  021 1 


23) 


a,i    dxxi 
«12  a^ia 


«21     8^21 

022  8a:22 


«fc2  8a:k2' 


M^  dO^  _  Jfa   a^  _  . . .  _  ^  8^fc 

Diese  Gleichungen  können  an  Stelle  der  früheren  Gleichgewichtsbe- 
dingungen treten,  denn  sind  sie  erfüllt,  so  muss  nach  18)  auch  UO^dMie 
=  0  sein,  was  zu  den  Gleichungen  6)  führt.  Wie  man  leicht  beweisen 
kann,  gelten  sie  auch  im  Falle,  dass  das  System  in  Einzelgruppen 
zerfällt. 

Wie  man  die  x  zu  wählen  hat,  lässt  sich  allgemein  nicht  sagen. 
Es  müssen  Grössen  sein,  durch  die  das  Verhalten  der  Substanzen 
gegen  einander  abgegrenzt  wird,  nicht  bloss  das  einer  Substanz  für 
sich  in  verschiedenen  physikalischen  Zuständen. 

Wählt  man  für  die  x  die  Quantitäten  von  Stoffen,  aus  denen  die 
Körper  zusammengesetzt  sind,  macht  also  nach  den  Angaben  auf  S.  295 

^11  =  f*ll»        ^12  =  ^12»        •••1        •''^1»  =  ^1»» 
ajjj   =  M^2U        ^22   =  ^22»         •••»        ^2»  =  ^2t» 


Xk\  =    ^kl,        0Ck2  =  ilk2, 


Xki    =  ^W, 


80  sind  zufolge  der  Gleichungen  12)  alle  a  gleich  1.    Indem  man  dann 
ferner  beispielsweise  setzt 
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Clin 


d(in 
und  beachtet,  dass  wegen 

Ml  =  ^n  +  /^la  + 


~  O, 


24) 


•Mj   =   ^21    +    ^22    + 


diin 

+   ^in 
+    i^2M 


Mk  =  ftfci  +  ^M  +  •••  +  V^ki 
=  1  und  überhaupt  alle  Differentialquotienten  der  M  nach  den 


betreffenden  fi  diesen  Werth  1  haben,  erhält  man,  wenn  gesetzt  wird 
25)  M^^i  =  Oi,    M^O^  =  0i M^0u  =  Oi 


26) 


0/1,1 

Oft,, 

ea>i 

8<I>3 

C.Ul» 

8^2» 

Ö<Pl 

8*2 

8  ^1.-        8  f*2i 


8f*fc2' 


8  ^ki 


Diese  Bedingungsgleichungen  sind  yon  Planck  aufgestellt^). 
Sie  sind  ein  specieller  Fall  der  Bedingungsgleichungen  unter  23). 

Jede  dieser  Gleichungen,  sagt  Planck,  dessen  wichtige 
Deutung  ich  hier  wiedergebe,  bezieht  sich  auf  den  Ueber- 
tritt  eines  unabhängigen  Bestandtheiles  aus  einer  Phase  in 
eine  andere;  sie  spricht  aus,  dass  das  Gleichgewicht  in 
Bezug  auf  diesen  Uebertritt  gesichert  ist,  dass  also  in  der 
Natur  gerade  dieser  Uebertritt  nicht  stattfindet.  Wie  es 
sein  muss,  hängt  diese  Bedingung  nur  von  der  inneren  Be- 
schaffenheit der  Phasen,  nicht  von  ihrer  Gesammtmasse  ab. 

Die  Möglichkeit  des  zweiten  Satzes  erhellt  in  der  hier  gegebenen 
allgemeinen  Form  23)  der  Bedingungen  ganz  besonders  klar,  und  diese 
Bedingungen  beziehen  sich  auf  das  Gleichgewicht  nicht  allein  in  Bezug 
auf  den  Uebertritt  von  Bestandtheilen  aus  einer  Phase  in  eine 
andere,  sondern  überhaupt  in  Bezug  auf  Beeinflussungen  der  Phasen 
unter  einander  durch  Austausch  irgend  welcher  Agentien  und  sogar 
irgend  welcher  Figenschaften,  vorausgesetzt,  dass  man  letztere  iq  den 
Gleichungen  für  die  therm odynamischen  Potentiale  zum  Ausdruck 
bringen  kann. 

Die  Zahl  der  Gleichungen  unter  26)  beträgt  i(k  —  1).  Ferner 
seien  die  Gesammtmassen  der  unabhängigen  Bestandtheile,  welche  das 


*)  Thermodynamik,  8.  167. 
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ganze  System  znsammensetzeD,  ft^,  ^21  •••>  f^i»  so  dass  ist 

/*1    =   f^U    4-    ^21    +    •••    +    l^kli 

27)  /*3  =  /*iJ  +  ^2  +  •••  +  /^fc2, 

f*i  =  l^ii  +  Ihi  +  ••  +  f*k*. 
Sind  diese  Gesammtmassen  gegeben,  so  haben  wir  i  weitere  Gleichungen, 
zusammen  also  i  {k  —  1)  -|-  i  =  ik  Gleichungen,  aus  denen  die 
ik  Grössen  (ijd  berechnet  werden  können,  wenn  Temperatur  und  Druck 
bekannt  sind.  Nach  Berechnung  dieser  Grössen  erhält  man  dann  aus 
den  Gleichungen  24)  die  Grössen  M.  Was  hier  als  „unabhängiger 
Bestandtheil*^  bezeichnet  ist,  entspricht  auch  dem,  was  früher  unter  dem 
Namen  „Gruppe"  verstanden  wurde,  ohne  mit  ihm  natürlich  identisch 
zu  sein.  Die  Phasenregel  gilt  auch  für  die  unabhängigen  Bestand- 
theile,  und  es  ist 

28)  k^i  +  2, 

also  die  Zahl  der  Phasen,  die  mit  einander  bedingungslos  in  Gleichgewicht 
sein  können,  höchstens  um  zwei  grösser  als  die  Zahl  der  unabhängigen 
Bestandtheile.  So  drückt  Planck  die  „Phasenregel*'  aus.  Hervorzu- 
heben ist  noch,  dass  Planck  seine  Gleichungen  nicht  auf  das  hier 
nach  Gibbs  und  Duhem  beibehaltene  thermodynamische  Potential  ^ 
selbst  bezieht,  sondern  auf  dieses  nach  Division  mit  der  absoluten 
Temperatur  und  Umkehrung  des  Zeichens.  Nennen  wir  diese  Func- 
tion 9^,  so  wäre  die  Planck' sehe  Grösse  *) 

29)  gr  =  —  1  «. 

CT 

Wir  betrachten  noch  die  Rolle  der  freien  Energie  beim  Gleichgewicht. 
Zufolge  der  Gleichungen  6)  war 

a>i  ==  02  =  .  .  =  0k. 

Für  zwei  Phasen  ist  also 

üa  —  Jd-Sa   +  pVa  =    ü^i  —   J^  Sß    +  pV^^ 

oder 

30)  Fa    +  pVa  =  JF>    +  PV^, 

Hieraus  folgt 

31)  ,=  -?^J=iIi^-d^. 

'  Va   --  Vi  JV 

Diese  sehr  bemerkenswerthe  Gleichung  erinnert  an  die  Beziehung  76) 
auf  Seite  91  des  ersten  Bandes 


— ca 


*)  Von  ihm  übrigens  mit  ^  bezeichnet. 
Weinstein,    Thermodynamik.    IL  20 
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Indessen  bezieht  sich  letztere  Gleichung  32)  nur  auf  die  Aenderung 
der  freien  Energie  mit  der  Aenderung  des  specifischen  Volumens  einer 
und  derselben  Phase,  die  neue  Gleichung  31)  dagegen  auf  die  Aen- 
derung der  freien  Energie  beim  Uebergange  Yon  einer  Phase  zu 
einer  anderen,  mit  der  sie  sich  im  Gleichgewicht  befindet,  mit 
Aenderung  des  specifischen  Volumens  beim  gleichen  Uebergange. 
Offenbar  ist  die  Gleichung  31)  umfassender  als  die  32),  letztere  bildet 
einen  besonderen  Fall  von  ersterer,  nämlich  wenn  die  beiden  Phasen 
denselben  Körper  betreffen. 

Femer  haben   wir,  um   Entscheidung  über  die  Stabilität  des 
Gleichgewichts  zu  treffen,  zunächst 

dp  _  dp_dih    ,     d£dVi    ,...,     8£^, 
dv~  dv^   dv   "^  ava  dv    +"*"'"  gt^k  dv' 
Es  ist  nun 


83)  |^=_A(^^-\ 

dVu  dVa\CVa/ 

also 

dp  dvg 0_  /8Fa\  dva 

CVa     dv  dVa   \dVa/     dv 


und  es  wird 


dv  dVi  \dViJ   dv        dv^Xdv^J   dv 

__  _a_  /8FA  dn 
dv    Kdvjc/   dv 
Andererseits  haben  wir 

8F  ^  8F  8 ^        gF  8 1^  ,    dFd_Vu 

dv~  dvi'dv  '^  dv^  dv   +'"■'"  dvjc  dv' 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  für  die  freie  Energie  des  ganzen  Systems  die 
Gleichung  gilt 

35)  MF  =  ilfj Fl  +  ilfa Fa  4-  .  .  +  MuF^ 

und  beachten,  dass  naturgemäss  Vi  nur  in  F^,  v^  nur  in  F^  u.  s.  f.  ent- 
halten sein  wird,  und  femer,  dass  die  M  von  den  v  unabhängig  sind, 
so  erhalten  wir 

dv  ^  dvi    dv  ^  dv2    dv    ^  ^         dvk  dv 

Die  abermalige  Differentiation  ergiebt  für  irgend  ein  Glied 

d       /.,     dFa    dVa\    _     „     d^Fa    fdVa^      .        ^^     Ö  F„    d' Va 

dVa  r^"  dT^Tl)  ~  ^^^  alT  \d^)   ^  ^''d7aJ^' 

also  wegen 
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Mv  =  M^Vi  +  M^Vf  +  •••  +  -affcVfc, 
woraus  für  irgend  eines  der  v  folgt 


dVa  M       d^Va 

=  W, 

dVaY 


^^^  T^  —  31a'      dV^     ~^' 


OVa\  OVa     CV/  0  Va     \  0  V  J 

Hiemach  wird 

38)  üf  ^  =  ^^  -ö1;T  (g^j     +  ^»  älJT  U«)     +   - 

,     ^  8'Ffc  /ÖVkV 

und  wegen  der  eben  angegebenen  Werthe  der  Dififerentialquotienten 
der  Vu  nach  v 

^  8t;«      ■   81?!^   dv  "^    Öt;^'^  "8t;   "^  '"  "*"    8t;;   8t'' 

8« 
Halten  wir  diese  Gleichung   zusammen   mit  der  34)  far  ^— ,  so  folgt 

ov 

dp_        d^F 

dv~        dv^' 

wie  im  Falle  einer  einzigen  Phase. 

Nun  können  bei  einer  Druckvermehrung  die  einzelnen  Phasen  sich 
beliebig  verhalten,   insgesammt  muss  jedenfalls  dabei,  wenn  stabiles 

Gleichgewicht  stattfinden  soll,  die  Gesammtdichte  zunehmen,  •:r—  also 

0  V 

wie  im  Falle  einer  einzigen  Phase  negativ  sein. 

Also  ist  die  Bedingung  für  Stabilität  des  Gleichgewichts 
allgemein: 

d^F 


40) 
Da 

i:.^"- 

bt,  so  haben  wir 

F  =  O  '—  pv 

dF 
dv  ~ 

dO                   dp 

dv        P        %t;' 

d^F 

82<2>        ^  dp           82» 

d  v'^            dv           8 1;2 

und  die  Stabilitätsbedingong  ist  auch 

20* 
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Wir  benutzen  diese  Ansein  an dersetzung  noch,  nm  für  die  thermo- 
dynamischen  Potentiale  noch  besondere  Gleichungen  abzuleiten  und 
damit  die  wichtige  Gleichung  35)  zu  rechtfertigen.  Nennen  wir  Q  die 
Dichte  des  ganzen  Systems,  so  ist  zufolge  32) 

—(IC),= +  '•(!!).• 

also 

dQ        \    ÖQ    J» 
Andererseits  haben  wir 

MO  =  -af,  01  +  JtfjOa  +  ...  +  -Mit^k. 
Da  die  O  naturgemäss  nicht  von  den  Substanzmengen  selbst  abhängen 
können,  wird  allgemein  eines  der  O  der  Phasen 

ÖMu  dMa  \         OQ    /s^ 

sein,  oder 

"■)        *-  =  (T-)  +  -m(T-)/ 

Wir  denken  uns  jetzt  die  freie  Energie,  wie  früher  das  tbermo- 
dynamische  Potential,  als  abhängig  von  |>,  d"  und  den  ft,  die  Dichte  Q 
wird  ebenfalls  Function  dieser  Grössen  sein  können.  Ahdann  haben 
wir,  indem  wir  den  Index  d"  fortlassen, 

8     (d(QF)\  ^  /dHQF)\    dQ         dHQF)  d(ia^ 
dMa  \    dQ    J        \    dg^   )  dMa  "^  dQö^iai  dMa 

dgcfiai  dMa  dQöiiui  dMa 

Nun  ist  nach  42)  und  weil  p  von  Ma  nicht  abhängen  kann, 

d     /d(QF)\        digF) 

-r  V  g  - 

also 


dMa 


(d(QF)\  ^  l  \d(p_F)  _  fd(QF)\    dQj 
\    dQ    /       QlcMa         \    dQ    J  dMai 


Q  L  dllai      dMa    "*"      dHa»      dMa  '"    "*"    '<)/*„<      8  KJ 

und  08  wird 

45.)  *„  =  i  \q  mil)    +  ^  V^^|i^l,«  =  l.M...* 
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oder,  da  ^         ==  1  ist: 

In  etwas  anderer  Gestalt  findet  sich  diese  Formel  bei  Herrn  Duhem  ^). 

Sollen  nun  die  sämmtlichen  thermodynamischen  Potentiale  einander 
gleich  sein,  so  darf  die  in  der  Klammer  stehende  Summe  von  den  fi 
nicht  abhängen,  das  kann  nur  sein,  wenn  F  lineare  Function  der  fi  ist. 

Dieser  wichtige  Satz  ergiebt  sich  übrigens  leichter  aus  der  Glei- 
chung für  O  selbst.     Dieser  zufolge  ist 

M0  =  M,iFi  +PiV,)  +  M^iF^  +  p,v,)+  ...  -\- Mi,(Fj,  +  pHVk). 

Da  im  Gleichgewicht  alle  p  einander  gleich  sind,  so  folgt 

MO  =  UMi^Fk  +  p^MicVk  =  2:MicFk  +  Mpv. 

Indem  wir  aber  haben 

M0  =  MF  +  Mpv, 
wird 

mf  =  2:mi,Fi,, 

wodurch  ebenfalls  die  Formel  35)  gerechtfertigt  ist. 

Wir  untersuchen  nun  noch,  wann  ein  bestehender  Gleichgewichts- 
zustand erhalten  bleibt,  wenn  Temperatur  und  Druck  aller  Phasen 
zusammen  yariirt  werden  und  zugleich  auch  Substanzaustauschungen 
stattfinden.  Das  thermodynamische  Potential  sei  im  Gleichgewichts- 
znstand O,  Indem  wir  p,  d'  und  die  fi  variiren,  geht  O  über  in 
0  -}-  jdO,  woselbst  jd0  diese  Aenderung  von  O  bedeutet.  Nun  ist  O 
eine  Function  von  j?,  d"  und  den  sämmtliclien  ^kit  also  wird 

Op  Cv"  C^ii  0 /iij 

Nach  den  Gleichungen  unter  77)  und  78)  auf  S.  91  von  Bd.  I  ist 
für  eines  der  <P,  etwa  Oa 

also,  da  die  M  naturgemäss  von  ^  nicht  abhängen,  auch 

e^^n= -'""«■• 

*)  DissolutionB  et  Mölangea,  Traveaux  et  Memoire»  des  facultes  de 
Lille,  8.  46. 
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somit  auch 

das  heisst 

und  entsprechend 

48)  ^GfX^'^^' 

also  hekommen  wir 

Setzen  wir 

so  geht  die  Gleichung  über  Jn 

49^)  J'0  =  v^p  -  JS^^  +y]y]4^^(^ici' 

Dieses  haben  wir  zu  O  zu  addiren,  um  das  ganze  thermodynamische 
Potential  im  neuen  Zustande  zu  erhalten.  Soll  nun  auch  jetzt  Gleich- 
gewicht bestehen,  so  muss  sein 

50i)  d(ö  +  z/ar)p,;^  =  o, 

und  da  d^  =  0  schon  sein  sollte ,  indem  wir  yon  einem  Gleich- 
gewichtszustande ausgegangen  sind,  so  haben  wir 

also 

+  SS  *  G^)^.w. 

Da  die  Operationen  d  und  ^  unabhängig  von  einander  sind,  bo 

giebt  das  dritte  Glied  auch  ^]  ^] z/  d  (/itk,).     Nun  ist 

-^^  -^-^  C  lljci 


51)  ,^        _  . 

und  da  wir  nach  26)  haben  für  irgend  einen  Index  a 

SO  wird,  wenn  wir  eine  der  vorstehenden  Grössen  mit  («i)  bezeichnen. 
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Es  ist  aber 

tf  ^j  :=  d  ^ j  =  . . .  =  Ä  ^,-  ==  ü. 

Die    erste   Doppelsamme    versohwindet    hiernach    und    es    bleibt    als 
G  leicbgewi  chtsbedingung 


53,) 


^  =  8-oJp  —  j8Sd»  +  ^^8  (J—\jn^ 


Sei  noch  die  bei  der  virtuellen  ZuBtandsänderung  dem  System  zuge- 
führte W&rmemenge  d  Q,  eo  haben  wir  wegen 

8Q  =  »dS 
auch 

53,)  o  =  öv^p-J^J»  +  22  *'  (l^)^'**'- 

Dabei  ist  zu  beachten,  dass  die  virtuelle  Zustandsänderung,  welche  d  S 
ergab,  für  constante  p  und  d"  galt,  also  isopiestisch  und  isothermisch 
war.  Die  durch  z^  bezeichneten  Variationen  können  ganz  willkürliche 
sein,  u.  a.  brauchen  dabei  die  auf  die  unabhängigen  Bestandtheile  sich 
beziehenden  solchen  Variationen  nicht  zu  verschwinden.  Es  können 
also  neue  Massen  zugeführt  und  entfernt  werden. 

Die  Variationen  z/  sollen  nun  wirkliche  Aenderungen  darstellen, 
wir  bekommen  dann 

offenbar  eine  Beziehung  für  das  Verhältniss  der  Druckänderung  zu  der 
Temperaturänderung  bei  dem  Uebergange  aus  einem  Gleichgewichts - 
zustande  zu  einem  anderen ,  und  S  Q  und  d  v  sind  zusammengehörige 
virtuelle  Aenderungen  des  Wärmeinhaltes  bezw.  des  specifischen 
Volumens  bei  isopiestischer-isothermischer  Znstandsänderung.     Ebenso 

sind   die    ö  l  t^ j   virtuelle    isothermisch  -  isopiestische   Variationen, 

welche  ihre  Entstehung  Aenderungen  der  inneren  Beschaffenheit  der 

Phasen  verdanken.    Der  einfachste  Fall  ist  der,  dass  alle  Phasen  des 

Systems  bei  diesem  Uebergange  aus  einem  Gleichgewichtszustande  in 

einen  anderen  ihre  Beschaffenheit  beibehalten,  das  bedeutet,  dass  die 

C  0 
;: eben  keine  Variationen  erfahren.     Alsdann  bleibt 
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Das  ist  die  Grundgleichung  für  alle  Umwandlungsverhältnisse,  etwa 
für  den  Uebergang  aus  einem  Aggregatzustande  in  einen  anderen  oder 
aus  einer  Modification  in  eine  andere.  Ist  zum  Beispiel  eine  Phase 
eine  P'lüssigkeit,  die  zweite  deren  Dampf,  und  verdampft  die  Menge  m 
der  Flüssigkeit,  so  ist  6v  =  (Vi  —  Vj) w,  und  d  Q  =  rm.  Das  giebt 
die  Gleichung  für  die  Verdampfungswärme.  Ist  Sv  =  (V2  —  Vj)  w, 
dQ  =  lm,  so  resultirt  die  Gleichung  für  die  Schmelzwärme,  ähnlich 
die  für  die  Sublimationswärme  oder  die  für  die  Umwandlungswärme. 
Ueberhaupt  haben  wir,  so  oft  ein  Stofif  in  zwei  Phasen  existirt,  für  die 
Umwandlungswärme  der  einen  Phase  in  die  andere 

56)  Jr  =  »(v'  -v")^, 

woselbst  v'  das  specifische  Volumen  der  einen,  v"  das  der  anderen 
Phase  bedeutet.  ^  ist  die  Umwandlungstemperatur  (Verdampfs-, 
Schmelz-,  Sublimations-,  Dissociations-  u.  s.  f.  Temperatur),  j)  der  Um- 
wandlungsdruck, und  es  hängt  zufolge  der  entsprechenden  Be- 
ziehung 

57)  O'  =  0" 

der  Umwandlungsdruck  allein  von  der  Umwandlungstemperatur  ab,  so 
auch  bei  Dissociationsvorgängen ,  wie  in  dem  Seite  301  behandelten 
Beispiel  der  Zersetzung  von  Salmiak  (NH4  Gl)  in  Ammoniakdampf  (N  H3) 
und  Salzsäure  (HCl). 

Die  Ableitung  ist  wesentlich  die  von  Planck  gegebene. 

Andere  Beispiele  werden  wir  später  kennen  lernen. 

Zum  Schlüsse  dieses  Abschnittes  haben  wir  noch  die  vorstehenden 
Betrachtungen  nach  mehreren  Richtungen  hin  zu  verallgemeinern. 

Es  beruhen  diese  Betrachtungen  auf  der  Annahme,  dass  eine  An- 
zahl von  Phasen  vorhanden  sind,  welche  gewisse  Veränderungen  durch- 
machen können.  Die  Veränderungen  mögen  innerhalb  jeder  Phase 
und  von  Phase  zu  Phase  geschehen.  Offenbar  ist  vorausgesetzt,  dass 
die  Zahl  der  Phasen  vor  und  nach  den  Veränderungen  dieselbe  ist,  es 
sollen  also  keine  Phasen  verschwinden  und  keine  entstehen. 
Das  erstere  kommt  nicht  in  Betracht,  da,  wenn  Phasen  verschwinden, 
das  auf  sie  sich  beziehende  Glied  der  Gleichgewichtsbedingung  über- 
haupt herausfällt.  Das  zweite  aber  scheint  Bedeutung  zu  haben.  Nun 
handelt  es  sich  immer  um  unendlich  kleine  Veränderungen,  also,  wenn 
neue  Phasen  entstehen,  um  unendlich  kleine  solche  Phasen  (von  un- 
endlich geringer  Substanzmenge).  Beschränken  wir  unsere  Betrach- 
tungen auf  endliche  Phasen,  so  können  diese  unendlich  kleinen  neuen 
Phasen  —  falls  sie  nicht  etwa  auslösend,  katalytisch,  wirken  —  das 
Gleichgewicht  der  endlichen  Phasen  nicht  stören;  und  Gleichgewicht 
überhaupt  besteht,  wenn  die  endlichen,  ursprünglichen,  Phasen  für  sich 
und  die  unendlich  kleinen,  neuen,  Phasen  wiederum  für  sich  im  Gleich- 
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gewicht  sind.  Willard  Gibbs^),  der  diesen  Fall  eingehend  unter- 
sucht, kommt  im  Wesentlichen  zu  dem  nämlichen  Ergebniss.  Doch 
kann  man  den  Fall  überhaupt  als  in  dem  bereits  behandelten  ent- 
halten ansehen,  denn  kennt  man  aUe  möglichen  Reactionen,  so  ver- 
mag man  in  die  Bedingungen  die  neu  entstehenden  Phasen  von  vorn- 
herein als  Phasen  überhaupt  einzuführen  und  die  Gleichungen  schliessen 
diese  mit  ein.  Ein  anderes  Mittel  würde  nach  Willard  Gibbs  darin 
bestehen,  dass  man  für  die  neuen  Phasen  solche  Phasen  fingirt,  welche  bei 
Beginn  des  Vorganges  in  leeren  Räumen  bestehen,  die  sich  während 
des  Vorganges  füllen.  Wenn  die  neu  entstehenden  Phasen  kataly tische 
Wirkungen  ausüben,  kann  höchstens  ein  labiles  Gleichgewicht  bestehen. 

Die  zweite  Verallgemeinerung  betrifft  die  Annahme,  dass  das  Ge- 
eammtvolumen  keiner  möglichen  Veränderung  unterliegen  soll.  Diese 
Bedingung  ist,  wenn  Gase  zu  den  Phasen  gehören,  an  sich  unerlässlich ; 
bei  festen  Körpern  und  Flüssigkeiten  kann  sie  von  selbst  als  hin- 
reichend erfüllt  angesehen  werden.  Ist  nun  das  System  nicht  in  einem 
Gefass  eingeschlossen,  so  muss  das  Volumen  durch  besondere  Kräfte 
erhalten  werden,  deren  Energie  in  die  Gleichgewichtsbedingung 
einzuführen  sein  würde.  An  dieser  Bedingung  selbst  aber  ändert 
das  nichts. 

Ferner  ist  der  Fall  denkbar,  dass  das  System  durch  ein  Dia- 
phragma oder  durch  mehrere  Diaphragmen  zertheilt  ist,  durch  welche 
hindurch  gleichwohl  Reactionen  vor  sich  gehen  können.  In  diesem 
Falle  braucht  der  Druck  nicht  im  ganzen  System  gleichen  Werth  zu 
haben.     Die  Bedingung 

58)  2:pi,dvi  =  0 

zerfallt  vielmehr  in  so  viele  Einzelbedingungen,  als  durch  Diaphragmen 
getrennte  Theile  vorhanden  sind.  Haben  wir  a  Diaphragmen,  also 
a  +  1  Abtheilungen,  so  giebt  diese  Bedingung  auch  a  +  1  Glei- 
chungen, deren  jede  aussagt, 

dass  innerhalb  einer  Abtheilung  der  Druck  überall 
gleich  sein  muss,  von  Abtheilung  zu  Abtheilung  kann 
er  sich  plötzlich  ändern. 

Ausserdem  ist  das  thermodynamische  Potential  nur  für  diejenigen 
Phasen  gleich,  welche  durch  das  Diaphragma  hindurch  mit  einander 
in  Communication  zu  treten  vermögen.  Ist  eine  Comraunication  nicht 
möglich,  so  können  diese  Potentiale  selbst  dann  verschieden  sein,  wenn 
Reactionen  zwischen  den  betreffenden  Stoffen  an  sich  geschehen  könnten. 
Die  Angaben  über  die  Durchlässigkeit  der  Diaphragmen  veryollstäudigen 
dann  die  Beziehungen,  deren  man  zur  Berechnung  der  einzelnen  Grössen 
bedarf.  Offenbar  hat  dieser  Fall  Bedeutung  für  den  Vorgang  der 
Osmose  und  wir  werden  ihm  später  begegnen. 


*)  Thermodynamische  Studien.     Uebersetzt  von  Ostwald,  S.  84  ff. 
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Sodann  haben  wir  von  Kräften,  welche  auf  das  Innere  der  Sab- 
Btanzen  wirken,  abgesehen.  Es  sei  nun  die  potentielle  Energie  solcher 
Kräfte  auf  eine  Masseneinheit  an  irgend  einer  Stelle  des  Systems  P, 
auf  die  Masse  dm  bezogen  ist  sie  dann  Pdm,  und  auf  das  ganze 
System  bezogen,  hat  sie  den  Werth  jjjPeJm.  Demnach  ist  zu  der 
rechten  Seite  der  allgemeinen  Gleichung  84)  noch  die  Variation  d  \\\JPdm 
zu  addiren,  und  zwar  für  jede  Phase,  so  dass  die  allgemeine  Gleichung 
übergeht  in 

oder  da 

ist 

59,)      d(Mü)  =  Ji:^kSSk  -  ^PkSJjjdvi  +  2  OicSJjjdm, 

+  ^äjjjP,dm. 

Da  wir  es  hier  mit  umkehrbaren  Processen  zu  thun  haben,  dürfen  die 
Variationen  und  Integrationen  vertauscht  werden.    Wir  haben  also  auch 

593)     8(MU)  =  J2:^kdSi  —  ^pulJlS(dvi)  +  ^0icjJlS(dm,) 

+  ^jjjdmuäP,  +^lJjPuS(dmid- 

In  dieser  Gleichung  haben  wir  noch  die  0k  und  pk  unter  die  Integral- 
zeichen zu  bringen,  weil  diese  Grössen  noch  innerhalb  jeder  Phase 
yariabel  sein  könnten,  also 

60)  d(MU)  =  J2:»^SSL  —  ^jjjpkS(dvi)  +  ^^^J0,S{dm) 

Soll  nun  diese  Variation  unter  Einhaltung  der  Bedingung  Ä  S  =  0 
verschwinden,  so  muss  auch  jetzt 

61)  d^^  =  ^"2  =  " '  =  d^k 

sein,  die  Temperatur  also  in  allen  Theilen  den  nämlichen  Werth  be- 
sitzen.    Ferner  müssen  wir  haben 

Die  erste  dieser  beiden  Beziehungen  giebt  die  bekannten  gewöhnlichen 
Gleichungen  für  mechanisches  Gleichgewicht,  von  denen  die  Gleichungen 
Pi  =  p2  =  '  • '  =  Pk  nur  ein  besonderer  Fall  sind.     Die  zweite  kann 
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Dur  bestehen,  wenn  innerhalb  jeder  Gruppe  von  Körpern,  die  nur  unter 
sich  Stoffe  austauschen,  für  welche  also 

64)  ^jjjd(dm)  =  0 
ist,  die  Grösse 

65)  Ofc  -f  Pk  =  Canst 

ist.  Constant  in  jeder  Gruppe  ist  also  dann  nicht  mehr  das  thermo- 
dynamische  Potential,  sondern  dieses  vermehrt  um  die  potentielle 
Energie  der  die  Substanzen  angreifenden  Kräfte.  Aber  freilich  muss 
hier  der  Begriff  der  Gruppe  noch  etwas  eingeschränkt  werden,  denn  da 
P  eine  von  vornherein  gegebene  Function  der  Coordinaten  ist,  so  besagt 
die  Bedingung  O^  -^  Pk  =  Const.y  dass  Gleichgewicht  nur  vorhanden 
sein  kann,  wenn  die  Substanzen  in  Niveaufiächen  mit  Bezug  auf  das 
Gesammtpotential  Ok  -^  Pk  angeordnet  sind,  also  auch  nur,  wenn 
Stoffaustauschungen  lediglich  entlang  den  Niveauflächen  stattzufinden 
vermögen,  nicht  quer  zu  ihnen. 

Sei  zum  Beispiel  nur  eine  Phase  vorhanden,  die  überall  gleiche 
Zusammensetzung  hat  und  der  Wirkung  der  Schwerkraft  unterworfen 
ist,  so  ist  P  =  ^  jp,  woselbst  g  die  Beschleunigungsconstante  ist  und  e 
die  Höhe  eines  Stofftheils  über  irgend  einer  Horizontalebene  bedeutet. 
Die  allgemeine  Bedingung  besagt  dann,  dass  für  jeden  Bestandtheil  der 
Phase  überall  das  Gesammtpotential  constant  ist.  Da  für  jede  Hori- 
zontalscbicht  z  constant  ist,  so  folgt,  dass,  wenn  Gleichgewicht  besteht, 
das  thermodynamische  Potential  jedes  Bestandtheils  in  horizontaler 
Richtung  überall  denselben  Werth  hat,  in  verticaler  dagegen  mit 
wachsender  Höbe  proportional  der  Höhe  sich  gleichmässig  ändert. 

Den  Fall  einer  Phase  wollen  wir,  wegen  seiner  Wichtigkeit  für 
das  folgende,  noch  genauer  verfolgen. 

Es  bestehe  die  Phase  aus  den  Theilen  tih,  m.2,  . . .,  fn».    Wir  haben 

66)  8Lm  =  Q. 

Diese  Theile  seien  so  gewählt,  dass  sie  alle  unabhängig  von  einander 
sind.  Also  sie  sollen  gegen  einander  in  keinen  Massenaustausch  treten, 
dann  ist  auch 

67)  8mi  =  ff  »I2  =  tf  IW3  =  •  •  •  r=  d  m«  =  0. 

Ferner  sei  die  Phase  überall  gleich  zusammengesetzt,  nennt  man  dm 
ein  Massenelement  der  Phase,  so  wäre  hiemach 

68)  dt»  =  fZmi  -\-  dnii  -\-  •'•  -\-  dm„. 

Indem  man  setzt 

dm.  rfm«  dmn 

«»>  '*'  =  d^'''*  =  d^ ''"=d«,' 

wird 

^1  +  f*a  +  •  •  •  +  |t*n  =  1 
und 
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70)  wi=jjj^dt».    twa  =JjJ/i3dm,    ...,  m«  =  jjjf*n<iw, 
somit  auch 

71)  djfj/iadm  =  0,    «fjffia(lm  =  0,    ...,  Ä jjj^„dm  =  0. 

Wir  haben  nun  die  Gleichgewichtsbedingung  nach  Gleichung  72)  auf 
S.  89  von  Bd.  I 

72)  ÖF'  4-  tf  TT'  =  0,     d^  =  0, 

woselbst  die  Accente  bedeuten,  dass  die  Grössen  sich  auf  die  ganze 
Phase  beziehen,  und  es  sind  diese  Grössen  dW'  und  djP'  zu  er- 
mitteln. 

Ist  p  der  Druck  an  den  einzelnen  Stellen  der  Oberfläche  der  Phase, 
bezogen  auf  Flächeneinheit,  Pdm  die  potentielle  Energie  äusserer 
Kräfte  auf  ein  Massenelement  dm,  so  haben  wir  in  der  üblichen  Be- 
zeichnungsweise 

73)  d  W'  =  — \\\p[cos(p,x)dx  +  cos{p,y)Sy  +  cos{p,z)8z]ds 

+  8\\\Pdm, 

woselbst  ds  ein  Flächenelement  der  Oberfläche  der  Phase  ist.  Darin 
ist  noch 

74,)  d  f  f  j  Pd  m  =  f  Jj  d  f;  3  (p  P)  +  Jf  I  Pp  5  (d  v). 

Im  ersten  dreifachen  Integral  ist  zu  beachten,  dass  Q  einmal  als 
Function  von  o;,  y,  z  yariirt,  sodann  aber  auch  als  abhängig  von  den 
Massenveränderungen;  nennen  wir  die  erste  Variation  d''(>,  die  zweite  d'^, 
so  wird  also 

8q  =  Ö'q  +  ö"p. 

F  variirt  nur  als  Function  von  x,  y,  z^  seine  Variation  wäre  also  mit 
d"  P  zu  bezeichnen.     Demnach  wird  dieses  erste  Integral 

jjjdvd{QP)  =fjJdt;Pd>  +jj^dvö"(QP) 

und  es  bleibt 

74.,)     ff  jjf  Pdm  =ffffr2;d"  (9  P)  +jjjdt;Pd'9  +  Jjjpp(j((fr). 

Hierin  ist  nun 

also  in  bekannter  Reduction  durch  partielle  Integration,  indem  mit  n 
die  Richtung  der  nach  dem  Innern  der  Substanz  an  das  Oberflächen- 
element ds  gezogenen  Normale  bezeichnet  wird, 
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j^ldvd''(QP)  =  ^jj  Pq  [eo3(n,x)  dx  +  cos(n,y)Sy  +  cos{n,e)de]  ds 

Der  Factor  von  P  (>  im  zweiten  Integral  ist  nicht»  anderes  als  S  (d  v\ 
also  hebt  sich  dieses  Integral  auf  gegen  das  dritte  Integral  im  Aus- 
druck 742),  und  es  bleibt 

74;j)  ^fjj-P^*"  ^^  —  \\  PQ[co8(n,x)  dx  +  cos(n,y)dy 

+  C08(:n,£)Sjs;]ds  +  jjjPdf;«^. 

Der  Druck  p  soll  nun,  wie  das  für  ein  Gleichgewicht  erforderlich 
ist,  senkrecht  zur  Oberfläche  gerichtet  sein,  p  hat  dann  die  Richtung 
Ton  n,  es  wird  aber  nunmehr 

75)  ÄTF'  =  — jj(Pp  +p)[cos(n,x)dx  +  cos{n,y)8y  +  cos(n,z)Sz]d8 

+  \\\Pdv8'Q. 
In  gleicher  Weise  haben  wir 

76)  «F'  =  ÄfffFdw=fffdt;Ä(pF)  +  Jf  j(»F«(dt;). 
Das  zweite  Integral  rechter  Hand  giebt 

".)  \\\'^>^''^  =\\\''^:: + '!^ + m) "'y^' 

=  —  \\QF\co8{njX)8x  +  co8(n,y)dy  +  cos(n,z)d  z]ds 

Andererseits  ist  das  erste  Integral  in  der  früheren  Bezeichungs- 
weise,  indem  Q  und  die  fi  als  Variabele  angesehen  werden: 

somit 

773)    SF'  =  —  \{QF[co8{n,x)dx  +  co8(n,y)öy  +  C08{n,z)dz]d8 

die  Summe  bezogen  auf  alle  Bestandtheile.  Die  Gleichgewichts- 
bedingung giebt  hiemach 
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78)  0==--{UQP+QF-\-p)[cos(n,x)dxi-co8(n,y)dy-\'COs(n^e)dz]ds 

Nun  haben  wir  noch  die  Bedingnngsgleichungen  zu  beachten.  Es 
ist  beispielsweise 

79)  öjjjdm  =  SJj^Qdv  =  jff  dvÄp  +  fff  ^Ä(di)  =  0. 
Das  zweite  Integral  giebt 

=  —  \\  Q [cos (n,  x)äx  -\-  cos (n,  y)Sy  -^  cos (n,  is)S £]ds 

Wieder  ist  za  beachten ,  dass  Q  yariirt ,  einmal  als  Function  von  x,  y,  z^ 
dann  aber  auch,  weil  es  von  den  Bestandtheilen  abhängt.     Die  erste 

Variation  ist  gleich  7-—  da?  +  r-^  Äy  +  ;r—  b z.      Diese  hebt  sich 
d  X  d  y  de 

\m\\\dv8Q  gegen  das  zweite  Glied  des  J  jj  ^^(tJv)  auf.    Nennen  wir 

.    die  zweite  Variation  8'  9,  so  wird  also 

jjjd(im)  •\-\\Q\cos{n,x)8x  -\-  cos{n^y)8y  -\-  cos{ny  s)8e]ds 

—  \\\dv8'Q=0 
und  ähnlich  für  einen  Bestandtheil  nta 

80)  jjj  ö  (dw„)  +  JJ  (»a [cos (w,  x)8x  +  cos{n,  y)  8 y -\-  cos(n, e) 8 z]d s 

-jjjdv8'Qa  =  0,     a=l,  2,  ...,  n. 
Nun  ist 
«-X  dnia         Qa         , 

81)  IIa   =   -1 =  ,       also   Qa  =  Q  Ua. 

dm  Q  ^  ^ 

Die  Bedingungsgleichungen  geben  also  allgemein 

82)  j J j  8 (d wj„)  +  j^^iaQ  [cos (n, x)8x  +  cos (n, y)8y-{-  cos (w, g)8e]ds 
—  l^l ^adv 8' Q  —  ^^j  8 fiadm  =  0,  a  =  0,  1,  2,  ...,  n;  /Iq  =  1- 

Indem  wir  nun  nach  der  Lagrange^schen  Methode  verfahren,  erhalten 
wir  unter  Benutzung  von  unbestimmten  Factoren  a^  02,  . ..,  a»  aus  78i) 
und  diesen  Bedingungen  81) 
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83)  0  =  — jj(pP  +  qF  +  p  +  a^Q  +  ai^iQ  +  a^^^Q  +  ••• 

+  an(inQ)[cos(n,x)dx  +  cos{n,y)Öy  -f  cos{n,z)8 z]ds 

^JjJ \     +  ^  +  9  1^  +  ^'o  +  ^'  '^i  +  ^2^2  +  •••  +  «Hf^n)  d'pdt; 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  man  haben  muss 

84)  qP  '\-  qF  +  p  •\'  Q(ao  +  aift^  +  aj/ij,  +  ■.-  +  «n^n)  =  0 
in  allen  Punkten  der  Oberfläche; 

85)  P  +F  +  Q  —  +  ao  +  (hi^i  +  aj^8  +  •••+a„|^„  =  0 
in  allen  Punkten  der  Masse; 

86)  ^aa  =  F^,         a  =  1,  2,  3,  ...,  n 

für  alle  Bestandtheile,  wobei  Fq  von  den  fi  unabhängig  ist. 

Diese  Gleichungen  sind  von  Duhem  abgeleitet^). 

Da  die  Gleichung  unter  85)  an  der  Oberfläche  in  die  Gleichung  84) 
übergehen  muss,  sollte  dort  sein 

^  ~  ^    ÖQ~        dv 

die  bekannte  Gleichung.  Es  lässt  sich  erweisen,  dass  diese  Beziehung 
überall  gilt.  Zunächst  ist  nach  den  Regeln  der  Hydrostatik,  da  zum 
Gleichgewicht  auch  gehört,  dass  keine  Bewegungen  in  dem  Körper 
stattfinden, 

87)  dp  —  —  QdP, 

Bilden  wir  d  P  nach  Gleichung  85),  so  wird 

88)  dP  =  —  dF—d(Q^^\  — («i^i^i  +  «2^^2  +  •••  +  Ondfln). 
Die  n  Gleichungen  unter  86)  geben  aber 

das  heisst,  weil  Fq  von  den  fi  nicht  abhängt  und  2^  d  ^a  =  0  ist 

x~^  cF 

89)  EüadHa  =    —     >j  -^ d^ia, 

^"^  C  [la 

*)  1.  c,  S.  25  ff. 
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gdP   =  _   pdF  -  C^ci  (p   II)    +    9  2|^  dila. 


und  da  wir  haben 
80  wird 


Das  letzte  Glied  ist  wegen  89)  gleich  Nall,  weil  die  aa  nicht  variabel 
sind  mit  p,  also  bleiben  nur  die  beiden  ersten  Glieder  stehen  und 
diese  geben 

woraus  nach  87)  folgt 

,         'dF  dF 

^  OQ  CV 

Herr  Duhem  beweist  noch,  dass  die  Grösse  Fq  aus  den  Gleichungen  86) 
eliminirt  werden  kann.  Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  der  Reibe 
nach  mit  fii,  fc^j,  ...  ^n  und  addirt  sie,  so  folgt 


9h)       i: 

oder  nach  85) 

91a) 

Setzt  man  jetzt 

92) 


dF 


ft„   +    UUallu  =  Fo2:(la=  Fo, 


F.==^l^,.-a.-P-F-,''' 


Ö^la 


dQ 


«0    +    «1    =   ^1, 

ao  +  Oj  =  ba, 
«0  +  ^n  =  \, 


dF       p  , 
und  beachtet,  dass  Q  - —  =  —  ist,  so  geben  die  Gleichungen  86) 

«  cF  r*F  dF 


93) 


V  dF  dF 

Q  8  ^1  Olli 


dfMn 


!>   I   T>  I  TP  I  !>  ^F  dF 

9  ö  /ii  ö  /ij 


+(1-^11=0- 
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Uebrigens  geht  wegen  £  (la  ^^  1  die  Gleichung  85)  auch  über  in 

940  P  ||^    +   P  +   F  +   b,(l,    +   b,(l,    +   ...   +   hn(ln  =  0 

nnd  entsprechend  die  Gleichung  84)  in 

95)  I  +  -P  -I-  f  +  b.  /ii  +  &,f*j  +  •••  +  b»/*„  =  0. 

P 

Die  Grösse 1-  P  +  F  ist  die  Summe  des  thermodjnamischen  Poten- 
tials und  des  Kr&ftepotentials  bezogen  auf  Masseneinheit.  loh  bezeichne 
dieses  Gesammtpoteutial  mit  W^  setze  also 

96)  W=0  +  P, 
80  dass  ist 

94,)  ^  +  ÜKiia  =  0. 

Das  Gesammtpotential  der  Phase  ist 

97)  V  =jjJQ^Fdv, 

Wir  bilden  die  erste  Variation  davon  und  bekommen  genau  so 
wie  bei  der  Berechnung  der  Variation  von  F'  =  \\\  gFdv 

98i)  dW  =  —^j^QW[co8(n,x)dx  +  cos(n,y)öp  +  cos(n,z)dg]ds 
Hierin  ist  noch 

^*dp        ^^  ^^  r  -t  9y     Q'^  ^  Q  dQ^  dgj 

Q  C  Q  0  i)  0  ^  0  Q 

Somit  wird  für  den  Fall  constanten  Druckes 
982)    dW  =  —  {{QW[co8(nyX)dx  +  cos(n,y)dy  -\-  cos{7ijz)d0]ds 

oder  auch 

98,)     8W'  =  -  fje^l  +  P  +  Fycos(n,x)Öx  +  cos{n,y)8y 

Weinstein,  Thermodynamik.    11.  21 
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Wenn  Gleichgewicht  stattfindet,  sind  alle  Glieder  Null,  mit  Aasnahme 

dp 
des  mit  —  multiplicirten  Gliedes,  und  es  bleibt 

woselbst  Ö^  p  bedeutet  die  Variation  von  p  als  Function  von  q  und 
allen  ft,  nicht  von  x,  y^  z. 

Hiernach  kann  8W  nur  dann  Null  sein,  wenn  der  Druck  p  von  Q  und 
den  f(  nicht  abhängt,  das  heisst,  wenn  es  sich  überhaupt  um  einen  ein 
für  alle  Mal  gegebenen  Druck  handelt,  wobei  dann  freilich  das  Yolumen 
der  Phase  muss  variabel  sein  können.  Alsdann  wird  aber  ein  Gleich- 
gewicht bei  Gasen  gar  nicht,  bei  Flüssigkeiten  und  festen  Körpern  nur 
unvollkommen  bestehen. 

In  diesem  Falle  hätten  wir  identisch 

100)  *  ^P'  =  0. 

Sonst  bleibt  99)  bestehen.  Beachten  wir  die  Definition  für  V,  so 
folgt  daraus  im  Gleichgewicht 

*a>'  =^^^S^pdv  —  d^^^PQdv 

=  f(j(dOp_  QdP)dv—^^jPdQdv  —jjjPQÖidv). 

Nennen  wir  Sp  die  vollständige  Variation  von  p,  und  d^p  die  als 
Function  von  x,  y,  0,  so  ist 

Sp  =  d^p  +  öop, 
also 

d^p  =  öp  —  d^p. 

Es  ist  aber  nach  bekannten  Principien  S^p  =  —  Q^  Pj  somit  bleibt 

SO*  =j^jdpdv  —  JfJPÄ(dm), 
oder 

101)  {{{(0  +  P)d(dm)  =  {{{(—  —  S0\  dm. 

Zerfällt  nun  die  Phase  in  Einzeltheile  von  gleichbleibender  Masse,  so 
ist  für  jeden  Theil 

102)  0  +  P  =  Const, 

Das  ist  die  Gleichung,  zuderGibbs^  Theorie  unmittelbar  fELhrte  (S.315). 
Ausserdem  haben  wir 

.0,,,  110  _,,)..  =  „. 
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oder,  da  die  Variationen  für  x^  y,  e  fQr  sich  Tersch winden  müBsen,  in 
öfter  benutzter  Bezeiohnungsweise 

Da  nun  wegen  tt-  ^  —^ 

ist,  so  fallt  das  erste  Integral  fort. 

Femer  ist  als  Function  der  fi  allein  nach  Gleichung  85) 

104)  <p  =  —  p  -  ao  —  I^aalia, 

also,  wenn  die  a  nicht  yon  Q  abhängen, 

$'«  =  -  UaaSiiu 


und  hiemach 

105) 

m  -  -» 

ftaj  dm  = 

Aber  es  ist  nach  der  Definition 

106) 

ö'i.  =  2 

^^'••- 

Somit  ist,  alles 

zusammen  genommen 

» 

107) 

1    dp 

Q    dfla   ' 

=  —  «•, 

108) 

1  dp  _ 

dO 
-dg' 

109) 

1  dp        dO 

Q  du~  du' 

u  =  X,  y,  z. 

Diese  Gleichungen  gelten  allgemein  und  bestimmen  ToUstandig,  wie  p 
Yon  aUen  Variabein  abhängen  kann.  Weiter  gehe  ich  hier  auf  diesen 
Gegenstand  nicht  ein,  wir  werden  ihm  später  nochmals  begegnen. 

Nun  noch  die  letzte  Verallgemeinerung.  Diese  bezieht  sich  auf 
die  Berücksichtigung  der  Oberflächenspannungen.  Neben  diesen 
nehmen  wir  noch  eine  äussere  Kraft  in  Rechnung.  Die  Darlegungen 
verdankt  man  abermals  Willard  Gibbs^).  Nach  Gleichung  ÖOg)  auf 
Seite  68  dieses  Bandes  und  der  Gleichung  60)  dieses  Abschnitts  haben 
wir,  indem  wir  uns  zunächst  auf  eine  Phase  beschränken, 
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110)  0  =  JjJl^dS—lJjpö(dv)+2:j^jOaS(dma)  +JfJdmdP 
+  2;JffP«Ä(dm«)  +  /Jf^ÄS  +  jjöäids)  +  2JJ^<>aäidma) 
+  fJdfn*P  +  2;ffp„d(e?Wa). 

Die  dreifachen  Integrale  beziehen  sich  auf  den  ganzen  Ranm  der  Phase, 
die  Doppelintegrale  auf  die  Oberfläche  der  Phase. 

Femer  sind  dm,  ds  Massen-  und  Oberflächenelement  der  Substanz 
überhaupt.  Die  dmi^  dm^,  ...,  dmk  sind  die  Bestandtheile  yon  dm  im 
Innern  der  Substanz  oder  an  der  Oberfläche,  also 

dm  =  dm^  +  dm^  +  •••  +  rfw„. 

ö  bedeutet  die  Oberflächenspannung.  Die  Gleichgewichtsbedingung 
zerf&Ut  in  drei  Gleichungen,  nämlich 

111)  ffl^*^  +ff^tfS=  0, 

112)  —^jjpö(dv)  +Jj(JÄ(ds)  +fJf«Pe«w  +  JfäPdm  =  0, 

113)  -2;  ff  ((0a  +  Pa)S{dma)  +  -2^  f  f  (<^«  +  P«) « (dw«)  =  0, 
wobei  zugleich 

114)  *Iff  ^  +  dff  S==0 

sein  soll.  Hieraus  folgt  wieder  d"  =  constans.  Die  Temperatur  muss 
überall  gleich  sein,  wodurch  die  Gleichung  111)  erfüllt  ist.  Die  Glei- 
chung 112)  ist  die  des  mechanischen  Gleichgewichts  unter  Berück- 
sichtigung der  Capillarit&tserscheinungen.  Die  113)  ist  die  des 
M chemischen"  Gleichgewichts,  besser  des  Massengleichgewichts.  Die 
letzte  Gleichung  lehrt,  dass  das  chemische  Gleichgewicht  auch  von  den 
Verhältnissen  an  der  Oberfläche  abhängt,  und  in  dieser  Erkenntniss 
besteht  einstweilen  noch  der  Haupt werth  dieser  G  i  b  b  s  *  sehen  Theorie. 
Indessen  hat  neuerdings  Ostwald*)  gezeigt,  dass  man  die  Theorie 
auch  quantitativ  prüfen  kann,  worauf  später  einzugehen  ist. 

Für  unmittelbare  Ausführung  von  Berechnungen  ist  es  oft  be- 
quemer und  zweckdienlicher,  statt  der  Massen  der  Phasen  die  Molekel- 
zahlen einzuführen.  Ich  nehme  den  einfachen  Fall,  dass  das  Gleich- 
gewicht nur  vom  thermodynamischen  Potential  MO  abhängt.  In  den 
k  Phasen  seien  t  unabhängige  Stoffe  enthalten,  alle  in  jeder  Phase  oder 
nur  einzelne.  Die  Massen  dieser  Stofi^e  seien  fi^,  fts*  •  •  •»  f^-  ^^^  Z&hl 
der  Molekeln  dieser  Stoffe  in  den  einzelnen  Phasen  nenne  ich 


*)  Zeitschr.  f.  physik.  Chemie,  Bd.  34,  S.  495  ff. 
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Nu. 
N,i, 


Njci,     Nki,    ...,     Nu, 
die  Molekulargewichte  mi,  m^,  ...,  m»,  so  haben  wir  für  eines  der  M 

115i)  Ma  =  WiNal    +    W2^a2    +    ••'    +   »»».ZVai. 

Setzen  wir 


so  wird  auch 

115a)  ^u  =  Wi  iV„i  (1  -|-  Xu2  +  aJas  + 


+    ^ai). 


Die  o;  geben  die  Beträge  an,  welche  von  den  Stoffen  im  Verh&ltniss  zu 
einer  Molekel  des  ersten  Stoffes  in  der  betreffenden  Phase  enthalten 
sind.     Schreibt  man  nunmehr  für  Nai  einfacher  Nuy  so  wird 


117) 


Ml  =  wi  iVi  (l  +  a:ig  +  a;„  +  •••  +  x^), 
Jfj  —  m^N^  (l   +  -Caa  +  ^M  +  •••  +  ^ii% 


Mk  =  MiNk  (l  +  Xjc2  +  xia  +  '•'   -f  xjci), 
und  zugleich 

II,  =  m,  {N,  +N,  -\-  ...  +  Nul 

/ij  =-.  m,  (N^Xi^  +  N^x^i  +  •••  +  NkXial 

f*s  =  ^1  (NiXy^  +  N2X.r^  +  •••  +  NicXusl 


118) 


lii  =  i»i  (N^Xii  +  iVaX.^,-   +  •••  +  ^VfcXk,). 


Es  seien  jetzt  die  thermodynamischen  Potentiale,  welche  zu  den 


Mg 

nii  N(M 


gehören,  0i,  Oi,  •  •  •«  ^ii,  so  haben  wir  für  das  gesammte  Potential 

119)  MO  ■=  m,  (N,0;  +  iV2a>.i  +  ...  -f  iYfc<I>i). 

Die  0u  sind  Functionen,  ausser  von  Druck  \ind  Temperatur,  auch  von 
den  Xu2,  ^u3»  •••*  ^ai"     Hiernach  ist  im  Gleichgewicht 
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120)     0  =  0idN^  -h  (PiöN^  4-    ••  +  OkSNic 

J_     X7      ^  ^a    Ä  .        AT      ^  ^2    Ä  I 

0  Xfg  0  0^23 


CX^i 
I      Ar    ^  ^i  A 

öx^i 


öXka 


^^k    Ä  .  .AT    ^^*   A 

ÖXjct  OXki 


Dazu  kommen  die  Bedingungsgleichungen  S fii  =  ö fi^  =  "-  =  d (li 
=  0,  also 

ÖNr  +  dN^  4-  ••  +  dNu  =  0, 

XiiSNi+XiidN2-\ hxiaSNh+NiSxif+NiSxii+'-'+NuSxia^O, 

121)  ^isSNi+x^^dN^-^ |-a?k3*JVfc+iVi*a?i3+i^2*a;2sH f--^k*a^=0, 

iCi»ö^i+iC2tÄ^aH \'X]ctSNj(+NiSxii+Njdx2i'\ \-Nköxki=0. 

Diese  Gleichungen  haben  wir  nach  der  Methode  von  Lagrange 
mit  den  Factoren  A^,  A2,  .. .,  ^<  zu  multipliciren  and  zur  Oleichgewich te- 
bedingung  zu  addiren.  Alsdann  ergiebt  sich,  indem  die  Factoren  der 
einzelnen  Variationen  gleich  Null  gesetzt  werden, 

0{  +  l^  +  k^x^i  +  L^x^s  +  '"  +  ^^li  =  0. 

Oi  +  kl  +  AjaJaa  +  ^x^^  +  •••  +  ^i^i  =  0, 
122) 


<2>k  +  Ai   -h  k^xia  +  k^Xks  + 


+  XiXki  =  0; 


123) 


dXu2 


+  Aj 


0, 


CXaB 


dx, 


ai 


+  -A,  =  0. 


a  =  1,  2,  ...  Ä. 


Die  Zahl  der  Gleichungen  beträgt  Ä  +  Ä  (t  —  1)  =  Ät,  wozu 
noch  die  i  Gleichungen  unter  118)  kommen.  Die  Gesammtzahl  ist 
Jci  4-  «,  entsprechend  den  h  Grössen  N^  k  (i  —  1)  Grössen  x  und 
f  Grössen  k.     Das  System  123)  ergiebt  die  Gleichungen 
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8  Xi^            d  X2i            8  X^2 

dXk2^ 

dOi        802        dOi 

8  Xis        8  a;28        8  ÄJgs 

dxks 

80;        80i        dOi 

dxii        dx.2i        dx^i 

dxki 

1240 


Es  sind  dieselben  Gleichungen,  die  wir  früher  nach  Planck  abgeleitet 
haben  (S.  304). 

Das  System  122)  aber  ergiebt  nach  123) 


125,) 


ö^« 


Ö.T« 


'dJJ, 


a< 


ö^„ 


a8 


«  ist  irgend  eine  der  Zahlen  1,  2,  ...,  X?.  Da  die  0a  nur  von  den  be- 
treffenden Xa2^  ^asi  •  •  «i  ^ai  abh&ngcn  können,  so  ist  für  jedes  0|,  ab- 
gesehen von  01  =  0i 


8  0i 


8(0;— 0;) 


C  Xa[i  8  Xuß 

Setzen  wir  also 

0;  —  0i  =  (p^,    0i  —0'^=  ^2,    . 

^la  ^«2  =  Sia»       ^13    —   XaS=  IlSi       • 

^22  — ^«a  =  las*     ^is  —  ^«»  =  Sa:^»     • 


0k  —  0i  =  (fr, 

Xii  Xai   =  Slti 

iTQt ^Ju»  =  Sa»» 


^k2  ^oa  =  Ik8i      37^3   —   iCus  =  |jt8.       ••  ■»      %»  

SO  gehen  die  Systeme  124i)  und  12Öi)  über  in 

8  9i  8  ^2  8  qps  C  q>k 

dXi2            dX22            0X^2  C'^k2 

8  9i  8  9a 8  9«  8  gPfc 

1242)                       {    <^^18            8^23            ^^33  CX]c^' 

8  y, c  (P'2 8  <jp:,  c  <pfc 

8  a?i<        8  X2i        8  iCs^  8  Xk^ ' 


^tti   fek»i 


328  Zwölftes  Capitel. 

9i  i^  feia  r—      r  618  rT—  -r  •••  -r  Si»  ^—  —  u, 

0Xu2  CXa$  OXai 

9>a  +  Saa  ör: h  Sa»  ö" r  '"   -+-  Stt  .t—  =  0, 

CXu2  OXaZ  OXai 


125.) 


n  +  ul^  +  I«  1^  +  -  +  l».|f*  =  0. 

OXai  CXaS  CXai 


Die  Abhängigkeit  besteht  also  yon  den  Potentialdifferenzen  und 
den  Zusammensetzungsdifferenzen  gegen  eine  Phase.  Wenn  einige 
Stoffe,  wie  auch  die  Veränderungen  vor  sich  gehen  mögen,  in  ihrer 
Zusammensetzung  unverändert  bleiben,  wenn  auch  ihre  Quantitäten 
Yariiren,  so  werden  die  O'  und  ^>  hinsichtlich  der  betreffenden  x  con- 
stant  sein.  Dann  fallen  in  den  obigen  Gleichungen  die  entsprechenden  fort 

Wie  in  allen  anderen  Fällen  verfahren  werden  muss,  ist  hiemach 
klar.  Die  weitere  Entwickelung  ist  aber  an  Beispielen  bequemer  dar- 
zuthun,  wovon  wir  eines  bald  kennen  lernen  werden. 


69.    NäherungBgleiohungen  für  die  Energie,  die  Potentiale 
und  die  Entropie. 

Wir  haben  nun  die  einzelnen  Grössen ,  welche  in  unseren  Glei- 
chungen eine  Rolle  spielen,  zu  ermitteln,  was  aber  nur  in  Näherungs- 
formeln geschehen  kann.  Die  Grössen  beziehen  sich  auf  das  ganze 
System  und  auf  die  einzelnen  Phasen,  aus  denen  das  System  besteht 
Wie  sind  nun  die  Phasen  von  einander  zu  trennen?  Physikalisch 
können  wir  sagen,  dass  —  abgesehen  von  Uebergangszuständen  —  alle 
Phasen  entweder  dampfförmig,  oder  flüssig  oder  fest  sind.  Wir  haben 
also  drei  Zustände,  in  denen  jede  Phase  auftreten  kann.  Dabei  ist  es 
nicht  nöthig,  dass  eine  Phase  ein  absolut  einheitlicher  Körper  ist,  die 
Phase  muss  nur  entweder  ein  Dampf  oder  eine  Flüssigkeit  oder  ein 
fester  Körper  sein.  Sie  kann  aber  irgend  ein  Gemisch  oder  eine 
Lösung  oder  eine  Legirung  u.  s.  f.  darstellen.  Nothwendig  ist  jedoch, 
dass  sie  sich  als  einheitlicher  Körper  verhält,  und  man  verlangt  eigent- 
lich schon  zu  viel,  wenn  die  Phase  durchweg  homogen  sein  soll.  Also 
stellt  beispielsweise  ein  homogenes  Gemisch  von  n  Stoffen  nicht  etwa 
n  Phasen  vor,  wenigstens  so  lange  nicht,  als  nicht  Ausscheidungen  von 
Stoffen  auftreten  oder  Aufnahmen  stattfinden.  Gehen  Ausscheidungen 
und  Aufnahmen  vor  sich,  so  sind  selbstverständlich  die  ausscheidenden 
und  eintretenden  Stoffe  als  besondere  Phasen  zu  behandeln.  Hieraus 
ergiebt  sich,  dass  der  Begriff  der  Phase  ein  etwas  schwankender  ist 
Es  kann  ein  Körper  eine  einzige  Phase  darstellen  und  dann  im  Laufe 
der  Vorgänge  in  mehrere  Phasen  zerfallen. 
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So  lange  aber  ein  Körper  alle  Veränderungen,  die  er 
darchmacht  oder  durchmachen  kann  für  alle  Theile,  aus 
denen  er  etwa  zusammengesetzt  ist,  in  ganz  gleicher  Weise 
durchmacht  oder  durchzumachen  im  Stande  ist,  haben  wir 
es  mit  einer  einzigen  Phase  zu  thun. 

Eine  Mischung  aus  Wasser  und  Alkohol  ist  für  alle  physikalischen 
Veränderungen,  die  nicht  Verdampfung  betreffen,  eine  Phase.  Tritt 
Verdampfung  ein,  so  verdampft  erfahrungsgemäss  mehr  Alkohol  als 
Wasser.  Der  Verdampfung  gegenüber  Terhalten  sich  also  die  beiden 
Bestandtheile  der  Mischung  nicht  gleich,  und  wir  haben  mit  Bezug 
auf  diese  nicht  mehr  eine  Phase,  sondern  eigentlich  zwei  Phasen. 
Kennt  man  aber  das  Gesetz,  welches  die  Verdampfung  der  beiden  Be- 
standtheile im  Verhältniss  zu  einander  regelt,  so  spielen  diese  beiden 
Phasen  auch  bei  der  Verdampfung  die  Rolle  nur  einer  Phase,  indessen 
doch  nur  formal,  falls  nicht  die  Gesetze  ebenfaUs  bekannt  sind,  nach 
denen  sich  auch  die  Eigenschaften  der  Mischung  bei  fortschreitender 
Verdampfung  ändern. 

Nicht  anders  sind  die  Verhältnisse,  wenn  nicht  bloss  physikalische, 
sondern  auch  chemische  Veränderungen  Tor  sich  gehen.  Herr  Bakhuis 
Roozeboom  hat  hierüber  Betrachtungen  angestellt,  die  ich  wieder- 
hole, weil  sie  mir,  wenn  sie  auch  nicht  yollständig  sind,  doch  das 
Richtige  zu  treffen  scheinen  ^).     Er  stellt  als  erstes  Princip  auf: 

Drei     Hauptformen     des     chemischen     Gleichgewichts 
werden     nach    den    Aggregatzuständen     der     coexisti- 
renden  Phasen  unterschieden,  analog  den  drei  Formen 
des  physikalischen  Gleichgewichts: 
Verflüchtigung, 
Verdampfung, 
Schmelzung. 

Mit  der  Verflüchtigung  werden  alle  Erscheinungen  verglichen, 
bei  denen  nur  feste  Körper  und  Gase  auftreten,  mit  der  Verdampfung 
diejenigen,  bei  welchen  mindestens  eine  flüssige  Phase  neben  einer 
gasförmigen  auftritt,  mit  der  Schmelzung  Erscheinungen  zwischen 
festen  und  flüssigen  Phasen. 

Die  Erscheinungen  der  Umwandlung  von  Phasen  gleichen 
Aggregatzustandes  in  einander  dürften  in  der  obigen  Aufzählung 
nicht  enthalten  sein.  Sofern  solche  Erscheinungen  von  der  Ober- 
fläche nach  dem  Innern  fortschreiten,  kann  man  sie  unter  die  Erschei- 
nungen physikalischen  Gleichgewichts  zwischen  Phasen  gleichen 
Aggregatzustandes  einreihen.  Ist  das  nicht  der  Fall,  sondern  ergreifen 
sie  die  ganzen  Phasen,  wie  —  bei  geeigneter  Versuchsanordnung  — 
die  Dissociation  oder  die  Association,  so  sehe  ich  ein  Analogon  allen- 


*)  Zeitschr.  f.  physik.  Chemie,  Bd.  2,  8.  469  ff. 
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faUs  nur  mit  der  physikalischen  Ausdehnung  oder  Compression.  Im 
Ganzen  würden  wir  also  als  vierte  physikalische  Vergleichserscheinung 
hinzuzufügen  haben  die 

Deformation. 

Man  kann  jedoch  diesen  Fall  auch,  wie  den  voraufgehenden,  als  solchen 
mehrerer  Phasen  behandeln. 

Nach  alledem  ist  allgemein  eine  Phase  als  ein  aus  mehreren  Sub- 
stanzen zusammengesetzter  homogener  und  homogen  sich  verhaltender 
Körper  zu  behandeln.  Seine  Entropie,  Energie  u.  s.  f.  wird  durch  die 
Stoffe,  aus  denen  er  besteht,  und  durch  die  Mengen  dieser  Stoffe  be- 
stimmt sein;  ändert  sich  seine  Zusammensetzung  im  Laufe  eines  Vor- 
ganges, so  tritt  auch  Abhängigkeit  von  der  Zeit  und  von  äusseren 
Umständen  ein.  Einen  Fall  haben  wir  schon  behandelt,  den  der  idealen 
Gase  (Bd.  I,  Abschn.  31,  32),  an  diesen  schliessen  wir  uns  auch  an. 

Wir  beginnen  mit  der  Entropie.  Da  die  Gleichgewichtsbedingungen 
sich  auf  Substanzen  beziehen,  welche  sich  in  einem  unveränderlichen 
Räume  befinden,  müssen  wir  von  der  Darstellung  der  Entropie  als 
Function  des  Volumens  und  der  Temperatur  ausgehen,  also  von  der 
Gleichung 

,„  dd"  dv 

ab  =  Cv  -^ir    ""  ^^  "a" » 

welche  für  die  Masseneinheit  einer  homogenen  Phase  gilt.  Setzen  wir 
für  c^  den  bekannten  Werth  ein  und  integriren,  so  wird 

Bei  idealen  Gasen  ist  bis  auf  Constanten 

\Cv  -^  =  Cvlopd",      (r^\   dv  =  R  logv. 

Setzt  man 

a)  \pdv  =  W, 

so  ist  bei  idealen  Gasen  auch 


Cä^) = " '- 


also  bei  solchen  Gasen  ebenfalls 

und  das  dritte  Glied  entspricht  dem  Gliede  B  logv.  Nun  hatten  wir 
für  ein  Gemisch  idealer  Gase,  wenn  die  in  Abschnitt  31  benatzten  Be- 
ziehungen in  gleicher  Bedeutung  auch  hier  Verwendung  finden, 
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Ir)  Jf '  S  =  2  -N.  k">  %  »  +  j  %  ^  +  f»a  S<?) 

a—i  *-  ^ 

oder  wegen 

# V  vm 

l^JitS^'^Na  [*J*>  log»  +jlo9V+jrlog-~  +  m,  S^^' 


+ 


^(logl.-logc.')]. 


M'  ist  die  Masse  des  ganzen  Gasgemisches.  Nun  schliesst  man  viel- 
fach so:  Wenn  das  Gasgemisch  mehr  und  mehr  verdichtet  wird,  so 
können  sich,  abgesehen  von  den  beiden  ersten  Gliedern,  die  folgenden 
ihrer  Bedeutung  nach  nicht  ändern,  sie  bleiben  also  auch  bestehen, 
wenn  das  Gas  zur  Flüssigkeit,  und  weiter  auch,  wenn  es  zum  festen 
Körper  geworden  ist.     Von  den  beiden  ersten  Gliedern  ist  das  zweite 

aus  ~f  (~ö~or)    entstanden,  diese  Grösse  also  setzt  man  an  Stelle  des 

zweiten  Gliedes  ein.  Das  erste  wird  als  unverändert  angesehen,  also 
belassen.  Und  so  hätte  man  allgemein  für  alle  beliebigen  Substanz- 
gemische 


1.)  lf'S=  ±ir.  [.(-)  log»  +j(^l+  f  %  f  + 


nuS^^ 


H, 


und  k^^^  wird  als  molekulare  specifische  Wärme  bei  constantem  Vo- 
lumen im  idealen  Gaszustande  des  betreffenden  Theiles  angesehen  '). 
Dieser  Schluss  scheint  mir  hinsichtlich  des  ersten  Gliedes  nicht  gerecht- 
fertigt.    Wie  -y  logv  aus  y  l  -r-^  j  ,  eigentlich  aus  —  I  (  —  \   dv  ent- 

standen  ist,  so  das  Glied  Je^^^  log  d'  aus  m^  I  c^^^  -^r»  ^°^  ^^^  ™  idealen 

Gaszustande  giebt  dieses  Jc^^  log^".  Wird  das  Gemisch  comprimirt,  &o 
tritt  die  Abhängigkeit  des  Cv  von  der  Temperatur  und  den  anderen 

d  p 
Variabein  ein,  ganz  wie  im  zweiten  Gliede  hinsichtlich  der  Grösse  t^- 


')  8o  z.  B.  J.  J.  von  Laar  in  seinem  Lehrbuch  der  mathematischen 
Chemie,  B.  7  ff.    Leipzig  1901. 
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Mindestens  also  muss  man  kf^^  als  eine  Art  mittlerer  specifischer  Wärme 
ansehen,  die  weder  dem  gasförmigen,  noch  dem  flüssigen,  noch  dem 
festen  Zustande  mit  Sicherheit  zuzuschreiben  ist,  sondern  entsteht, 
wenn  man  aus  allen  Werthen,  die  die  specifische  Wärme  der  Molekeln 
überhaupt  haben  kann  —  vom  gasförmigen  Zustande  bei  unendlich 
geringer  Dichte  angefangen,  bis  zum  betrachteten  Zustande  —  einen 
Mittelwerth  nimmt  Wir  lassen  jedoch  diese  Betrachtung  als  angenähert 
zutreffend  gelten.  Ist  v'  das  Volumen  des  ganzen  Gemisches ,  N  die 
Zahl  aller  darin  enthaltenen  Molekeln,  so  haben  wir  auch  nach 
Abschn.  31  von  Bd.  I  dieses  Werkes 


b) 

«•         1    »'         1         v' 

Setzen  wir  jetzt 
c) 

0  —  1 

pdv^  =  W, 

so  wird  aach 

U)    M'S=S^  =  '^N,  [ä^;)  hg»  +  j  (^^Y-  7  log  BZN, 


Zur  Abkürzung  sei 


d) 


^  N,  («la  Si^^-jlogB-hj  log  |-)  =--  S,'. 


Wir  haben  dann 


l6) 


S'  =  K  log^  +  ^JN  (^^y-^  N  logN^+  Si 


Für  die  innere  Energie,  bezogen  auf  Masseneinheit,  haben  wir 
nach  Gleichung  44)  und  45)  auf  Seite  84  von  Band  I 

du  =  Jcydd'  +  {Jc9^  —  p)dv. 

Hieraus  folgt  durch  Vergleichung  mit  der  Ausgangsformel  für  dS,  dass 

an  Stelle  von  log%'  steht  a*,  an  Stelle  von  ^~  steht  (0^  --^  —  W'\ 

0^  \      c9  / 

In  Folge  des  letzteren  ümstandes  fallen  die  mit  logN  und  Ugc^x  uiulti- 

plicirten  Glieder  fort,  und  es  bleibt 
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2)  U'  =  JK»  +  BN  [^ (^')^ -  TT']  +  Ui. 

NuDmehr  bekommen  wir 

3)  F'  =  ü'  —  J^  S'  =  Jhi^(i  —  log^)  —  BNW  +-  B^NlogN 

+  R^^NJogCa  +  (?7i  —  J^Si) 

und 

4)  0^  =  rr'  — JOS'+i)v' = /Ä;'fr(l— %^)  — (5iV^>r' —  i?t;') 

n  —  i 

+  B»NlogN  +  Ä^  2  -^'%Ca  +  (PJ  —  /«-Si). 
Das  Planck' sehe  thermodynamische  Potential  wird 

5)  9^'  =  -  -^  =  /fc;(%d  —  1)  +  \ —  —  MNlogN 


-  R  '^  NJogc,  -(^^-JSiy 


Die  Gleichungen  1)  bis  5)  sind  also  Näherungsformeln  für  Entropie, 
Energie,  freie  Energie,  thermodynamisches  Potential,  Planck'sches 
Potential  einer  homogenen  isotropen  Phase  in  irgend  welchem  Zustande 
und  bei  irgend  welcher  Zusammensetzung.  Die  Näherung  bezieht  sich 
immer  auf  das  erste  Glied,  und  zwar  sowohl  hinsichtlich  der  Abhängig- 
keit von  ^,  als  in  Bezug  auf  die  Feststellung  der  Bedeutung  von  ko. 
Doch  ist  im  gegenwärtigen  Stande  der  Wissenschaft  nicht  viel  mehr  zu 
erreichen. 

Ausser  von  Volumen  und  Temperatur  hängen  die  gewonnenen 
Ausdrücke  noch  ab  von  den  Molekelzahlen  N^  und  den  Concentra- 
tionen  0.  Nach  den  ersteren  sind  alle  Ausdrücke  linear  und  homogen, 
aber  sie  darum  als  solche  Functionen  mathematisch  zu  behandeln,  wie 
das  auch  geschieht,  ist  unzulässig,  weil  auch  die  Concentrationen  von 
den  Molekelzahlen  abhängen  und  logarithmisch  auftreten.  Es  ist 
ebenso  unzulässig,  als  wenn  man  z.  B.  mit  den  Potentialen  als  linearen 
Functionen  der  Temperatur  operiren  wollte. 

70.    XJntersuohte  Gleiohgewiohte. 

Chemische  und  physikalische  Gleichgewichte  zwischen  verschiedenen 
Phasen  sind  nunmehr  in  sehr  grosser  Zahl  studirt  i)-    Die  Theorie  hat 


*)  Ostwald's  Zeitschr.  f.  pliysik.  Chemie  enthält  eine  grosse  Zahl  von 
Abhandlungen  hierüber. 
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sich  jedoch,  ahgesehen  von  der  Gibbs'schen  Phasenregel  und  einigen 
nur  angenähert  geltenden  Ableitungen  derselben,  doch  nur  in  wenigen 
Fällen  anwenden  lassen.  Wir  werden  in  den  späteren  Abschnitten 
manches  zu  erwähnen  haben,  hier  soll  nur  dasjenige  hervorgehoben 
werden,was  sich  unmittelbar  auf  die  Gleichgewichtslehre  bezieht.  Der 
schon  genannte  Forscher  Bakhuis  Roozeboom  hat  zuerst  das  Gleich- 
gewicht an  Systemen,  zusammengesetzt  aus  H^  0  und  jedem  der  Körper 
SO,,  GI3,  Brj,  HCl,  HBr,  NH,  und  NH«  Br,  studirt,  und  zwar  in  festen« 
flüssigen  und  gasförmigen  Phasen  ^). 

SO2  +  7HaO  ist  ein  fester  Körper,  ein  Hydrat  der  schwefligen 
Säure,  H3O  -f~  xSOg  ist  eine  flüssige  Lösung  des  Schwefeldioxyds  in 
Wasser,  wobei  z  eine  yariable  Grösse,  SO,  -|-  ZH2O  soll  ein  Dampf- 
gemisch aus  Wasserdampf  und  Schwefeldioxyd  sein,  in  dem  z  ebenfalls 
variabel  ist.  Es  sind  also  drei  Phasen  vorhanden,  das  feste  Hydrat, 
die  flüssige  Lösung,  das  gasförmige  Gemisch.  Diese  können  neben  ein- 
ander bestehen  und  zwar  unverändert  immer  nur  bei  einer  Tem- 
peratur und  einem  Druck.  Lässt  man  die  Temperatur  anwaehsen,  so 
kann  abermals  Gleichgewicht  eintreten,  jedoch  nachdem  eine  Aenderang 
in  den  Phasen  vorgefallen  ist.  Zwischen  t  =  —  2,6^  jp  =  211  mm  Hg 
und  t  =  -\-  12,1®,  JP  =  1770  mm  Hg  besteht  die  Veränderung  darin, 
dass  SO3  in  die  wässerige  Lösung  eintritt  und  ebenso  in  das  Dampf- 
gemisch H^O  und  SO9;  in  der  wässerigen  Lösung  vermehrt  sich  der  Ge- 
halt an  SO2,  berechnet  auf  7H2O  von  0,17  SOj  bis  0,61  SO,.  Jeder  Tem- 
peratur entspricht  also  ein  Gleichgewicht  mit  bestimmt  concentrirter 
Lösung  und  bestimmt  concentrirtem  Dampfgemisch,  das  Hydrat  bleibt 
an  sich  ungeändert,  nur  verliert  es  an  Masse.  Das  entspricht  also  der 
Gibbs'schen  Phasenregel.  Die  Temperaturen  und  Drucke  des  Gleich- 
gewichts sind  folgende: 


Temperatur 

Druck 

Temperatur 

Druck 

^C. 

Millim.  Hg 

<>C. 

MilHm.  Hg 

—  2,6 

211 

+    6 

666 

2 

^     230 

7 

752 

—  1 

262 

8 

870 

0 

297 

10 

1180 

+  2 

S90 

+  12.1 

1770 

+  4 

495 

Bei  t  =  —  2,6  ist  die  Lösung  H2O  +  xSOj  noch  flüssig,  darunter 
gefriert  sie.  Bis  —  6<^  jedoch  gelang  es,  sie  überkaltet  zu  erhalten, 
es  war  dann 


0  ZeitBchr.  f.  physik.  Chemie,  Bd.  1,  S.  204;  Bd.  2,  S.  449  ff. 
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Temperatur 

Druck  Millimeter  Hg 

•c. 

Lösung  flüssig 

Lösung  fest 

—  3 

210 

206 

4             1 

176 

194 

6 

137 

177 

8              1 

— 

160 

—  9              1 

1 

— 

150 

Der  Druck  nimmt  also  über  der  festen  Lösung  langsamer  ab  als  über 
der  flüssigen,  was  später  genauer  zu  behandeln  sein  wird. 

Ueber  12,1^  hinaus  ist  der  Druck  so  hoch  gestiegen,  dass  nun- 
mehr das  sonst  gasförmige  Schwefeldioxyd  flüssig  wird.  Von  dieser 
Temperatur  und  dem  ihr  entsprechenden  Druck  ab  unterscheidet  Bak- 
huis  Roozeboom  drei  neue  Gleichgewichtscurven.  Eine  für  das 
Hydrat  SO^  -|-  7HsO,  das  flüssige  Schwefeldioxyd  und  das  Dampf- 
gemisch HaO  -h  zSO),  eine  zweite  für  die  flüssige  Schwefeldioxyd- 
lösung, das  flüssige  Schwefeldioxyd  und  für  das  Dampfgemisch,  eine 
dritte  für  das  Hydrat,  die  Lösung  und  das  flüssige  Schwefeldioxyd. 
Da  er  dem  flüssigen  Schwefeldioxyd  noch  einiges  Wasser  zuschreibt, 
bezeichnet  er  es  mit  SO2  +  yH^O.  Die  vier  Gurven,  die  im  Punkte 
t  =  12,1^,  j?  =  1770  mm  Hg  zusammentreffen,  sind  also: 

502  +  7HjO,  H2O  +  xSOa,  SOa  +  zHjO; 

503  +  7HaO,  SOa  +  yHaO,  SO,  +  zHaO; 

SOa  +  xHaO,  SO,  +  yHaO,  SOj  +  zHaO; 

SOa  +  7H2O»  HaO  +  xSOa,  SOj  +  yHjO. 

y  soll  eine  sehr  kleine  Zahl  sein,  z  ist  nicht  bestimmt  Der  vorge- 
nannte Punkt  t  =  12,1^  p  =  1770  ist  also  ein  Vierfachpunkt,  in 
welchem  vier  Phasen  bestehen  können,  nämlich  eine  feste  (SOa  ~{~  7  HaO), 
zwei  flüssige  (HqO  +  xSOa,  SOa  +  y HaO)  ^^^  ^^^^  gasförmige 
(SOa  +  zHaO). 

Ebenso  existiren  im  Punkte  t  =  —  2,6^  p  =  211mm  Hg  vier 
Phasen,  nämlich  zwei  feste  (SO2  +  7H2O,  HaO  Eis),  eine  flüssige 
(HaO  +  0,09  SOa),  eine  gasförmige  SO2  +  zHjO.  Es  treffen  also 
dort  vier  Curven  zusammen,  für: 

SOj  +  7H2O,     HaO  +  xSOa,     SOa  +  zHgO 
SOa  +  7HaO,     Ha  0  (Eis),  SO2  +  zHaO 

HjO  (Eis),  HaO  +  xSOa,     SOa  +  zHaO 

SOa  +  7H3O,     HaO  (Eis),  HaO  +  xSOa- 

Im  Ganzen  haben  wir  eine  Gleichgewichtscurve,  die  in  zwei  Vierfach- 
punkten endet,  von  denen  je  drei  andere  Gleichgewichtscurven  ausgehen. 
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Ganz  entsprechend  waren  die  Ergebnisse  an  den  Systemen  aus 
HaO  und  Clj.  Von  ^  =  —  0,24«,  p  =  244  mm  Hg  bis  t  =  28,7«, 
p  =  6  Atm.  coexistirten  drei  Phasen,  nämlich  das  feste  Clj  +  8  U^  0, 
die  Lösung  Hj  0  -|~  ^^^si  ^^^  Dampfgemisch  CI3  -\-  ZH2O.  In  den 
genannten  Endpunkten  hielten  sich  je  vier  Phasen  im  Gleichgewicht, 
so  wie  im  yoraufgehenden  Falle,  indem  nur  Clj  an  SteUe  von  SO^  trat 

Ebenso  im  Falle  von  H2  0  und  Br^ ;  die  zusammengehörigen  Zahlen 
von  U  Py  X  waren  hier  folgende : 


* 

P 

X 

t 

P 

.1" 

•c. 

Centiiii.Hg 

•c. 

Centim.  Hg 

0 

6,8 

4,22 

7 

9,6 



2 

7,6 

— 

8 

10,1 

— 

3 

8,0 

3,95 

10 

11,0 

3,44 

4 

8,3 

— 

12,5 

12,4 

— 

5 

8,8 

3,74 

15,9 

14,6 

— 

6 

9,2 

— 

X  giebt  die  Theile  Brom   auf  100  Theile  Wasser.      Das  feste  Brom- 
hydrat  war  Br^  +  lOH^O. 

Bei  den  Systemen  aus  H^O  und  HBr  liegen  die  Verhältnisse  inso- 
fern etwas  anders,  als  mehrere  feste  Hydrate  des  HBr  vorhanden  sind 
(wohl  auch  bei  SO3).  Für  die  Coexistenz  des  festen  Hydrats  HBr 
-|-  2  Hg  0  mit  der  Lösung  H2  0  -f*  x  H  Br  und  dem  Dampfgemisch 
H  Br  -|-  z  H9  0  gelten  zunächst  die  früher  angegebenen  Regeln ;  es  fand 
sich,  wenn  mit  c  die  Goncentration  der  flüssigen  Lösung  in  Theilen  HBr 
auf  1  Theil  Wasser,  mit  N  die  Molekelzahl  auf  2  H2  0  in  dieser  Lösung 
bezeichnet  wird: 


t 

P 

c 

iV 

•c. 

Millim.  Hg 

—  25,0 

0,1 

1.755 

0,78 

21,8 

1 

— 

— 

18,9 

3 

1,855 

0,84 

16,8 

6 

— 

— 

14,6 

12 

2,000 

0.89 

13,0 

22 

— 

— 

12,4 

28 

— 

— 

12,0 

34 

2,138 

0,95 

11,6 

44 

— 

— 

—  11,3 

52.5 

2,244 

1,00 

Untersacbte  Gleichgewichte. 


337 


In  allen  früheren  Hydraten  war  die  Lösung  immer  weniger  con- 
centrirt  als  das  Hydrat,  indem  die  Abscheidung  der  SOj,  Glj,  Brj  zu 
einer  besonderen  Flüssigkeit  am  oberen  Yierfachpunkt  schon  auftrat, 
beyor  die  Lösung  das  Hydrat  an  Concentration  erreicht  hatte.  Hier 
dagegen  gelangt  die  Lösung,  wie  die  Tabelle  unter  N  zeigt,  zur  Con- 
centration des  Hydrats  bei —  11,3^,  bevor  HBr  sich  als  Flüssigkeit  aus- 
scheidet. Wir  haben  also  auf  der  Gleichgewichtscurve  für  H  Br  -|-  2  Hj  0, 
H^O  -f-  zHBr,  HBr  -^  zHsO  einen  Punkt,  in  welchem  festes  Hydrat 
neben  flüssigem  besteht,  es  ist  der  Schmelzpunkt  des  festen  Hydrats. 
„Erhöht  man  den  Druck  noch  weiter,  so  geht  die  Temperatur,  bei 
welcher  das  Hydrat  bestehen  kann,  wieder  rückwärts.  Das  Hydrat 
besteht  neben  Lösungen,  deren  Gehalt  an  HBr  grösser  ist  als  im 
Hydrat  und  beständig  wächst.  **  Die  zusammengehörigen  Werthe  sind 
folgende: 


t 

P 

c 

N 

•c. 

—  11,3 

525 

zm  Hg 

2,244 

1,0 

11,5 

1 

Atni. 

2,352 

1,048 

12,0 

1% 

1» 

2,480 

1,083 

12,6" 

1% 

» 

2,486 

1,107 

13.3 

1^. 

n 

— 

— 

14,0 

2 

n 

2,638 

1,175 

14,8 

2% 

^ 

— 

— 

—  15,5 

2% 

n 

2.750 

1,225 

Jedoch  besteht  das  Hydrat  nur  innerhalb  der  angegebenen  Drucke,  für 
kleinere  Drucke  und  für  grössere  geht  das  Hydrat  in  Lösung  über,  für 
kleinere  unter  Entwickelung  von  HBr,  für  grössere  unter  Absorption 
von  HBr.  Es  gehören  also  hier  zu  jeder  Temperatur  zwei  Gleich- 
gewichtsdrucke, und  das  Hydrat  kann  hiernach  mit  zwei  Lösungen  und 
zwei  Dampfgemischen  im  Gleichgewicht  sein. 

Sobald  der  Punkt  f  =  —  15,5,  |)  =  2V2  Atm.  überschritten  wird 
und  man  zu  niedrigeren  Temperaturen  übergeht,  erstarrt  die  Lösung  zu 
einem  Gemisch  des  früheren  Hydrats  H  Br  -|-  2  Hj  0  und  eines  neuen 
Hydrats  HBr  +  IH2O.  Steigert  man  dagegen  den  Druck,  so  geht 
das  frühere  Hydrat  HBr  +  2  Ha  0  in  das  neue  feste  Hydrat  HBr 
-f  1  H2  O  über.  In  letzterem  Falle  hat  man  die  Gleichgewichtscurve 
HBr  +  HaO,  H2O  +  xHBr,  HBr  +  zHjO,  die  sich  ganz  so  ver- 
hält wie  die  entsprechenden  früheren  Gleichgewichtscurven,  denn  nun- 
mehr enthält  die  Lösung  immer  weniger  HBr  als  das  Hydrat  im  Ver- 
hältniss  zu  H2O,  und  steigenden  Temperaturen  entsprechen  durchweg 
steigende  Drucke.     Die  zusammengehörigen  Zahlen  sind: 
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t 

P 

C 

t 

P 

c 

•c. 

Atm.. 

•c. 

Atm. 

—  15,5 

2V. 

2,75 

'       —7,2 

6 

3,11 

14,8 

2% 

— 

5,8 

7 

2,25 

■ 

14.0 

3 

2,79 

4,7 

8 

3,40 

11,0 

4 

2,90 

4,0 

9 

— 

-    8,7 

5 

3,00 

-3,3 

10% 

3.75 

Bei  f  =  —  3,3,  p  =  10 Vj  Atm.  tritt  yerflüsBigtes  HBr  (wie  früher 
H  Br  +  y  Ha  0)  auf,  und  dieser  Punkt  ist  wieder  ein  Yierfachpunkt, 
die  Zahl  x  ist  in  diesem  Punkte  0,83. 

Geht  man  vom  früher  bezeichneten  unteren  Vierfachpunkt  t  = 
—  15,5^,  p  =  2V«  Atm.  auf  diejenige  Gleichgewichtscurve  über,  für 
welche  die  Lösung  erstarrt  ist,  so  hat  man  ein  Gleichgewicht  zwischen 
den  beiden  Hydraten  HBr  +  2  Ha  0  und  HBr  +  1  ELjO  und  dem  Dampf- 
gemisch HBr  H-  zHjO.  Fallende  Temperaturen  entsprechen  dem 
fallenden  Drucke,  und  zwar  wird  bei  — 28,6 <^  wieder  Atmosphärendruck 
erreicht.     Im  unteren  Yierfachpunkt  selbst  coexistiren 

HBr  +  2 Ha  0  fest, 
HBr  +  IH2O  fest, 
2H2O  +   1,225  HBr  flüssig, 
HBr  +  zHiO  dampfförmig. 

Das  System  HCl  und  H2  0  scheint  sich  ganz  ebenso  zu  verhalten, 
wie  das  vorstehend  behandelte. 

Noch  complicirter  sind  die  Verhältnisse  bei  dem  System  NH4  Br 
und  NHg,  weil  drei  feste  Verbindungen  in  Frage  kommen:  NHiBr 
-f  INH3,  NH^Br  +  3NH3,  NH^Br  +  6NH..  Bei  gewissen 
Drucken  und  Temperaturen  besteht  Gleichgewicht  zwischen  den  festen 
Körpern  NH4Br,  NH4Br  +  INH3  und  dem  Gase  NH3.  Bei  höheren 
Drucken,  die  zu  entsprechenden  Temperaturen  gehören,  tritt  an  Stelle 
des  festen  Körpers  NH4Br  der  ebenfalls  feste  NH4Br  +  3NHs.  Das 
Gleichgewicht  erhält  sich  mindestens  von  t  ^  —  21®,  p  =  16,2  cm  Hg 
bis  <  =  +  6,5,  p  =  81,5  cm  Hg.  Ueber  den  letztgenannten  Punkt  hin- 
aus verwandelt  sich  bei  steigendem  Druck  der  Körper  N  H4  Br  +  1  N  H3 
in  eine  Flüssigkeit,  und  nun  besteht  daR  Gleichgewicht  zwischen  dem 
zweiten  festen  Körper,  dem  Gase  N  Hg  und  der  Flüssigkeit  N  H4  Br 
+  xNHg.  Dieses  Gleichgewicht  kann  durch  üeberkühlung  bis  —  10^ 
verfolgt  werden,  falls  der  feste  Körper  mit  3NH)  fehlt;  die  zusammen- 
gehörigen Zahlen  sind: 
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t 

p  in  Centimeter 

NH.Br  +  NH, 

C 

•c. 

fest                     flüssig 

—  10 

42,7 

40,5 

2,76 

—    5 

67,7 

51,2 

2,72 

0 

68,8 

63,5 

2.68 

+    5 

77,0 

78,0 

2,64 

6,5 

81,5 

81,5 

2,63 

10 

— 

94.2 

2,59 

15 

— 

113,2 

2,55 

20 

— 

135,0 

2,50 

+  25 

— 

159,0 

2,45 

Die  SpannuDg  des  Gases  (NH3)  nimmt  über  der  festen  Phase 
langsamer  ab  mit  fallender  Temperatur  als  über  der  flüssigen,  analog 
dem  Beispiel  für  H3O  und  SO2. 


Die  bisher  stndirten  Gleichgewichte  beziehen  sich  auf  Verhältnisse, 
die  mit  Temperatur  und  Druck  yariiren.  Ich  führe  weitere,  von  dem- 
selben Forscher  und  von  anderen  studirte  Gleichgewichte  bei  con- 
stanten  Temperaturen  an,  bei  welchen  die  Mengenverhältnisse  der 
Stoffe  geändert  werden. 

Es  handelt  sich  um  das  Gleichgewicht  zwischen  wässerigen 
Lösungen  yon  Salmiak  und  Eisenchlorid  ^)  mit  einfachen  Salzen,  Doppel- 
salzen und  Mischkrystallen.  Die  Lösung  besteht  in  NH^Cl  und  Fe  Gig 
in  H2O. 

Das  Salz,  mit  dem  die  Lösung  im  Gleichgewicht  sein  kann,  war 
FeaClß  +  12  Hau,  das  Doppelsalz  4  N  H4  Cl  Fe,  Cl,.  +  2  H,  0.  üeber 
die  Zusammensetzung  der  Mischkrystalle  besteht  trotz  der  eingehen- 
den späteren  Untersuchungen  von  E.  C.  J.  Mohr")  keine  Sicher- 
heit. Nach  diesen  handelt  es  sich  wahrscheinlich  um  das  vorgenannte 
Doppelsalz,  gemischt  mit  Salmiak. 

Bakhuis  Roozeboom  hat  die  Gleichgewichte  bei  15^0.  studirt, 
K  C.  J.  Mohr  hat  diese  Untersuchung  nochmals  ausgeführt  und  sie 
durch  solche  bei  25^,  35^  45^  vervollständigt 3).  Die  Gleichgewichts- 
curven  haben  bei  diesen  verschiedenen  Temperaturen  sehr  ähnlichen 
Verlauf.  Sie  bestehen  je  aus  drei  Theilen,  die  sich  zu  zweien  an 
einander  schliessen,  so  dass  man  vollständige  Gleichgewichtscurven 
bei  jeder  Temperatur  mit  je  zwei  Einknickungen  hat.  Nimmt  man  als 
Abscissen  die  Anzahl  Molekeln  NH4CI  auf  100  H3O,  als  Ordinalen  die 
entsprechende  Anzahl  Molekeln  FeCla  auf  100  H3O,  so  sind  die  drei 


*)  Zeitschr.  f.  phyaik.  Chem.,  Bd.  10,  S.  147  flf. 
*)  1.  0.  Bd.  27,  8.  216  ff. 
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Theile  der  jeweiligen  isothermischen  Gleichgewi chtscurye  Linienstücke, 
die  bei  höherer  Temperatur  beiden  Axen  die  convexe  Seite  zukehren: 
bei  niederen  Temperaturen  wendet  der  der  Ordinatenaxe  benachbarte 
Theil  mehr  und  mehr  dieser  Axe  seine  concave  Seite  zu.  Im  Uebrigen 
ist  der  Verlauf  der  Curven  in  allen  Temperaturen  fast  der  nämliche. 
Es  genügt  daher,  für  eine  dieser  Curven  die  Zahlen  anzugeben,  wo- 
für ich  nach  Bakhuis  Roozeboom  die  bei  15®  wähle.  Demnach 
haben  wir: 


£rst6 

Phase 

Wässerige  Lösung  vod  NH^Ci  und  FeClg 

Zwei 
Salze  und 

te  Phase 

In  100  Thln.  H,0 

Auf  100  Molekeln  H^O 

Mischkrystalle 

NH4OI 

FeCI» 

NH4CI 

FeCI, 

jr 

y 

^i 

Vi 

0 

83,88 

0 

9,30 

Fe,Cl 

.  +  12H,0 

8,24 

86,32 

1,09 

9,57 

« 

B 

4,03 

91,61 

1,36 

9,93 

n 

-h  Doppelsalz 

5,92 

83,64 

2,00 

9,27 

Doppelsalz 

8,31 

78,77 

2,79 

8,71 

1» 

9,21 

77,54 

3,11 

8,60 

» 

12,08 

73,20 

4,05 

8,09 

„ 

15.53 

69,01 

5,22 

7,65 

„ 

19,12 

64,83 

6,41 

7,18 

n 

22,88 

61,28 

7,70 

6,79 

n 

32,04 

56,00 

10,78 

6,21 

» 

23,21 

60,83 

7,82 

6,75 

7,29 

Proc. 

Mischkrystalle 

23,05 

59,90 

7,76 

6,64 

7,10 

» 

>i 

22,63 

53,47 

7,62 

5,94 

5,55 

n 

n 

22,85 

49,30 

7,69 

5,71 

5,00 

n 

w 

22,90 

45,42 

7,70 

5,03 

4,40 

» 

„ 

23,00 

42,92 

7.74 

4,76 

2,25 

r» 

« 

23,23 

39,12 

7,81 

4,34         1 

3,80 

„ 

r 

23,05 

34,56 

7,76 

3,83 

3,06 

„ 

r 

25,33 

25,43 

8,52 

2,82 

1,64 

n 

n 

28,41 

15,33 

9,60 

1,70 

0,94 

n 

■ 

32,55 

6,15 

10,95 

0,68 

0,31 

n 

■ 

35,30 

0 

11,88 

0 

J 

NH,Cl 

Die  Zusammenstellung  lehrt,  bei  welcher  Zusammensetzung  der 
flüssigen  Lösung  diese  mit  den  in  der  letzten  Spalte  genannten  festen 
Stoffen  sich  im  Gleichgewicht  befand.  Beziehen  wir  uns  auf  die  mole- 
kulare Zusammensetzung,  so  bestand  also  bis  zum  Punkte  Xi  =  1,36, 
2/j  =  9,93  die  Lösung  neben  festem  Eisenchloridhydrat,  wobei  bereits 
bei  diesem  Punkte  etwas  Doppelsalz  auftrat.      Das  giebt   den   ersten 
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in  Bezug  auf  die  x-Axe  steigenden  Theil  der  Gleiehgewichtscarre.  Im 
zweiten  sich  ihm  eckig  anschliessenden  und  in  Bezug  auf  die  Oz-Axe 
fallenden  Theil  der  Curye  besteht  das  Gleichgewicht  der  Lösung  bis 
Xi  =  10,78,  yi  =  6,21  gegen  festes  ausgeschiedenes  Doppelsalz.  Im 
dritten  noch  weiter  fallenden  mit  Bezug  auf  die  Mischkrystalle.  In 
den  Treffpunkten  dieser  drei  Theile  kann  die  Lösung  mit  dem  Salz 
und  dem  Doppelsalz  bezw.  mit  dem  Doppelsalz  und  den  Mischkrystallen 
im  Gleichgewicht  sein,  also  jedesmal  mit  zwei  festen  Körpern.  Während 
man  nun  von  dem  ersten  Treffpunkte  durch  Zusatz  von  Salmiak  sofort 
auf  den  zweiten  Theil  der  Curve  gelangt,  kann  man  yom  zweiten 
Treffpunkte  aus  bei  fernerem  Zusatz  von  Salmiak  den  zweiten  Theil 
der  Curve  noch  weiterführen,  man  erhält  dann  aber  labile  Zustände, 
indem  etwa  sich  ausscheidendes  Doppelsalz  alsbald  sich  in  Misch- 
krystaUe  umsetzt.  Stabiles  Gleichgewicht  ist  also,  sobald  der  Gehalt 
an  Eisenchlorid  unter  eine  bestimmte  Grenze  sinkt,  nur  möglich  gegen 
die  Mischkrystalle  als  feste  Phase,  ebenso  wie  hinter  dem  ersten  Treff- 
punkte nur  gegen  das  Doppelsalz,  wenn  der  Gehalt  an  Salmiak  eine 
gewisse  Höhe  überschritten  hat. 

Wenn  man  solche  Gleichgewichtscurven  für  mehrere  Temperaturen 
herstellt  und  durch  die  entsprechenden  Treffpunkte  der  Theile  dieser 
Curven  eine  Linie  führt,  so  bildet  diese  eine  neue  Gleichgewichtslinie 
für  drei  Phasen,  wovon  zwei  feste  sind.  Wir  haben  zwei  solche  Linien, 
eine  mit  den  festen  Phasen  Eisenchloridhydrat  und  Doppelsalz,  und 
die  zweite  mit  deren  Doppelsalz  und  Mischkrystallen.  Bei  diesen  Gleich - 
gewichtslinien  sind  variabel  die  Zusammensetzung  der  Lösung  und  die 
Temperatur.  Die  schon  angeführten  Versuche  Mohr 's  lehren,  dass 
im  ersten  Falle  das  Gleichgewicht  wesentlich  von  dem  Gehalt  an  Eisen- 
Chlorid,  im  zweiten  wesentlich  von  dem  an  Salmiak  abhängt,  so  dass 
wir  es  auch  bei  diesen  Gleichgewichtscurven  nur  mit  zwei  Variabein 
zu  thun  haben,  Temperatur  und  Eisenchloridgehalt  bezw.  Salmiak- 
gehalt. Die  Temperaturen  wachsen  mit  wachsendem  Gehalt  an  Chlorid 
bezw.  Salmiak;  das  heisst,  mit  wachsender  Temperatur  muss  die  Lösung 
mehr  und  mehr  Eisenchlorid  bezw.  Salmiak  enthalten,  wenn  sie  mit 
den  beiden  festen  Phasen  Eisenchloridhydrat  und  Doppelsalz  bezw. 
Doppelsalz  und  Mischkrystalle  im  Gleichgewicht  sein  soll. 

Die  bisher  behandelten  Beispiele  zeigen  bereits,  wie  verwickelt 
unter  Umständen  die  P>scheinungen  schon  beim  Gleichgewicht  weniger 
Substanzen  sein  können.  Ich  führe  noch  ein  Beispiel  an,  welches  in 
dieser  Beziehung  ungemein  lehrreich  ist. 

Es  handelt  sich  um  das  Gleichgewicht  zwischen  Wasser,  Phenol 
(CgHßO)  und  Anilin  (CßHjN),  davon  ist  Phenol  bis  zu  40°  C.  oder  mehr, 
Anilin  bis  —  8°C.  fest.  Die  in  Betracht  kommende  Untersuchung 
rührt  von  Schreinemakers    her^).     Wir    haben    also   zunächst   an- 

*)  Zwtschr,  f.  Physik.  Chemie,  Bd.  29,  S.  577  ff.;  Bd.  30,  S.  460  ff. 
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Bcheinend  drei  Phasen.  Da  jedoch  diese  Phasen  sich  in  einander  lösen, 
80  kann  man  auch  noch  Lösungen  von  Wasser  und  Phenol,  Wasser 
und  Anilin,  und  Phenol  und  Anilin  haben.  Die  Lösung  von  Phenol 
und  Anilin  in  Wasser  geht  nun  (S.  439)  so  vor  sich,  dass  sich  zwei 
Schichten  bilden,  eine  mit  vielem  Phenol  bezw.  Anilin,  eine  mit 
wenigem.  Also  giebt  eine  solche  Lösung  schon  zwei  Phasen.  Sodann 
kann  aus  der  Phenol- Anilinlösung  eine  bis  etwa  30^  feste  Verbindung 
▼on  Phenol  und  Anilin  ausfallen,  welche  nach  der  Formel  C^jHs.NH^ 
.HO  .G(;H5  zusammengesetzt  ist  und  eine  neue  Phase  ergiebt.  End- 
lich haben  wir  das  Dampfgemisch  als  Phase.  Von  letzterem  sehen 
wir  ab. 

Nimmt  man  erst  Wasser  und  Phenol  und  geht  von  tiefen  Tem- 
peraturen aus,  so  hat  man  die  beiden  festen  Phasen  Eis  und  PhenoL 
Erhöht  man  die  Temperatur,  so  wird  zuletzt  Eis  schmelzen,  Phenol 
löst  sich  dann  im  Wasser,  dadurch  wird  die  Schmelztemperatur  herab- 
gedrückt.  Bei  —  0,9^  soll  bereits  Lösung  Yorhanden  sein.  Nunmehr 
haben  wir  Eis  und  Phenol  und  Phenollösung  im  Gleichgewicht.  Wenn 
alles  Eis  geschmolzen  ist,  was  bei  weiterer  Temperaturerhöhung  bis 
0®  geschehen  ist,  bleibt  nur  Phenol  und  Lösung.  Von  t  =  —  0,9' 
bis  ^  =  0^  geht  also  eine  Gleichgewichtscurve  für  Eis  und  Phenol 
und  eine  zweite  für  Phenol  und  Phenollösung.  Die  erste  ist  bei 
t  =  0^  zu  Ende,  die  zweite  geht  weiter.  Bei  Temperaturerhöhung  über 
0®  hinaus  bereitet  sich  nun  in  der  Lösung  die  Schichtung  Yor,  wo- 
durch diese  Lösung  als  aus  zwei  Phasen  bestehend  angesehen  werden 
kann,  bei  t  =  1,5^  haben  wir  dann  Phenol,  schwache  Lösung,  starke 
Lösung.  Von  t  =  1,5^  gehen  also  abermals  zwei  Gurven  aus,  eine  für 
Phenol  und  die  schwache  Lösung,  eine  andere  für  die  beiden  Lösungen, 
also  eine  für  eine  feste  und  flüssige  Phase,  die  andere  für  zwei  flüssige 
Phasen.  Auf  der  letzteren  giebt  es  einen  Punkt,  in  welchem  beide 
Lösungen  einander  gleich  werden,  zu  welchem  man  auf  doppelte  Weise 
gelangen  kann,  durch  Stärkung  der  schwachen  oder  durch  Schwächung 
der  starken  Lösung.  Kühlt  man  diese  Phase  ab,  so  scheidet  sich  zu- 
letzt Phenol  aus. 

Wasser  und  Anilin  verhalten  sich  ganz  analog;  wenn  man  jedoch 
die  beiden  Lösungen  abkühlt,  so  scheidet  sich  nicht  Anilin  aus,  son- 
dern Eis.  Also  giebt  es  eine  Temperatur,  sie  beträgt  —  0,5^,  bei 
welcher  die  drei  Phasen  Eis,  schwache  Anilinlösung,  starke  Anilin- 
lösung im  Gleichgewicht  sind.  Von  dieser  Temperatur  ab  gehen  wieder 
zwei  Gleichgewich tscurven ,  eine  für  Eis  und  die  starke  Lösung ,  die 
andere  für  die  beiden  Löungen,  jene  endet  wieder  bei  0^.  Ausserdem 
musB  es  noch  eine  Gurve  geben  für  Eis  und  die  schwache  Lösung. 
Kühlt  man  das  System  Eis -Starke  Lösung  ab,  so  scheidet  sich  bei 
— 12^  festes  Anilin  aus  und  es  bleibt  eine  dritte  mittlere  Lösung.  Bei 
—  12^  haben  wir  also  die  drei  Phasen  Eis,  Anilin,  mittlere  Lösung. 
Gehen  wir  dann  von  —  12^  zu  höheren  Temperaturen,  so  gilt  eine 
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Carye  für  Eis  und  jene  mittlere  Lösung,  eine  zweite  fär  Anilin  und 
mittlere  Lösung.  Erstere  wird  in  0^,  letztere  in  —  8^  (Schmelzpunkt 
des  Anilins)  enden.  Zuletzt  Phenol  und  Anilin.  Die  Lösung  ist  ein- 
heitlich, doch  tritt  die  schon  genannte  Verbindung  dieser  Stoffe  auf. 
Gehen  wir  yon  40^,  dem  Schmelzpunkt  des  Phenols,  nach  niederen 
Temperaturen,  so  haben  wir  zunächst  eine  Gurve,  in  der  festes  Phenol 
mit  Phenol  -  Aniünlösung  im  Gleichgewicht  ist.  Bei  etwa  -|-  15^ 
fallt  jene  Verbindung  aus,  und  es  geht  von  dieser  Temperatur  eine 
neue  Gurre  aus,  welche  das  Gleichgewicht  mit  dieser  darstellt. 
Da  diese  Verbindung  f&r  sich  erst  bei  30^  schmilzt  (mit  Phenol  zu- 
sammen wie  wir  sahen  bei  15®),  so  kann  man  das  Gleichgewicht  der 
Lösung  gegen  sie  zu  höheren  Temperaturen,  bis  30^,  führen.  Von  30® 
ab  zu  niederen  Temperaturen  übergehend,  hat  man  das  Gleichgewicht 
der  Lösung  gegen  die  feste  Verbindung  bis  zu  einer  Temperatur  —  12®. 
Bei  dieser  Temperatur  würden  Anilin  und  diese  Verbindung  zusammen 
schmelzen,  und  da  Anilin  für  sich  bei  —  8®  schmilzt,  führt  yon 
t  =  —  8®  nach  ^  =  —  12®  noch  eine  Gleichgewichtscurve  zwischen 
festem  Anilin  und  Lösung.  Im  Ganzen  haben  wir  also  drei  Gurven; 
von  ^  =  40®  bis  ^  =  15®  Phenol  und  Lösung,  <  =  15®  bis  <  =  30® 
und  t  =  30®  bis  t  =  —  12®  Phenol  -  Anilinverbindung  und  Lösung, 
von  t  =  —  8®  bis  t  =  —  12®  Anilin  und  Lösung.  In  den  beiden 
Scheidungspunkten  zwischen  den  drei  Gurven  bestehen  die  Phasen 
Phenol,  Verbindung,  Lösung  bezw.  Verbindung,  Anilinlösung. 

Folgende  Tabelle  stellt  die  Verhältnisse  für  diesen  Fall  dar. 


Lösung  Phenol-Anilin   im   Gleicligewicht  mit 

Phenol 

Verbindung 
Phenol-Anilin 

Anilin 

Temp. 

Molen 

Temp.             Molen 

Temp.      ;       Molen 

•c. 

Anilin 

» C.                Anilin 

»C. 

Anilin 

-f  37,3 

4,0 

+  16,2                23,4 

-11,4 

92,4 

35,0 

6,5 

18,0                25,4 

9,5 

94,8 

32,0 

9,8 

22,7                 30,1 

8,1 

96,9 

29,5 

11.6 

24,9        ,         33  7 

7,1 

98,5 

25.3 

15,4 

27,7        1         37,3 

-    6,1 

100 

+  18,5 

20,4 

29,9        '         45,2 
29,5                 55,5 
27.5                 60.9 
27,3                 62,8 

22,0                 70,1 

16,5                 76,1 

+    5,7                 83,2 

—    5,2                 89,2 
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So  manni^altig  und  Terwickelt  sind  die  Verhältnisse  schon,  wenn 
auch  nur  zwei  der  Stoffe  benutzt  werden.  Viel  bedeutender  wird 
natürlich  die  Zahl  der  Möglichkeiten,  wenn  man  die  drei  Stoffe  zu- 
sammen bringt.  Die  Lösung  enth&lt  nun  Phenol  und  Anilin ,  und  da 
jeder  dieser  beiden  Stoffe  mit  Wasser  geschichtete  Lösung  giebt,  so 
hat  man  auch  hier  zwei  solche  Lösungen  mit  viel  Phenol  und  Anilin 
und  mit  wenig  Phenol  und  Anilin.  Bei  einer  Temperatur  sind  die 
Schichten  von  einander  nicht  mehr  zu  trennen.  Diese  kritische 
Mischungstemperatur,  wie  sie  allgemein  genannt  wird,  ist 
nach  dem  relativen  Gehalt  an  Phenol  und  Anilin  verschieden  und 
abhängig  von  der  Lösung,  von  der  man  ausgeht.  Folgende  Zusammen- 
stellung zeigt,  in  welcher  Weise  ersteres  stattfindet,  wenn  die  Aus- 
gangslösung  die  von  Phenol-Anilin  ist. 

Molen  Anilin  auf  100  Molen  Phenol  -|-  Anilin: 
0       11,58       25,4       37,3       50       62,8       76,07       87,66       100 

Kritische  Mischungstemperatur: 
68»       950      114,50      1270    139^50    1480     155^50       1630       1570 

Die  kritische  Temperatur  steigt  also  mit  wachsendem  Anilingehalt, 
und  sie  bedeutet  die  höchste  Temperatur,  bei  der  man  durch  Zufügung 
von  Wasser  noch  zwei  Schichten  in  der  Lösung  erhalten  kann.  Iden- 
tisch sind  die  Schichten  nicht,  wenigstens  nicht,  wenn  die  Lösung 
Phenol  und  Anilin  enthält.  Die  Zusammensetzung  der  Lösung  bei 
dieser  kritischen  Temperatur  ist  z.  B.  für 

68"  C.  95*  0. 

Proc.  Wasser    .Proc.  Phenol  Proc.  Wasser    Proc.  Phenol    Proc.  Anilin 

65  35  69,9  26,6  3,5 

U8®  C. 
Proc.  Wasser      Proc.  Phenol      Proc.  Anilin 
66  13,2  21,8 

In   Bezug    auf  Wasser    ändert    sich   also   die   Zusammensetzung 
wenig.     Wie  sich   aber   dabei  die  schwache  Lösung  zur  starken  ver- 
hält, ist  aus  folgendem  Beispiel  für  95^  zu  ersehen. 
(Siehe  nebenstehende  Tabelle.) 

Das  vorige  betraf  die  kritischen  Mischungstemperaturen ,  wenn 
man  zu  einer  Phenol- An ilinlösung  Wasser  hinzufügt.  Es  ist  erst  nur 
eine  Schicht  vorhanden,  es  bilden  sich  nach  Hinzufügung  von  Wasser 
zwei  Schichten,  die  sich  unter  einander  erhalten,  die  Schichten  ver- 
schwinden wieder,  sobald  die  Temperatur  den  angegebenen  kritischen 
Werth  erreicht  hat.  Andere  kritische  Temperaturen  erhält  man,  wenn 
man  zu  einer  Lösung  von  Phenol  in  Wasser,  die  schon  zwei  Schichten 
hat,  Anilin  hinzufügt.     So  'ist  die 
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Proc.  Waeser 

Proc.  Phenol 

Proc.  Anilin 

93 

0 

7 

92 

4,1 

3,9 

89 

8,3 

2,7 

69,9 

26,6 

3,5 

30 

52,4 

17,6 

23 

48,5 

28,5 

17 

41,7 

41,3 

13 

32,9 

54,1 

12 

21,8 

66,2 

8 

0 

92 

I 


Molenzahl  Phenol  auf  100  Phenol  +  Wasser: 
0  2,2  9,6  25,1 

Kritische  Mischungstemperatur: 
167  lö2  176  110  »C. 

Noch  andere  solche  Temperaturen  würden  sich  ergeben,  wenn  man 
zur  Lösung  Anilin  4~  Wasser  Phenol  hinzufügen  würde.  Solche  kri- 
tische Temperaturen  für  geschichtete  Lösungen  sind  von  Herrn 
Schreinemakers  auch  für  andere  Lösungen  nachgewiesen,  so  für 
Wasser,  Ghlornatrium ,  Phenol;  Wasser,  Alkohol,  Phenol;  Wasser, 
Alkohol,  Bernsteinsäureniiril  und  auch  sonst  bekannt  (S.  439  u.  a.  0.). 
Demnach  sind  Vorgänge  dieser  Art  kaum  umkehrbar. 

DaB  betrifft  aUes  also  die  Gleichgewichte  der  flüssigen  Phasen, 
und  wir  sehen,  dass  solche  Gleichgewichte  für  geschichtete  Lösungen 
bestehen  können,  bis  zu  einer  gewissen  Temperatur.  Gleichgewichte 
zwischen  einer  festen  Phase  (Eis,  Phenol,  Anilin,  Phenol- Anilin)  und 
der  geschichteten  Lösung  haben  wir  ebenfalls  schon  kennen  gelernt. 

Für  die  mathematische  Behandlung  des  Problems  könnte  ich  auf 
die  allgemeinen  Entwickelungen  (S.  325  ff.)  hinweisen.  Ich  will  sie  je- 
doch, da  es  sich  um  ein  Beispiel  handelt,  nach  Herrn  Schreine- 
rn akers  durchführen.     Es  mögen  vorhanden  sein  z.  B.: 

in  der   starken  Lösung 

auf 1  Mol.  Phenol,  Xi  Mol.  Anilin,  yi  Mol.  Wasser, 

in  der  schwachen  Lösung 

in  der  festen  Phase  auf  .In  „06^  r)        ß      n  » 


Die  zugehörigen  Potentiale  (für  1  Mol.  Phenol,  Xi  bezw.  a?a,  bezw, 
«  Molekeln   Anilin,    yi   bezw.  ^a    bezw.    ß   Molekeln   Wasser) 


seien 
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01,  ^i,  d>i,  die  Zahl  Molekeln  Phenol  in  jeder  Phase  ^i,  iV,,  X^  (also 
die  Anilin  NiXi  -f-  N^x^  +  -^s«»  die  Wasser  NiPi  +  ^2^2  +  ^?>ßh 
80  ist  das  Potential  aller  Phasen  zusammen  Ni^[  +  i^2^i  +  ^'s^i 
Die  Gleichgewichtsbedingung  wird  hiemach 

a)  0',dN,  +  02dN^  +  ^irfiVg 

^0'i  901  909  d0o 

cx^  cyy  ox^  cy% 

da  die  Zusammensetzung  der  festen  Phase  sich  nicht  ändern  kann. 
Zugleich  muss  sein: 

für  das  Phenol 

b)  dN^  4-  dN^  +  dN^  =  0, 
für  das  Anilin 

c)  x^dNy  +  x^dN^  +-  ad^:,  +  N^dx^  +  N^dx^  =  0, 
für  das  Wasser 

d)  2/iciiVi  +  i/ad.Va  +  ßdN^  +  iV^dyi   +  N^dy^  =  0. 

Multiplicirt  man  diese  drei  Bedingungsgleichungen  mit  A^,  A^,  A3, 
addirt  zur  Gleichgewichtsgleichung  und  setzt  die  Factoren  der  Diffe- 
rentiale Null,  so  folgt  (vergl.  S.  326): 


e) 


*I  +  ^1  +  ^23^1  -h  KVi  =  0, 
a>i  ^-  Ai  +  AgOTa  +  As^s  ==  0, 
0i  +  Ai  +  A,a    +  A,/3  =  0; 


f) 


g) 


+   A2  ^  0, 


+    A3  =  0. 


Die  letzten  vier  Gleichungen  ergeben  sofort 

80i         8^i         8<p;        r<^2 


hi) 


ÖXx 


CXo 


^yi       ^y^ 


und  ausserdem  die  Werthe  für  A,  und  A3,  so  dass  aus  den  drei  ersten 
Gleichungen  dann  folgt 


Untersuchte  Gleichgewichte. 


347 


ii) 


0, 


*i  —  O'i  —  (Xa  —  a) 
Die  vier  Gleichungen  lassen 


(y. 


«IS=°- 


und 


8^1 


also    auch 


dxo 


cOo 

als    Functionen    der    Potentialdifferenzen    und    der    Zusammen- 

cyi 

setzungsdifferenzen  ermitteln.     Da  0s  nicht  von  Xi^  x^,  y^^  y^  abhängt 
und  man  deshalb  auch  hat 


h,) 


a  (^_ji>i)  _  ej[^i  —  «i)    d{o\  -  0ij  _  ö  (<i>i  -  <&8) 


öxi  ö-Ca  c?yi  Öy, 

so  geben  die  beiden  letzten  Gleichungen,  indem 

(D;  —  a>J  =r  9?i,     0i  —  ^i  =  9a; 
k)      .ri  —  a  =  fi,     i;.^  —  a  =  la; 
yi  —  ß  =  Vu    ^2  —  /5  -=  ^2 

gesetzt  wird,  auch 


h) 


"  c|,      (?|, '    dm      dt), ' 

WO  nur  noch  die  Potentialdifferenzen  der  beiden  Lösungen  gegen  die 
feste  Phase  Tertreten  sind.  Das  Gleichgewicht  hängt  also  lediglich 
Yon  diesen  Differenzen  ab,  was  auch  von  vornherein  einzusehen  war. 
Aendern  wir  nun  die  Temperatur  des  Systems,  so  erhalten  auch 
die  Variabeln  x^  yi^  Xa»  ^2  andere  Werthe.  Hiernach  wird,  indem  wir 
z.  B.  die  erste  der  Gleichungen  unter  hj)  differenziren : 


Vi 

-^. 

Vi 

= 

0, 

92 

-1, 

«1, 

Vi 

= 

0; 

,,^   C 

>«Pi  _ 

.  Ö9>« 

C9 

'i  _ 

8q 

's 

d^0[   ,       ,      d^0'i    ^       ,      d'O'i 


dx' 


dx^dyi 


OXiCd" 


dd' 


=  -: 5-  »«^9   +   : 1 —  »^2   H r-ir 

cx.^  öx^dy^  riTacO" 


d^. 


Es  ist  aber  nach  Gleichung  107)  auf  Seite  103  des  ersten  Bandes 

d0 

dieses  Werkes  tt^  =  —  «7S,  also  wird 
öir 
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^  ^  /8S1  _  8Si\  ^^ 

Die  erste  Gleichnng  unter  i)  differenzirt,  giebt 

oxi  oyi  cxi  ox{ 

—  (xi  —  a)     ~     -  dyi  —  -^—dy^—  (y.  —  ß)  rfx, 

820;  c(j)!  /)ii>;  g«rf>' 

-  ^^' -  ^>  ä];;w ''^  =  ^' 

woraus  folgt 

h  -)  ^  ^  <-  - « Sl  -> 

=.  _  /  fsi  _^si  -  (X,  -  «)  ^f  -  (y,  -  ß)  If] 

Es  sei  nun  das  Gesammtpotential  O'  und  die  Gesammtentropie 
S\  also 

0'  ^  0\  +  02  +  ^'i.   s'  =  s;  +  S2  +  sj, 


df-^. 


so  haben  wir  auch 


- —  =  z —  "•  8-  ^-^ 

CXi  ÖXi 


r)2  0' 
so  ergiebt  die  Differentiation  aller  Gleichungen  unter  h^)  und  i) 


( 

ÖXi            CXt 

wir 

*■'  -    dxf 

/. 

• 

»         So    ,           1 

CX.2C1J2 

tj 

ll) 
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Udxx  +  Si<iyi  —  f%äx^  —  s^dy^  ^=  J  L __  )  d^, 

[n  {^1  —  «)  +  si  (yi  —  /S)]  diCi  +  [s,  (rr,  —«)  +  /,  (y^  -  /3)]  d  ?/, 

[ra  (a^a  —  «)  +  Sj  (i/,  —  /5)]  dx^  +  [sj  (a;,  —  a)  +  ^g  (2/,  —  /3)]  d«/, 

=  _  j  [si  _  Si  -  (o^a  -  «)  If  -  (ya  -  ß)  l^']  d^. 

Aus  diesen  vier  Gleichnngen  sind  dx^,  dy^^  dx^,  dy^  als  Fnnc- 
tionen  von  d%'  za  berechnen  und  es  ist  in  den  Werthen 

d^      d^      dd"      dd" 
dxi'    dx^'    dy^'    dy^ 

der  Zähler  die  Determinante  der  Coefficienten. 

Dieselben  Gleichungen  bleiben  bestehen,  wenn  wir  wie  früher  statt 
der  Potentiale  ihre  Differenzen  9  einsetzen  und  statt  der  Entropieen 
ebenfalls  ihre  Differenzen.     Machen  wir  also 

Si   —  Sz  =  cöi ,  Sa'  —  Ss  ■:=  CÖ2 , 

so  gelten  alle  Formeln,  nur  ist  zu  setzen 

^>-  dir    '~  öSiSi?/    '-  dvr 

an  Stelle  von  r^,  Sj.  /,,  fj,  Sj,  #5,  ferner  ^-r-^,  : ,  ^-p-,  7^ —  an  Stelle 

<?Si     <^^i     ö§2    ^^2 

^S  3S  ÖS  ClS  ,  «  r,l  r^/  rt/  0/  AI 

von  ^    -,  ^-   ,  o  '  »  o      ^°d  «1,  (D.  für  S  1  —  S  s,  S  2  —  03.     Also 
oa?!    ö^i    öa;.j    oy% 

hängen  auch  die  Aenderungen  der  Werthe  von  dxi,  dyi,  dx^^  dy^  bei 

Variation  der  Temperatur  nicht  von  den  Potentialen  und  Entropieen 

selbst,    sondern   von    deren   Unterschieden    gegen    einander   ab,    was 

ebenfalls   zu  erwarten   ist.     ^1 1  g>i  ist  die  Aenderung  des   Potentials 

bezw.  der  Entropie  beim  Ausfallen  der   festen  Phase  aus  der  starken, 

<P2i  ^'1  die  entsprechende  Aenderung  beim  Ausfallen  aus  der  schwachen 

Losung.      Doch  braucht  selbstverständlich    ein    solches  Ausfallen    der 

festen  Phase  aus  einer  der  Lösungen  thatsächlich  nicht  statt  zu  finden. 

Die  Gleichungen  aber  sind 
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k) 


6,di,  +  r.dri,  -  02^1.  -  ^,dti,  =  J  (^J^  -  It)"^^' 


(9a  I2  +  <^a^2)  <^l«  4-  (<Jjl2  +  ^2^a)  <^^2 

\  <^sa 


d%. 


Bilden  wir  nun  die  Werthe  von 


dd"     dd^     dd^     dd^ 


dmJ 


,   80  haben 


dS,'  dn:  d|,'  dij,' 
diese   sämmtlioh    gleichen  Zähler,   nämlich    die  Determinante   d   der 
Coefficienten  der  Gleichungen 


^  = 


öl 


—  Pa 


—  ÖS 


"1 

1  '^i 

Pill  +  öii^i      öl  gl  +  rii?i  0 

0  0  p,|,    +    Ö2l?2 


—  ö, 

—  ta 
0 

Öala  +  i^a% 


Nach  Ausrechnung  dieser  Determinante  erh&lt  man 

^  =  —  K  —  Qi^i)  K  —  Qi^ü)  (la%  —  Viii)y 

der  Nenner  ist  je  nach  der  Variabeln  verschieden,   nümlich  wenn  man 
setzt 

Ä,  =  /^©ifa  —  ß^ili   +  (^aSi  —  Vi^i)  ^\ 

Si  =  J^[g)iV2  —  fiJa^i  +  (Sa^i  —  li^2)  g^')» 

^  =  /Ui  I2  —  «all  +  (^aSi  —  -»^ili)  g^j. 

^2  =  «^(öi^i  —  CD^Vi  +  (la^i  -  Si'?2)  l^j» 
80  wird  der  Nenner  für 

^1  :  (Ö2^  —  Qi^ü)  (<Ji^i  +-  ^iJ^i)^ 
yi  :  (Öo'  —  PatTg)  ((>i  ^1  +  Öl  B,), 
X,,  :  —  {pl  —  Q^z,)  (öj  A^  +  r,  ^a), 
2/i  :  —  (6l  —  ^iT,)  (92  ^2  +  Öa  ^,). 
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HJemach  hebt  sich  in  Zähler  und  Nenner  für  Xi^  Pi  der  Factor 
02  —  9«^2i  ^ör  a;j,  y^  der  C^  —  Qiti  und  es  sind 

d7,^-dV.  =  '  '^'  ^?- 9^-^  =  0. 

und  alle  vier  Quotienten  für 

Da  man  Xi,  y^ ;  x^^  y^ ;  a,  /3  als  Coordinaten  dreier  Punkte  in  einer 
Ebene  betrachten  kann,  so  besagt  die  letztere  Beziehung,  dass,  wenn 
diese  drei  Punkte  in  einer  geraden  Linie  liegen,  die  Temperatur,  für 
welche  Gleichgewicht  besteht,  einen  Grenz werth  erreicht  hat.  Einen 
Grenzwerth  erreicht  sie  auch  mit  Bezug  auf  die  eine  oder  andere  der 
beiden  Lösungen,  wenn  <j2  —  Qa^a  "=  0\  oe  =  1,  2  ist.  Setzen  wir 
für  0,  ^,  T  die  Werthe  ein,  so  wäre  also  ein  Grenzwerth  der  Temperatur 
für  eine  Lösung,  etwa  die  erste,  auch  erreicht,  wenn 

\dx,dyj         \dxi  JKdyl)-'' 

ist.  Die  Flüche  9i  =  /{x^  —  a,  y^  —  ß)  ist  dann  abwickelbar  und  die 
Gleichung  zusammen  mit  der  Flächengleichung  stellt  eine  Curve  dar, 
die  man  als  Spinodalcurve  bezeichnet.  Im  Grenzwerth  der  Tempe- 
ratur der  Lösung  also  liegen  die  zusammeDgehörigen  Werthe  0',  o;,  y 
auf  einer  solchen  Spinodalcurve.  Diese  Werthe  scheiden  das  Gebiet, 
für  welches  die  Lösung  für  sich  gegen  die  feste  Phase  im  Gleichgewicht 
sich  erhalten  kann,  von  demjenigen,  in  welchem  Gleichgewicht  nicht 
mehr  zu  bestehen  vermag.  Wir  werden  Gleichungen  der  obigen  Art 
später  noch  begegnen  (vergl.  S.  378,  381  und  a.  a.  0.). 


71.    Daa  Entropieprinoip  und  die  nichtumkelirbaren  Vorgänge. 

Es  ist  nicht  ganz  leicht,  nichtumkehrbare  Vorgänge  scharf  zu 
definiren.  Das  Wesentliche  besteht  wohl  in  Folgendem.  Es  giebt  in 
der  Natur  Vorgänge,  deren  Erfolg  man  nicht  in  gleicher  Weise  auf- 
heben kann,  wie  man  ihn  hervorgebracht  hat.  Ein  landläufiges  Beispiel 
hierfür  ist  der  Vorgang  der  Reibung  mit  Bezug  auf  die  daraus  folgende 
Wärmeentwickelung;  es  ist  nicht  möglich,  durch  diesen  Vorgang  Ab- 
kühlung hervorzurufen,  also  vermag  man  nicht  durch  den  Vorgang 
Reibung,  Erwärmung  wieder  aufzuheben.  Wie  man  auch  zwei  Körper 
gegen  einander  reiben  mag,  vorwärts,  rückwärts,  nach  rechts  oder 
nach  links,  es  entsteht  immer  Wärme.    Soll  die  Wärme  wieder  entfernt 
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werden,  so  muss  ein  neuer  Vorgang  zu  Hülfe  genommen  werden,  der 
mit  Reibung  nichts  zu  thun  hat,  wie  Abkühlung,  Dehnung,  Strahlung  u.  s.  f. 
Wir  haben  ein  solches  Beispiel  schon  kennen  gelernt  (S.  119).  Dieses 
ist  ein  Fall,  in  welchem  die  Umkehrung  g&nzlich  unmöglich  ist. 

Es  kommt  jedoch  auch  vor,  dass  die  Umkehrung  scheinbar  zum 
Theil  wenigstens  bewirkt  werden  kann.  Wenn  ein  nicht  vollkommen 
elastischer  Körper  comprimirt  wird,  so  erleidet  er  eine  zurückbleibende 
Form  Veränderung.  Diese  kann  durch  Zugkräfte,  deren  Wirken  ja  dem 
der  Druckkräfte  entspricht,  wieder  aufgehoben  werden.  Allein  diese 
Zugkräfte  kommen  eben  neu  hinzu,  sie  sind  nicht  die  Umkehrung  der 
früheren  Druckkräfte.  Man  sieht  das  aus  folgender  Ueberlegung.  Es 
wachse  der  Druck  von  0  bis  p  an.  Wir  lassen  darauf  einen  Zug  wirken, 
der  von  0  bis  —  p  zunimmt,  dann  ist  am  Schluss  die  ganze  Kraft 
~\~  P — P  =  ö  ^^^  am  Anfang.  War  der  Körper  vollkommen  elastisch, 
so  genügte  der  zweite  dem  ersten  entgegengesetzte  Vorgang,  um  diesen 
Körper  in  seinen  ursprünglichen  Zustand  zurückzuversetzen.  War  er 
aber  unvollkommen  elastisch,  so  behält  er  einen  Theil  der  Deformation, 
und  es  bedarf  nun  eines  weiteren  Anwachsens  der  Zugkraft  Über  —  p 
hinaus,  um  diesen  Theil  der  Deformation  aufzuheben. 

Dieses  Beispiel  ist  noch  in  anderer  Beziehung  lehrreich.  Der 
zweite  Vorgang  ist  der  Art  nach  genau  das  Gegenstück  des  ersten, 
Zug  gegen  Druck;  auch  ist  der  Körper  durch  ihn  in  seinen  ursprüng- 
lichen Zustand  zurückversetzt.  Wir  haben  also  mit  beiden  Vorgängen 
auch  hier  einen  geschlossenen  Kreisprocess.  Aber  der  zweite  Vorgang 
dehnt  sich  quantitativ  über  den  ersten  hinaus,  er  entspricht  ihm  nur 
zum  Theil;  ein  Theil  von  ihm  hat  in  dem  ersten  Vorgang  kein  Gegen- 
stück.    Dieser  Theil  ist  der  neu  hinzukommende  Vorgang. 

Man  wäre  hiernach  versucht,  als  nicht  umkehrbare  Vorgänge 
solche  anzusehen,  deren  hervorgebrachte  Veränderungen  man  nur  durch 
Hinzunahme  von  Vorgängen  entweder  ganz  anderer  Art  oder  wenig- 
stens anderen  Umfanges  rückgängig  machen  kann.  Setzt  sich  auch 
der  ursprüngliche  Vorgang  mit  dem  Rückvorgang  zu  einem  ge- 
schlossenen Kreisprocess  zusammen,  so  ist  dieses  gleichwohl  ein  eigent- 
licher Kreisprocess  nicht,  und  mir  scheint,  dass  man  nicht  umkehr- 
baren Vorgängen  überhaupt  keine  Kreisprocesse  zuschreiben  darf.  Die 
Kreisprocesse  nicht  umkehrbarer  Vorgänge  sind  heterogen,  sie  be- 
stehen aus  Vorgängen,  die  der  Art  oder  dem  Umfang  nach  verschieden 
sind,  während  die  der  umkehrbaren  homogen  sind  oder  sein  können. 

Vielleicht  ist  das  auch  die  Ansicht,  der  Herr  Duhem  hat  Aus- 
druck verleihen  wollen^).  Er  giebt  erst  die  gewöhnliche  Definition 
für  einen  geschlossenen  Kreisprocess,  wonach  nur  erforderlich  ist,  dass 
die  den  Zustand  des  Systems  bestimmenden  Variabein  von   ihren  Aus- 
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gangswerthen  zurück  zu  diesen  AusgangBwertlieu  gebracht  werden. 
Er  fügt  hinzu»  dass  bei  dieser  Definition  weder  die  Geschwindigkeit 
der  Aenderung,  noch  die  Beschleunigiing,  noch  die  wirkende  Kraft  u.  s.  f. 
berücksichtigt  ist.  Wir  können  allgemeiner  sagen,  es  ist  die  Art  des 
Vorganges  nicht  in  Betracht  gezogen.  Er  beschränkt  nun,  wie  es 
auch  andere  gethan,  die  Definition  dahin,  dass  nicht  allein  die  Variabein 
einschliesslich  der  Temperatur,  sondern  auch  die  diese  Variabein 
ändernden  Kräfte  auf  die  ursprünglichen  Beträge  zurückgeführt 
werden  sollen.  Dem  Obigen  zufolge  dürfte  diese  Beschränkung  Kreis - 
processe  bei  nicht  umkehrbaren  Vorgängen  überhaupt  unmöglich 
machen,  worüber  später. 

Hieraus  aber  würde  sich  ergeben,  dass  die  Anwendbarkeit  der- 
jenigen thermodynamischen  Gleichungen ,  welche  sich  auf  geschlossene 
Kreisprocesse  beziehen,  auf  nicht  umkehrbare  Vorgänge  problematisch 
ist.  Hierzu  wird  der  eigentlich  Carnot-Glausius^sche  Satz  für  ge- 
schlossene Kreisprocesse  gehören,  den  man  daher  besser  für  nicht  ge- 
schlossene Processe  ausspricht,  in  der  Form,  dass  für  jeden  Process, 
in  welchem  vom  System  bei  der  Temperatur  -O"  Wärmemengen  d  Q  auf- 
genommen werden,  auf  dem  Wege  vom  Zustand  Z^  bis  zu  dem  Zj, 
welchen  die  Entropieen  Sjg^,  Sz^  angehören, 

ist,  wobei  die  Zeichen  ^  jedenfalls  einem  nichtumkehrbaren  Vorgange 
entsprechen.  Für  einen  unendlich  wenig  umfangreichen  Vorgang 
wäre  dann 

9  < 

Das  Zeichen  ^  hat  zu  stehen,  wenn  der  Vorgang  nicht  Yon 
einem  Gleichgewichtszustande  aus  geschieht  (Bd.  I,  S.  21  £P.). 
Bei  solchen  umkehrbaren  Vorgängen  war 

Hier  bedeutete  S  die  Entropie  des  Körpers,  welcher  dem  unend- 
lich kleinen  Vorgange  unterliegt,  ÖQ  die  Wärmemenge,  die  er  wäh- 
rend des  Vorganges  von  aussen  aufnimmt,  d"  die  Temperatur  derjenigen 
Wärmequelle,  die  ihm  die  Wärme  liefert,  also  eines  anderen  Körpers 
als  er  selbst  (Bd.  I,  S.  74).  Nur  sofern  die  Temperatur  dieses  anderen 
Körpers  sich  von  der  des  Körpers  selbst  nur  unendlich  wenig  untere 
scheiden  sollte,  konnten  wir  ^  auch  als  die  Temperatur  dieses  Körpers 
bezeichnen.  Streng  genommen  aber  haben  wir  d"  durch  &'  zu 
ersetzen,    falls    eben   d"'    die    Temperatur   der    Wärmequelle 
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bedeutet,  die  während  desVorganges  keiner  anderen  Aende. 
rung  erliegen  darf  als  eben  nur  der  Wärmeabgabe. 

Ganz  dasselbe  gilt  auch  für  den  Fall  eines  nicht  umkehrbaren  Vor- 
ganges,  also  ist  eigentlich 

Da  nun  ö  Q  die  von  der  Wärmequelle  verlorene  Wärme  bedeutet, 
so  hat  man  auch  hierin  eine  Schwierigkeit  gesehen,  dass  eine  Un- 
gleichung zwischen  zwei  Grössen  bestehen  soll,  die  sich  auf  ver- 
schiedene Körper  beziehen,  eine  auf  den  Körper,  der  den  Vorgang 
durchmacht,  die  andere  auf  den  Körper,  der  sich  ganz  passiv  ver- 
hält und  nur  die  Wärme  hergiebt,  die  jener  im  Vorgang  aufnimmt 
Diese  Schwierigkeit  verschwindet  natürlich,  wenn  man  das  Entropie- 
princip  in  seiner  eigentlichen  Form  ausspricht,  dass  nämlich  in  jedem 
abgeschlossenen,  im  Gleichgewicht  befindlichen  System  von  Körpern, 
für  jeden  beliebigen  möglichen  Vorgang ,  der  alle  oder  irgend  welche 
einzelne  dieser  Körper  betriflPt,  die  Aenderung  der  Geaammtentropie 
aller  Körper  Null  oder  negativ  ist.  Die  Wärmequellen  gehören  dann 
eben  zu  diesem  System,  und  indem  man  diese  keine  anderen  Aende- 
rungen  durchmachen  lässt,  als  dass  sie  lediglich  Wärme  abgeben  oder 
aufnehmen,  bekommen  ihre  besonderen  Entropieen  den  einfachen  Aus- 

drack  -    ^— ,  rait  dem  sie  in  die  Summe  aller  Entropieen   eingehen. 

Der  Entropiesatz  betrifft  also  eigentlich  rein  interne  Verhältnisse,  ge- 
nau so  wie  der  Energiesatz.  In  einem  System  von  Körpern  kann  aber 
Gleichgewicht  (im  weitesten  Sinne  des  Wortes  genommen)  gar  nicht 
bestehen,  wenn  nicht  alle  Körper  gleiche  Temperatur  haben,  es  sei 
denn,  dass  einige  Körper  von  einer,  Wärme  absolut  nicht  durchlassenden 
und  nicht  strahlenden,  Hülle  umgeben  sind.  So  bedentet  %"  die  Tem- 
peratur des  Systems  überhaupt,  und  diese  Grösse  kommt  allen  Körpern 
zu,  den  den  Vorgängen  unterworfenen  ebenso,  wie  den  als  Wärme- 
quellen im  oben  bezeichneten  Sinne  anzusehenden.  Haben  wir  aber 
Körper  im  System,  welche  ihre  besondere  Temperatur  besitzen  und 
behalten  können,  die  also  thermisch  von  den  übrigen  Körpern  absolut 
isolirt  sind,  so  kann  das  Gleichgewicht  zwar  auch  dann  noch  bestehen. 
Aber  für  diese  Körper  gehören  Wärmeaufnahmen  oder  Wärmeabgaben 
KU  den  nicht  möglichen  Vorgängen.  Sie  können  darum  nicht  mit 
den  anderen  zusammen  behandelt  werden  und  müssen  als  solche  für 
sich,  getrennt  von  dem  übrigen  Theil  des  Systems,  untersucht 
werden.  Sei  also  die  Entropieänderung  im  nicht  isolirten  Theil  dSi, 
die  im  isolirten  dS^,  so  hätten  wir  bei  solcher  getrennten  Behandlung 
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0  =  öS,. 

Da  also  äS^  mindesteiiB  Null,  im  allgemeinen  aber  bei  Vorgängen 
wenigstens  positiv  ist,  so  muss,  wenn  schon  -^  ^  ^SSi  ist,  a  fortiori 
diese  Grösse  ^  S  Si  -f~  ^  S^  sein,  also  haben   wir  für  Vorgänge  auch 

^^ÄS,  -\-ss„ 

oder  im  ganzen  System 

¥^*- 

Der  Satz  bleibt  also  für  Vorgänge  bestehen  und  kann  auch  für 
Gleichgewichte  bestehen  bleiben.  Gleichwohl  darf  er  so  nicht  an- 
gewendet werden,  weil  eben  d"  nur  die  Temperatur  der  nicht  isolirten 
Theile  zu  bedeuten  braucht.  Das  Princip  wäre  also  in  der  That  zu 
beschränken  auf  Systeme,  die  nicht  isolirte  Körper  umfassen.  Dann 
fallt  die  Schwierigkeit  der  Interpretation  fort. 

Zugleich  ergiebt  sich,  dass  isolirte  Körper  immer  nur  einzeln  be- 
handelt werden  können,  niemals  in  Verbindung  mit  isolirten  oder  nicht 
isolirten  Körpern.  Ebenso  Vorgänge,  die  so  rasch  geschehen,  dass 
ihnen  gegenüber  die  Körper  als  isolirt  zu  betrachten  sind,  eben  weil 
auch  in  diesem  Falle  die  Temperaturen  völlig  willkürlich  sind  und 
mit  den  Temperaturen  der  Umgebung  in  gar  keiner  Beziehung  zu 
stehen  brauchen. 

Das  betrifft  jedoch  alles  nur  Vorgänge,  die  von  einem  Gleich- 
gewichts zustande  heraus  geschehen  (woselbst  alle  nicht  isolirten  Körper 
gleiche  Temperatur  haben  müssen)  und  sich  auf  ein  unendlich  kleines 
Ergebniss  beziehen.  Untersuchen  wir  nur  Gleichgewichtszustände, 
80  bedarf  es  nichts  mehr.  Gehen  wir  aber  darüber  hinaus,  so  müssen 
eben  die  Entropieen  der  einzelnen  Körper  für  sich  verfolgt  werden; 
nicht  bloss  die  der  sich  ändernden ,  sondern  auch  die  der  Wärme- 
quellen und  dann  ist  z.  6.  für  zwei  Körper,  wovon  einer  Wärmequelle 
ist,  durchaus  zu  schreiben 

und  ^'  ist  die  Temperatur  der  Wärmequelle  und  kann  sich  ganz 
anders  ändern,  als  die  des  Körpers.  Ist  z.  B.  der  Wärmewerth  der 
Wärmequelle  so  gross,  dass  seine  Temperatur  durch  die  Wärmeabgabe 
(oderjWärmeaufnahme)  gar  nicht  beeinflusst  wird,  so  hat  man 

23* 
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2)  1^1  «^S. 

woselbst  Q  absolut  die  ganze  im  Vorgang  von  der  Wärmequelle  ab- 
gegebene Wärme  bedeutet.  Wird  andererseits  die  Temperatur  der 
Wärmequelle  durch  irgend  welche  Mittel  stets  gleich  derjenigen  des 
Körpers  gehalten,  so  ist 


und  so  fort,  je  nach  der  Art,  wie  die  Temperatur  der  Wärmequelle 

selbst  variirt  oder  variirt  wird. 

Erleidet  gar  die  Wärmequelle  andere  Aenderungen  als  bloss  solche 

des  Wärmeinhaltes,   dann  kommt  für  seine  Entropieänderung  ausser 

—  SO 
der  Grösse      ^-  noch  ein   anderer  Betrag  in  Frage,  der  eben  von 

den  anderen  Aenderungen  herrührt.     Kurz,  wollen  wir  genauer  ver- 
fahren, so  müssen  wir  das  Entropieprincip  so  aussprechen: 

Es  sei  ein  völlig  isolirtes  System  aus  n  gegen  einander 
nicht  isolirten  Körpern  gegeben.  Die  ganzen  Entropie- 
änderungen der  einzelnen  Körper  seien  d S^  S 82,  .  .  .,  SSn, 
80  ist  zunächst 

4)  SSr  +  ÖS2  +  '"  +  SSn  =  0. 

Die  Zeichen  ^  haben  Bezug  auf  Gleichgewicht,  die  5 
auf  Veränderung. 

Trennt  man  die  Entropieänderung  in  Folge  Aenderung 
des  Wärmeinhaltes  von  derjenigen  in  Folge  anderer  Aende- 
rung der  Körper  und  nennen  wir  erstere  allgemein  dS', 
letztere  d S" ,  so  wäre  hiernach 

5)  ^SSi'^-^SSi. 

Nun  sei  die  von  einem  der  Körper  abgegebene  Wärme- 
menge —  d  Q^  (die  aufgenommene  also  -{- S  Q'),  so  wird  hypo- 
thetisch angesetzt: 

6)  'S  =  -^. 

demnach 

Da  es  sich  nur  um  innere  Vorgänge  handelt,  so  müssen 
Wärmeausgabe  und  Wärmeaufnahme  sich  entsprechen.  Im 
ganzen  ist  also  ausserdem 

8)  Z  ÖQk  =  0. 


10) 


s 
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Wenn  der  Zustand,  von  dem  wir  ausgehen,  Gleich- 
gewichtszustand ist,  muss  ferner  sein  ^^  =  d"^  =z  ,  ,  . 
=  ^„  =  d",  falls  d"  die  Temperatur  des  Systems  bedeutet. 
Alsdann  ist 

9)  2:dSi;^o. 

Ist  ein  Gleichgewicht    möglich,    so    zeigt    es    sich    un- 
abhängig von  den  möglichen  Wärmeyorg&ngen. 
Für  jeden  endlichen  Vorgang  ist 

In  umkehrbaren  Vorgängen  haben  wir 

Bestehen  somit  die  möglichen  Vorgänge  nur  in  um- 
kehrbaren Vorgängen,  so  ist  im  Gleichgewicht  wegen 
d^  =  «^s  =  ...  =  'd'k  die  Entropie  ein  Maximum.  Wenn  kein 
Gleichgewicht  stattfindet,  haben  wir  nach  dem  Lagrange'- 
schen  Verfahren  die  eine  Gleichung 

12)  SK*«;-^^**«^)"'"' 

von  der  man  ebenfalls  ausgehen  kann. 

In  nicht  umkehrbaren  Vorgängen  bleibt  es  bei  den 
zwei  Beziehungen.  Wir  sehen  ferner,  dass  für  solche  Vor- 
gänge allgemein  yollständige  Wiederherstellung  des  Aus- 
gangszustandes  wahrscheinlich  ausgeschlossen  ist,  wenn 
nicht  neue  Vorgänge  eingeführt  werden,  die  von  den  ur- 
sprünglichen mindestens  dem  Umfange  nach  verschieden 
sind.  Solche  Vorgänge  werden  in  der  Regel  die  Mitwirkung 
neuer  Körper  erfordern.  Vorgänge  und  Körper  treten  wäh- 
rend desGesammtvorganges  oder  nach  Ablauf  der  ursprüng- 
lichen Vorgänge  neu  ein,  in  Folge  dessen  sind  die  obigen 
Gleichungen  wiederholt  nach  einander  anzuwenden  und 
gegebenen  Falls  mit  immer  neuenGesetzen,  welche  die  ein- 
zelnen Aenderungen  regeln. 

Anders  weiss  ich  das  Entropieprincip  und  seine  allgemeine  An- 
wendung nicht  zu  deuten.  Und  eigentlich  enthält  es  zwei  Principe. 
Eines  von  der  Existenz  einer  solchen  Function  wie  die  Entropie,  welche 
im  absoluten  Gleichgewicht  eines  Systems  stets  ein  Maximum  ist.  Das 
andere  von  der  absoluten  Gleichheit  desjenigen  Theiles  dieser  Func- 
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tion,  der  allein  Yom  WärmeauBtansch  abhängt,  mit  dem  Quotienten 
der  Wärmeabgabe  durch  die  Temperatur  des  die  Wärme  abgebenden 
Körpers. 

Hinsichtlich  des  Gleichgewichtes  bei  nicht  umkehrbaren  Vorgängen 
ist  Folgendes  zu  bemerken.  Es  giebt  nicht  umkehrbare  Vorgänge,  die 
stets  eintreten,  wenn  sie  möglich  sind,  so  Wärmebewegung,  wenn  sie 
möglich  ist.  Das  sind  also  die  natürlichen  nicht  umkehrbaren  Vor- 
gänge, und  eigentlich  siud  alle  natürlichen  Vorgänge  nach  unserer 
Auffassung  nicht  umkehrbar.  Solchen  möglichen  natürlichen  Vor- 
gängen gegenüber  kann  ein  Gleichgewicht  entweder  überhaupt  nicht 
bestehen,  wie  im  Beispiel  der  Wärmeleitung  oder  Wärmestrahlung; 
oder  es  besteht  zwar,  jedoch  labil ,  wie  z.  B.  bei  Explosionsvorgängen, 
so  dass  jedenfalls  die  Vorgänge  zu  stabileren  Verhältnissen  führen. 
Es  scheint  aber  auch  nicht  umkehrbare  Vorgänge  zu  geben,  die  zwar 
möglich  sind,  aber  darum  noch  nicht  einzutreten  brauchen.  Ich  er- 
innere an  die  Reibung;  zwei  Körper,  die  sich  berühren,  reiben  noch  nicht 
an  einander,  selbst  dann  noch  nicht,  wenn  sie  sich  bewegen,  während 
sie  in  Berührung  bleiben;  die  Reibung  beginnt  erst,  wenn  sie  sich  mit 
verschiedenen  Geschwindigkeiten  bewegen.  Also  möglich  ist  die  Rei- 
bung, sie  tritt  aber  nicht  ohne  weiteres  ein.  Aber,  kann  man  sagen, 
die  Vorbedingung  der  Möglichkeit  ist  eben  die  Verschiedenheit  der 
Geschwindigkeit  der  beiden  sich  berührenden  Körper,  wie  die  der 
Wärmebewegung  die  Verschiedenheit  der  Temperatur.  So  gedeutet, 
dürfte  ein  Gleichgewicht  nicht  umkehrbaren  Vorgängen  gegenüber  über- 
haupt nicht  bestehen.  Und  in  der  That  ist  ein  Gleichgewicht  ein  Zu- 
stand, aus  welchem  ein  System  nicht  von  selbst  herausgeht,  und  in 
den  das  System  zurückkehrt,  wenn  es  gezwungen  worden  ist,  ihn  zu 
verlassen.  So  giebt  es  möglichen  natürlichen  Vorgängen  gegenüber 
kein  Gleichgewicht,  wenn  man  unter  „möglich"  versteht,  dass  die  Be- 
dingungen vorhanden  sind,  welche  die  natürlichen  Vorgänge  hervor- 
rufen können. 

Dass  eine  derartige  Behauptung,  wie  man  sie  öfter  aufgestellt 
findet,  zu  weit  geht,  ist  klar,  denn  man  kann  sie  ebenso  gut  auf  um- 
kehrbare Vorgänge  anwenden.  Man  muss  das  Wort  „möglich"  anders 
auffassen,  nur  als  „nicht  ausgeschlossen".  Dann  kann  Gleichgewicht 
auch  mit  Bezug  auf  nicht  umkehrbare  Vorgänge  bestehen.  Treten  aber 
solche  Vorgänge  ein,  so  kann  das  System  nie  in  seinen  ursprünglichen 
Zustand  von  selbst  zurückkehren  und  auch  nicht  wieder  durch  Um- 
kehrung jener  Vorgänge  zurückgebracht  werden.  Die  Vorgänge  spielen 
sich  ab,  so  lange  ein  Anlass  hierzu  vorhanden  ist;  ist  der  Anlass  zu 
Ende,  so  hat  das  System  einen  neuen  Zustand  erreicht,  in  dem  es  ver- 
bleibt. Und,  wie  das  Entropieprincip  besagt,  hat  es  in  diesem  neuen 
Zustande  eine  grössere  Entropie  als  im  Ausgangszustande.  Allein 
dieses  lehrt  auch,  dass  mit  Bezug  auf  nicht  umkehrbare  Vorgänge  das 
Studium  des  Gleichgewichtes  nicht  die   Bedeutung  hat,  wie  bei  den 
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umkehrbaren.  Hier  kommt  wesentlich  die  Untersuchung  der  Vorgänge 
selbst  in  Frage,  also  die  thermodynamische  Kinetik,  als  Gegen- 
stück zu  der  th  ermodjnamischen  Statik,  welche  wieder  be- 
sonders für  umkehrbare  Vorgänge  Interesse  hat. 

Die  Beziehungen,  welche  das  Entropieprincip  nach  Carnot- 
Clausius  liefert,  bestehen  nur  für  umkehrbare  Vorgänge  in  Glei- 
chungen, für  nicht  umkehrbare  können  sie  ebenfalls  Gleichungen  sein, 
im  Allgemeinen  jedoch  haben  wir  es  mit  Ungleichungen  oder  Ver- 
gleichungen  zu  thun.  Dieses  hat  nun  von  je  Schwierigkeiten  bereitet, 
und  es  ist  yersucht  worden,  diesen  durch  andere  Fassung  jenes  Prin- 
cipes  zu  entgehen.  Der  Weg,  auf  dem  das  zu  geschehen  hat,  scheint 
nahe  zu  liegen.     Weil  nämlich  für  jeden  nicht  umkehrbaren  Vorgang 

ist,  so  wird  man  setzen 

13)  öQ  =  ^dS'-da, 

woselbst  da  positiv  oder  Null  ist,  und  es  kommt  darauf  an,  für  Öa 
plausibele  Annahmen  zu  machen.    Aus  der  Gleichung  folgt  jedoch  noch 

14)  ÖQ  +  öazrzd'dS. 

Nun  ist  für  jeden  umkehrbaren  Vorgang  da  =  0,  für  jeden  nicht 
umkehrbaren  aber  positiv,  und  da  aufgenommene  Wärmen  positiv  ge- 
rechnet sind,  so  hat  man: 

In  einem  nicht  umkehrbaren  Vorgang  wird  weniger 
Wärme  aufgenommen  und  mehr  Wärme  abgegeben,  als 
in  einem  umkehrbaren,  der,  von  dem  gleichen  Zustande 
ausgehend,  zu  dem  gleichen  Zustande  hinführt. 

Im  Gleichgewichtszustande  haben  wir  umgekehrt 

15)  ÖQ  =  ^dS  -^  Sa, 
wo  abermals  Öa  Null  oder  positiv  ist. 

Besteht  Gleichgewicht  mit  Bezug  sowohl  auf  einen 
umkehrbaren  Vorgang,  als  auf  einen  nicht  umkehrbaren 
Vorgang,  so  wird  die  gleiche  Störung  des  Gleich- 
gewichtes (gemessen  durch  die  Entropieänderung)  beim 
nicht  umkehrbaren  Vorgang  mit  grösserer  Wärmeauf« 
nähme  und  geringererWärmeabgabe  geschehen,  als  beim 
umkehrbaren. 

Diese  beiden  Sätze  sind  ein  Ausdruck  des  Entropieprincips  für 
nicht  umkehrbare  Vorgänge.  Es  handelt  sich  nun  darum,  Annahmen 
über  diesen  Unterschied  in  der  Wärmeaufnahme  bezw.  -Abgabe  zu 
machen.     Wir  verdanken  eine  sehr  schöne  Untersuchung  nach  dieser 
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Richtung  hin  Herrn  0.  Wiedeburg^).  Doch  sind  auch  Arbeiten  yon 
Herrn  v.  Wesen donck^),  Duhem^)  und  Anderen  zu  erwähnen. 

Die  Grösse  Sa  ist  zu  bestimmen  mit  Bezug  auf  umkehrbare  Vor- 
gänge gleichen  Erfolges.  Dass  es  solche  umkehrbare  Vorgänge  giebt, 
zweifelt  der  erstgenannte  Forscher  an.  Genauer  ausgedrückt  bezweifelt 
er,  dass  die  Entropie  bei  nicht  umkehrbaren  Vorgängen  sich  so  ändert, 
wie  bei  umkehrbaren,  und  der  Erfolg  besteht  eben  in  der  Entropieände- 
rung. Sind  z.  B.  die  Variabein  p,  v,  •&,  so  wäre  bei  umkehrbaren  Vor- 
gängen 8  eine  Function  zweier  derselben,  etwa  p,  '&,  und  zwar  immer  der 
jeweiligen  Werthe  dieser  Grössen.  Kann  man  nun  den  Erfolg  eines 
jeden  nicht  umkehrbaren  Vorganges  auch  durch  einen  umkehrbaren 
erzielen,  so  folgt  hieraus,  da  über  den  Umfang  der  Vorgänge  nichts 
gesagt  ist,  dass  auch  der  Erfolg  eines  beliebigen  Theiles  eines  nicht 
umkehrbaren  Vorganges  durch  einen  umkehrbaren  gleichen  Ausgangs- 
und Endzustandes  erreicht  zu  werden  vermag.  Hieraus  aber  ergiebt 
sich  dann,  dass  auch  in  nicht  umkehrbaren  Vorgängen  die  Entropie 
Function  nur  der  jeweiligen  Werthe  der  Variabein  ist,  wie  in  umkehr- 
baren. Bedenkt  man,  wie  verschieden  umkehrbare  Vorgänge  sind  von 
nicht  umkehrbaren,  so  wird  man  allerdings  ein  solches  Verhältniss 
für  wenig  wahrscheinlich  halten.  Doch  kommt  es  augenblicklich  darauf 
nicht  an. 

Gehen  wir  von  einem  umkehrbaren  Vorgange  aus,  so  ist 

Es  bedeutet  aber  ÖQ  eine  Energiezufuhr,  und  diese  soll  sich  also  dar- 
stellen als  das  Product  der  Temperatur  der  die  Wärme  abgebenden 
Quelle  und  der  Entropievermehrung  des  Körpers.  Herr  Wiedeburg 
betrachtet  deshalb,  in  welcher  Weise  solche  Energiezufuhren  in 
anderen,  nicht  auf  unmittelbarer  Wärmezufuhr  beruhenden  Vorgängen 
berechnet  werden,  um  ein  Analogen  zu  gewinnen.  Wird  einem  Gonden- 
sator,  dessen  Potential  (p  ist,  plötzlich  die  Elektricitätsmenge  dq  zu- 
geführt, so  steigt  seine  Energie  um  dE:=  q)dq.  Da  die  Elektricitäts* 
menge  in  gleicher  Weise  abgeführt  werden  kann,  ist  dieses  ein 
umkehrbarer  Vorgang,  und  in  der  That  kann  dq  positives  und  nega- 
tives Zeichen  haben.  dE  =  fpdq  entspricht  also  der  thermodyna- 
mischen  Gleichung  dQ  =  d-dS  für  umkehrbare  Vorgänge.  Wenn  wir 
nun  die  Elektricitätsmenge  mittelst  eines  Drahtes  aus  einer  Strom- 
quelle zuführen,  so  entspricht  jeder  Elektricitätsmenge  dq  zugleich  in 


^)  Wiedem.  Ann.  Bd.  61,  S.  705;  fid.  62,  S.  652;  Bd.  63,  8.  134; 
Bd.  64,  S.  519;  Bd.  69,  S.  66;  Ann.  d.  Fhys.  Bd.  1,  8.  758;  Bd.  5,  8.  513; 
Zeitachr.  f.  physik.  Chem.  Bd.  29,  S.  28. 

*)  Ann.  d.  Phys.  Bd.  1,  8.  746. 

')  Theorie  thermodynamique  de  la  viscosit^,  du  f^ottement  et  des  faax 
^quilibreB  chiniiques.  Paris,  A.  HermauD,  1896,  und  a.  O.,  die  bald  zu  er- 
wähnen sind. 
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der  Stromleitiuig,  deren  Widerstand  to  sein  mag,  eine  Energiezufubr 
in  Form  von  Wärme,  deren  Werth  w  {-rr)  ät  ist,  falls  dt  das  Zeit- 
element bedeutet,  während  dessen  dieElektricitätszufuhr  dg  stattfindet. 
Wir  haben  dann  für  die  ganze  Energieänderung 

a)  dE=(pdqi  +  w  Qijät 

Der  erste  Theil  ist  umkehrbar,  der  andere  aber  nicht,  denn  lasse 
ich  die  Elektricitatsmenge  dci  durch  den  Draht  zurückfliessen ,  so  fällt 

zwar  q>dci  auf  Null,  aber  ^i-^^dt  wächst  um  den  gleichen  Betrag 


an.  Wir  haben  also  im  Ganzen  einen  nicht  umkehrbaren  Vorgang  und 
für  diesen  eine  Gleichung,  welche  die  Erweiterung  der  Gleichung 
für  einen  umkehrbaren  Vorgang  darstellt  Der  Vorgang  spielt  zwischen 
der  Stromquelle  einerseits  und  der  Leitung  mit  Condensator  anderer- 
seits. Die  Stromquelle  ist  mit  der  Wärmequelle  zu  vergleichen,  sie 
giebt  die  Energie  dE  ab. 

Gehen  wir  zur  Vergleichung  mit  dem  Entropieprincip  über,  so 
wäre  also  dE  zu  ersetzen  durch  dQ,  q>  durch  ^,  femer  dg  durch  S  S, 

also  ( ;j7  )  durch  ( —  J  ,  und  indem  unter  ö  ein  positiver  Factor  ver- 
standen wird  (entsprechend  dem  Widerstände  to),  wäre  für  nicht  um- 
kehrbare thermische  Processe 

16)  dQ  =  ^dS  +  (o  (j^^äL 

^  ist  die  Temperatur  des  betreffenden  Körpers,  8  seine  Entropie, 
w  eine  von  seinem  Zustande  abhängige  Grösse.  Nun  ist  aber  für  die 
Wärmequelle,  welche  die  Wärme  d  Q  abgiebt,  wenn  die  ihr  zugehörigen 
Grössen  durch  Accente  ausgezeichnet  werden, 

'''^'dt 


dQ'  =  —  dQ  =  &'dS'  -\-  «^'(-^f) 


Für  umkehrbare  Vorgänge  aber  ist  dS  +  dS'  =  0,    also   dS* 
=  —  dS,     Das  führt  Herr  Wiedeburg  in  die  obige  Gleichung  ein, 

femer  setzt  er  auch  (    ,.-)  =  ("77)    ^^^  erhält  so 

17)  dQ  =  »'dS  —  ca'f^ydt 

was  eben  das  Carnot-Clausius'sche  Princip  für  nicht  umkehrbare 
Vorgänge,  ausgedrückt  durch  eine  Gleichung,  sein  soll. 

Mir  scheint  aber,  indem  dS'  =  —  dS  auch  in  die  Gleichung  für 
nicht  umkehrbare  Vorgänge  eingetragen  wird,  gerade  der  Grundsatz 
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wieder  eingeführt  zu  seio,  den  Herr  Wiedeburg  yermeiden  wollte, 
nämlich,  dass  nicht  umkehrbare  Vorgänge  hinsichtlich  der  Entropie- 
änderung  mit    umkehrbaren    Vorgängen    verglichen   werden    können. 

Noch  zweifelhafter  ist  mir  die  Berechtigung,  (-j^)  durch  (-tt)    zu 

ersetzen.  Indessen  befinden  wir  uns  im  Reiche  der  Hypothesen,  und 
als  hypothetische  Gleichung  kann  die  obige  Wiedeburg'sche  zunächst 
acceptirt  werden. 

Charakteristisch  ist  in  dieser  Gleichung,  dass  die  momentane 
Wärmeaufnahme  nicht  mehr  allein  von  der  momentanen 
Entropieänderung  abhängt,  sondern  auch  von  der  Ge- 
schwindigkeit dieser  Aenderung,  und  zwar  so,  dass  die 
Wärmeaufnahme  für  eine  bestimmte  Entropieänderung  um 
so  geringer  ist  oder  zu  sein  braucht,  je  grösser  die  Ge- 
schwindigkeit der  Entropieänderung  ist,  und  umgekehrt 
die  Wärmeabgabe  um  so  grösser,  wenigstens  bei  natürlichen 
Vorgängen,  wofür  dS  positiv  ist. 

Herr  Wiedeburg  erweitert  noch  seine  Theorie  in  folgender 
Weise. 

Neben  den  thermischen,  durch  die  Variabein  &  und  S  charakte- 
risirten  Vorgängen  sollen  noch  andere  durch  Variabele  L  und  M 
bestimmte  bestehen,  L  entspreche  *&,  M  entspreche  S.     Dann  setzt  er 


18) 


^d»  =  dS-k'(^^ydt  -g'dM  +y'(^^'dt, 
c"dL  =  dM-h" (^Ydt  -9"dS-\-  r"  (^y  dt. 


c'.  *',  g^,  y';  c",  h",  g",  y"  sind  Grössen,  die  von  dem  Zu- 
stande des  Körpers  abhängen,  unter  anderem  auch  von  ^  und  L. 
Wenn  man  nun  aus  diesen  Gleichungen  dS  und  dM  berechnet,  so 
folgt: 


19) 


c' 


v»  +  .(^)'.,-,  (-)-., 


dM= 


1  /  1/ 

1  —  9  9 
1  -  9' 9" 

1  -  9' 9" 
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21)    ^ 


Da  die  Grössen  c\  A/,  .  .  .  noch  völlig  willkürlich  sind,  so  setzt 
Herr  Wiedeburg  zwischen  vier  Ton  ihnen  eine  Beziehung  fest, 
nämlich : 

2«)  f.-  =  -f,  =  r, 

dann  wird 

(\-^g")dS  =  c'd»  +  c'c"rdL  +  (^^Jätik' —  g' y") 

(1  — </'</")  dJf=c"di  +  <^c"rd»  —  (^:^dt{y"  —  g"ls!) 
und  nach  Mnltiplication  mit  ^  bezw.  X  und  Addition 

(1  -g'g")  {»äS  +  idJif)  =  d ^f^^i^Lf!^'^  ^-  c'c"f-<i(»i) 

+  {^yätmKf-9y')-iY"-9"k')L] 

-  {^'dt mr'-g'Jc")-  (fc" - gy)Ll 

Die  beiden  rechts  stehenden  Glieder  der  ersten  Zeile  geben  das 
Differential 

d(^^»*  +  c'c"r{»L)  +  ^-^«)- 
Setzen  wir  hiemach 

22)  {  [(1^-g'y")»-(y"-^'k')L]  Y^g"  ^^  "  «* 


[{y'-g'k")»-{k"-g"Y')L] 


zrzr,=  +  '^L, 


ao  wird 


23) 


i-g'ff" 

dA  =  »dS  -\-  LdM  +  »s  (^)*'*'  +  "i  i^)' ^^^ 
Die  Grösse  d^  zerf&Ut  hiemach  in  zwei  Tbeile: 
dAi  =  ■frdS  +  os  (^)*'^<' 
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Wenn  es  sich  um  umkehrbare  Vorgänge  handelt,  ist  dÄi  =d'dS, 
dA^  =  LdM,  also  entsprechend,  dÄi^  dÄ^  einer  zugeführten  Energie. 
Diese  Bedeutung  muss  auch  bestehen,  wenn  es  sich  um  nicht  umkehr- 
bare Vorgänge  handelt.  Nun  seien,  wie  immer,  bei  dem  Vorgang 
zwei  Körper  betheiligt,  für  welche  die  betreffenden  Grössen  durch 
Accente  unterschieden  werden.  Dann  nimmt  Herr  Wiedeburg  an, 
dass  unter  allen  Umständen 

I  dS'  +  dS  =  0,         dM'  +  dM=  0, 
1  dÄ'i  +  dA^  =  0,         dAi  +  dAi=Q 

ist.  Die  erste  dieser  yier  Bedingungen  besagt  wieder,  dass  im  nicht 
umkehrbaren  Vorgänge  die  thermodynamische  Entropie  sich  so  ändert 
wie  im  umkehrbaren;  die  zweite  spricht  das  nämliche  für  die  dem 
nicht  thermodjnamischen  Theil  angehörige  Entropie  M  aus.  Die  beiden 
letzten  Gleichungen  besagen  nur,  dass  die  Energieübertragung  ledig- 
lich zwischen  den  beiden  Körpern  geschehen  soll,  von  denen  einer  die 
Energiequelle  zur  Abgabe  oder  Aufnahme  von  Energie  ist.  Wir  be- 
kommen aber  hiernach  abermals  unsere  frühere  Gleichung 


25) 


dA^  =  —  dA[  =  d''dS  —  o's  {^y^L 


Also  führen  die  Gleichungen  18),  20),  24)  ebenfalls  zur  Gleichung 
17),  welche  den  C arn o t- Cl au sius* sehen  Satz  für  alle  Vorgänge  in 
Form  einer  Gleichung  darstellen  soll. 

Es  darf  nicht  unterlassen  werden  hinzuzufügen,  dass  der  genannte 
Forscher  die  angesetzte  Beziehung  dS'  -{■  dS  =  0  anders  deutet,  als 
hier  geschehen  ist.  Er  meint,  sie  besage,  dass  die  Entropie  durch  nicht 
umkehrbare  Vorgänge  keine  Vermehrung  erfahre,  das  Princip  der 
Vermehrung  der  Entropie  also  nicht  anzuerkennen  sei.  Diese  Deu- 
tung halte  ich  nicht  für  genügend  begründet,  und  kann  sie  dafür 
nicht  halten  nach  der  Art,  wie  die  Beziehung  eingeführt  wird  (S.  361). 

Hier  möchte  ich  erst  auf  zwei  eigenartige  Folgerungen  aufmerk- 
sam machen,  zu  denen  diese  Theorie  iührt. 

Für  den  die  Wärme  aufnehmenden  Körper  ist,  indem  für  Ol  ge- 
setzt wird  G?, 

dQ=^ds  +  CO  (^y^^t 

Für  die  Wärmequelle  dagegen 

dQ'  =  —  dQ  =  —  ^'dS  +  ö'  (^T^^- 

Ziehen  wir  die  letzte  Gleichung  von  der  ersten  ab  und  dividiren 
sie  durch  2,  so  ergiebt  sich 

^  +  ^'.c.    .    ta  —  co'  /dsy^^ 
26)  dQ=-^—dS+        ^-Kdt)^'' 
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Ist  nun  03  -^  <o\  so  wird,  indem  man =  d"  setzt, 

27)  clQ  =  ¥dS, 

Daraus  folgt:  Zwischen  zwei  gleichen  Körpern,  seihst  wenn  sie 
verschieden  temperirt  sind,  kann  ein  nicht  umkehrbarer  Vorgang  gar 
nicht  oder  nur  unter  der  Bedingung  eines  umkehrbaren  Vorganges 
stattfinden,  mit  einer  Wärmequelle,  deren  Temperatur  das  Mittel  der 
Temperatur  der  beiden  Körper  darstellt.  Beispielsweise  würde  der 
gewöhnliche  Vorgang  der  Wärmehewegung,  wenn  er  sich  zwischen  zwei 
gleichen  Körpern  abspielt,  nach  dem  Gesetze  der  umkehrbaren  Vorgänge 
erfolgen,  und  es  gälte  überhaupt  auch  für  umkehrbare  Vorgänge  die 
Beziehung 

28)  dQ=  ^dS, 
sobald  die  Körper  gleich  sind,  und  die 

29)  SQ<:d^dS, 

wenn  die  Körper  ungleich  sind.  Es  ist  zu  wenig  über  nicht  umkehr- 
bare Vorgänge  bekannt,  als  dass  man  sich  über  einen  solchen  Schluss 
bestimmt  äussern  könnte,  er  scheint  mir  jedoch  nicht  zu  Gunsten  jener 
Theorie  zu  sprechen. 

Wenn  ferner  der  Vorgang  zwischen  den  beiden  Körpern  sich 
adiabatifich  abspielt,  so  scheidet  einer  der  Körper  —  derjenige,  der  nur 
als  Wärmequelle  dient  —  eigentlich  überhaupt  aus,  es  kommt  nur  der 
Körper  in  Betracht,  der  den  Vorgang  durchmacht,  dann  aber  ist  die 
Gleichung  17),  in  der  -ö"'  und  o'  sich  gerade  auf  den  passiven  Körper 
beziehen,  nicht  recht  verständlich,  da  es  jeder  beliebige  Körper  sein 
könnte,  d.  h.  da  ^'  und  C}'  dann  völlig  beliebig  sind.      Wir   müssen 

dann  haben  dS  =  0  und  — -  =  0 ,  d.  h.  nicht  umkehrbare  Vorgänge 

at 

verlaufen  nach  den  Gesetzen  umkehrbarer  Vorgänge,  wenn  sie  adiaba- 
tisch geschehen.  Auch  das  scheint  mir  wenig  wahrscheinlich  zu  sein. 
Wie  die  Theorie  auf  noch  mehr  besondere  Vorgänge  als  zwei  zu 
erweitern  ist,  braucht  nicht  mehr  dargelegt  zu  werden.  Herr  Wiede- 
burg  hat  sie  noch  auf  drei  Vorgänge  ausgedehnt,  die  Rechnungen 
sind  ebenso  geführt  wie  für  zwei  Vorgänge.  Die  Gleichungen  unter 
18),  welche  der  genannte  Forscher  „Zustandsgleichungen^  nennt,  haben 
immer  die  nämliche  Form.  Sind  die  für  die  einzelnen  Vorgänge  der 
Entropie  entsprechenden  Grössen  Mi,  M2,  M^  u.  s.  f.,  die  der  Tempe- 
ratur entsprechenden  X^,  Zj,  i/3  u.  s.  f.,  so  kann  man  das  System  der 
Zustandsgieichungen  schreiben : 
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30) 


c'd»  =dS-h'  (^ydt-g[  dM^  Ar  yi  (^^Jät-gidM, 

,     ,  /dM,y,^ 

+  y'[-dr)^'---' 

c"dL,=dM,-1<f'(~^ydt-gUS  +  yi  {^Jdt  -  gUM, 


+'K''"')--- 


"dLt=dMi-k"'(^ydt  -  g^dS  +  Y('(j^'dt  -  g^'dMi 

/dM.V 

U.    8.   f. 

Die  Grössen  ^"1,  Xj,  X2,  X3,  .  .  .,  nennt  Wiedeburg,  einer  von 
Ostwald  eingeführten  Bezeichnung  folgend,  IntenBitätsgrösBen. 

Zwischen  den  Coefficienten  bestehen  zunächst  Bedingungs- 
gleichungen, welche  es,  wie  im  Falle  zweier  Vorgänge,  ermöglichen, 
die  eingeführte  Energie  als  Differential  einer  quadratischen  FuDction 
der  Yariabeln  ^,  X^,  L2,  .  .  .  darzustellen.  Herr  Wiedeburg  nimmt 
noch  andere  Relationen  als  wahrscheinlich  an,  unter  anderem  solche, 
welche  besagen,  dass  die  „Widerstandsgrössen^  fiiiyCOgi  .«.  unabhängig 
sind  Yon  der  jeweiligen  Intensitätsgrösse  desjenigen  Vorganges,  mit 
dessen  Differentialquotienten  (ins  Quadrat  erhoben)  das  betreffende  o 
multiplicirt  ist.  Für  zwei  Vorgänge  haben  wir  hiernach  gemäss  Glei- 
chungen 20)  und  22) 


31) 


7        c"        ""' 


Aus  dieser  Beziehung  folgt 

Ä'  =  rc'y",        Ä"  =  rd'y' 

und  es  werden   die  Widerstandscoefficienten  nach  den  beiden  letzten 
Gleichungen  unter  22) 

32)  fOs  =  y"  L,         »i  =  /  -9-. 

Ich  ändere  nun  die  Zeichen  etwas,  indem  ich  die  Accente  durch 
ebenso  viele  Zahlindices  ersetze.      Wir  bekommen  alsdann  an 
des  Gleichungssystemes  18) 


S3) 
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worin  nur  noch  fünf  Goefficienten  vorhanden  sind. 
Das  System  23)  geht  über  in 


34) 


dA,  =»dS  +  y^L(^^^dU 
dA^  =  LdM+  yi^(jpf^^^ 


und  der  Hanptsatz  in 

35)  dQ  =  d''dS—  y\  V  i^^^t, 

woselbst  wieder  -d*',  yg»  L*  sich  auf  die  Wärmequelle  bezieht. 

Die  o  sind  als  Widerstandscoefficienten  bezeichnet  worden,  sie 
entsprechen  dem  w^  welches  in  der  Gleichung  a)  für  Uebertragung 
elektrischer  Energie  vertreten  ist.  Bedeutet  also  in  unseren  jetzigen 
thermodynamischen  Beziehungen  M  eine  diese  Uebertragung  in  der- 
selben Weise  ergebende  Grösse,  wie  die  Entropie  bei  thermischen 
Uebertragungen ,  so  wäre  cOa  überhaupt  mit  w  zu  verwechseln.  Nun 
soll  Gi^  =  y^%'  sein.  Das  bedeutet,  der  elektrische  Widerstand  von 
festen  Metallen  wächst  proportional  der  absoluten  Temperatur,  und 
das  entspricht  bekanntlich  sehr  annähernd  der  Erfahrung.  Zugleich 
ist  für  diesen  Fall  L  =  (p  =  dem  elektrischen  Potential,  und  da 
©1  =  y3  9>  ist,  so  würde  der  thermische  Leitungswiderstand  propor- 
tional dem  elektrischen  Potential  wachsen,  zu  dem  das  Metall  geladen 
ist.  Dieser  Schluss  ist  noch  nicht  geprüft  und  lässt  sich  auch  nach 
Wiedeburg,  angesichts  des  ausserordentlich  hohen  Potentials  der 
Erde,  gegen  welches  alle  erreichbaren  Potentiale  bei  geladenen  Me- 
tallen nur  gering  sind,  auch  nicht  hinlänglich  prüfen.  Jedenfalls  glaubt 
der  genannte  Forscher,  dass  seinen  Annahmen  von  der  Erfahrung 
nicht  widersprochen  wird. 

Als  zweites  Beispiel  für  den  Fall  zweier  Vorgänge  diene  ein  eben- 
falls von  Herrn  Wiedeburg  gegebenes.  Ein  an  einem  Ende  ein- 
gespannter Stab  werde  an  seinem  unteren  Ende  tordirt  und  erfahre 
zugleich  Wärmeänderungen.  Neben  -O",  S  muss  von  den  anderen  Varia- 
bein M  der  Torsionswinkel,  L  das  Drehungsmoment  derTorsionselasti- 
cität  sein.  Wir  nennen  den  Torsions winkel  ^,  das  Torsionsmoment  T 
lind  haben  also 
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c,d*  =  dS  —rc,  y,  i^Jdt  —  rc,  dt  +  n  {^Y '^*' 

c,dT=  drl^-rc^y,  (^/<^'  "  '"'^'^^  +  ^^  {W '^*- 

Für  constantes  S,  also  ohne  Rücksicht  auf  die  Wärmevorgange, 
folgt  hieraus 

c,(dT)s  =dt  -  rc^y,  (^J"^*^ 
also 

dii^=C(dT)s  ^  rc2yi(^ydt 

Setzen  wir  einmal  {dT)8  =  +  Ä»  ein  andermal  (dT)s  =  —  ' 
und  bezeichnen  die  zugehörigen  dtl^  mit  dtj;^  und  dt^— ,   so  ergiebt  sicli 

dn^^  =  +  c,S  -^rc,y,(^^ydt 

dt^  =  —  Ca«  +  rcyi  \-^J  ^^• 

Hieraus  folgt,  dass  die  beiden  d'^  nicht  entgegengesetzt  gleich 
sind,  vielmehr  ist 

.*.+...=,„.[(^)%(^.)].<. 

Diese  Ungleichheit  ist  kein  neues  Ergebniss,  sondern  eben  schon 
in  der  Annahme,  dass  der  Torsionsvorgang  ein  nicht  umkehrbarer  sein 
soll,  enthalten.  Sie  muss  aber  so  verstanden  werden,  dass  der  Torsions- 
winkel  nicht  wieder  auf  seinen  ursprünglichen  Betrag  zurückgebracht 
werden  kann,  wenn  man  die  gleiche  Torsionskraft  in  entgegengesetzter 
Richtung  wirken  lässt,  ganz  so  wie  bei  Deformationen  mit  „dauernden*' 
Form  ver  änd  erungen. 

Die  „elastische  Nachwirkung*'  aus  dieser  Gleichung  herauszulesen, 
scheint  mir  nicht  zulässig.  Ebensowenig  aus  der  integrirten  Differen- 
tialgleichung 

0 

denn  die  Differentialgleichung  enthält  nichts  von  der  „Vorgeschichte" 
des  Stabes,  also  kann  auch  das  Integral  nichts  davon  enthalten.  Viel- 
mehr   giebt     die    Differentialgleichung    eine    quadratische    Gleichung 

(dtpy_      1       (hl^_ L  ^ 

\dtj        rcjyi    dt  ryi  dt  ' 
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also 


und 


dt        2  rc^yi   —    f       ry^  dt   "*"  Ar^clfy'i 


*-*»  =  ^^('-^'^^^ 


r\-rndt   "^  ArUift 


Das  Integral  rechts  hängt  davon  ab,  welche  Function  T  von  t  ist. 
Ist  T  constant,  so  hat  man 

^  —  ^^  =  0    oder  =  ----  (t  —  t^l 
Ist    T  proportional  der    Zeit,  nämlich   T —  Tq  =  af ,    so   wird 

-rr  =  ö  und  ^  —  ^o  abermals  proportional  t  —  fo-     Aber   T  kann 
dt 

irgend  eine  beliebige  Function  von  t  sein.      Danach  richtet  sich  das 

Integral,  und  von  elastischer  Nachwirkung  ist  darin  nichts  vorhanden. 

Das  bietet  also  Herrn  Wiedeburg's  Theorie  nicht,  und  kann  es  auch 

nicht  bieten,  da  nicht  umkehrbare  Deformationserscheinungen  in  der 

J  rp 

allerverschiedensten  Weise  denkbar  sind,  und   es  hängt  alles  von  -77 

dt 

ab.  Der  Unterschied  gegen  die  gewöhnliche  Theorie  ist  gerade  darin 
zu  sehen.  In  dieser  bedarf  es  der  Kenntniss,  wie  das  Torsionsmoment 
mit  der  Zeit  etwa  variirt,  nicht  für  die  Kenntniss  des  Torsion seffects, 
denn  es  ist  ^  —  ^^,  =  {jj(T  —  Tq)»  iö  der  neuen  Theorie  ist  diese 
Kenntniss  aber  unumgänglich,  was  in  der  Wiedeburg^ sehen  Be- 
handlung seines  Beispiels  gerade  nicht  hervortritt. 
Ferner  haben  wir 

c,  (d^)s  =  -  rc,dt  +  yi  (^J^t. 

Das  gäbe  den  Wärmeefifect  durch  die  Torsion. 

Beide  Theile  sind  mir  physikalisch  nicht  recht  verständlich.  Der 
erste  Theil  des  Wärmeeffects  würde  besagen,  dass,  je  nachdem  ich  im 
einen  oder  anderen  Sinne  drille,  der  Draht  sich  erwärmt  oder  abkühlt. 
Das  ist  wohl  noch  nicht  beobachtet  und  bei  homogenen  Substanzen 
auch  nicht  anzunehmen.  Der  zweite  Theil  ist  proportional  dem  Qua- 
drate der  Torsionsgeschwindigkeit,  von  der  Richtung  der  Drillung  also 
zwar  unabhängig,  aber  ganz  so,  wie  der  erstere,  von  den  relativen 
Bewegungen  im  Drahte  unabhängig.  Also  die  Reibungswärme  kann 
es  nicht  sein. 

Fasst  man  die  Wärme  als  von  der  Art  der  lebendigen  Kraft  einer 
Bewegung  auf,  so  würde  dieser  zweite  Theil  besagen,  dass  auch  nicht 
molekulare,  sondern  gewöhnliche  Massenbewegung  Wärme  ist.  Das 
ist  schon  öfter  behauptet  worden.     Indessen  triift  das  immer  nur  den 

Wein tt ein,  Thermodynamik.    II.  24 
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zweiten  Theil;  Bewegung  selbst  hat  wohl  noch  Niemand  für  der  Wärme 
entsprechend  angesehen.  Beide  Theile  also  würden  einen  neuen,  bisher 
nicht  bekannten  thermischen  Effect  der  Torsion  andeuten,  scheinen 
mir  aber  beide  sehr  problematisch. 

Weiter  ist  als  Gegenstück  zum  vorigen  Effect 

c^{dT)^  =  —  rc^dS  +  y,  (^^ dt. 

Das  soll  der  thermisch-elastischen  Nachwirkung  Rechnung 
tragen.  Doch  weiss  ich  diese  Gleichung  ebenso  wenig  physikalisch  zu 
deuten,  wie  die  frühere.  Dass  das  Torsionsmoment  durch  Wärme- 
Yorgänge  sich  ändert,  ist  gewiss.  Aber  diese  Aenderung  wird  aufgefasst 
als  nicht  durch  die  Wärmeänderung  selbst,  sondern  durch  die  in  Folge 
dieser  Aenderung  eingetretene  Aenderung  der  molekularen  Eigenschaften 
des  Drahtes  hervorgebracht.  Dem  trägt  die  obige  Gleichung  nicht 
Rechnung,  sondern  nur  den  unmittelbaren  Wärmeänderungen. 

Endlich  haben  wir  noch 

e,  (d&)^  =  dS  —  ^^^lYzi-jj)  ^^ 

was  dem  Früheren  zu  Folge  zum  Garnot-Clausius^schen  Principe 
führt. 

Für  die  Reibungsvorgänge  wird  wohl,  im  einfachen  Falle  einer 
linearen  Strömung,  Li  eine  Kraft,  Mi  eine  relative  Geschwindigkeit  sein. 

Herr  Wiedeburg  hat  ein  Beispiel  auch  für  drei  Vorgänge  ge- 
liefert, indem  er  zu  den  Wärme-  und  Elektricitäts Vorgängen  noch  die 
„Härte Vorgänge**  hinzunahm.  In  diesem  Falle  haben  wir  drei  Wider- 
standsooefficienten : 

«1  =  Ol  Xi  +  ttjX,, 
36)  I  ©j  =   5i^    +  b,Li, 

«3  =  Ci  L^  -{-  C2  -Ö". 

Li  ist  wie  früher  ein  elektrisches  Potential,  L^  eine  Art  Cohäsions- 
intensität,  Mi  eine  Elektricitätsmenge,  M2  eine  Cohäsionsquantität 
Man  ersieht  hieraus  schon,  dass  es  meist  schwer  ist,  für  den  betreffen- 
den Vorgang  bestimmte  Definitionen  der  einzelnen  Grössen  auf- 
zustellen. 

Auch  hier  sind  die  Formeln  ungemein  schwer  physikalisch  zu 
deuten,  und  ich  gehe  deshalb  darauf  nicht  weiter  ein. 

Die  Wiedeburg'  sehe  Theorie  ist  hier  sehr  eingehend  behandelt; 
in  ihrem  gegenwärtigen  Stande  ist  sie  offenbar  sehr  mangelhaft  und 
schwer  zu  fassen.  Es  ist  möglich,  dass  sie  weiter  ausgebildet  werden 
kann.  Namentlich  wird  man  meines  Erachtens  die  Beziehungen 
zwischen   den  Coefficienten    aufgeben    müssen,   wie   das  der   Urheber 
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dieser  Theorie  selbst  andeutet.    Es  ist  schade,  dass  es  dem  geistvollen 
Manne  nicht  vergönnt  gewesen  ist,  seine  Arbeit  zu  vollenden. 

Mit  nicht  umkehrbaren  Vorgängen  hat  sich  auch  Herr  Duhem 
beschäftigt^}.  Soviel  ich  aus  seinen  Arbeiten  entnehme,  in  denen  — 
was  bei  der  ausserordentlichen  Schwierigkeit  des  Gegenstandes  nicht 
auffallen  kann  —  der  Standpunkt  oft  gewechselt  und  die  Ergebnisse 
viel  nachgebessert  sind,  beruht  seine  Theorie  in  Folgendem  : 

Es  sei  ein  Vorgang  bestimmt  durch  Temperatur  und  eine  Va- 
riable, x,  die  einen  Dissociationsgrad ,  das  Stadium  einer  chemischen 
ReactioD»  den  Grad  einer  Härtung  u.  s.  f.  darstellen  kann ;  so  wird  für 
umkehrbare  Aenderungen  angenommen  (Bd.  I,  S.  101,  Gleichung  U4) 


•A 


und  es  ist  im  Gleichgewicht 

38)  äW^-(^^ä.. 

S,  ü^  F  sind  Functionen  von  x  und  d'. 
Setzt  man 

dW  =  —  Xdx, 
so  wird 


39) 


\cxjs 


Aendert  nun  sich  der  Zustand  des  Systems  so,  dass  die  Variabein  rr, 
-9"  und  das  X  übergehen  in  x  -\-  dx,  d"  -\-  öd',  X  -{-  dX^  so  wird, 
wenn  der  neue  Zustand  abermals  ein  Gleichgewichtszustand  ist, 

400  dW'  =  —  {X  +  dX)d(x  +  öx) 

\  Cix  +  Öx)  A+cJ^'  ^ 

oder  auch,  weil  die  Differentiation  nach  x  -{-  8x  nichts  anderes  ergiebt 
als  die  nach  x 

40.)  sw'  =  -±[f+  Qd.  +  (|D/*]/(.  +  a.), 

indem  die  Entwickelung  nach  dem  Taylor^ sehen  Satze  auf  die  linearen 
Glieder  beschränkt  wird.     Hieraus  folgt 


')  In  einer  Reihe  von  Aufsätzen  über  dauernde  Aenderungen  und  die 
Thermodynamik,  erschienen  in  Ostwald's  Zeitschr.  f.  physik.  Ohem.  Bd.  22, 
8.  545;  Bd.  «3,  8.  193;  Bd.  28,  B.  577;  Bd.  33,  8.  641;  Bd.  34,  8.312;  Bd.  85, 
8.  680;  Bd.  37,  8.  91. 

24* 
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Ist  diese  Beziehung  für  X,  die  als  äussere  Kraft  bezeichDet  werden 
kann,  erfüllt,  so  stellt  auch  die  zweite  Lage  eine  Gleichgewichts- 
lage dar. 

Herr  Duhem -macht  nun  die  Annahme,  dass  für  die  studirten 
Systeme  jede  reelle  oder  virtuelle  Aenderung,  die  aus  einer 
stetigen  Aufeinanderfolge  von  Gleichgewichtszuständen 
besteht,  eine  umkehrbare  ist.  Die  Gleichung  41)  ist  also  Be- 
dingung für  diese  umkehrbaren  Vorgänge.  Ist  nun  ein  Vorgang  nicht 
umkehrbar,  so  wird  im  Allgemeinen  auch  die  Gleichung  41)  nicht 
stattfinden.     Herr  Duhem  setzt  dann  an 

woselbst  \Sx\  den  absoluten  Betrag  von  äx  angiebt,  und  diese  Glei- 
chung soll  gelten,  wenn  ein  nicht  umkehrbarer  Vorgang  aus  einer  Auf- 
einanderfolge von  Gleichgewichtszuständen  besteht.  Das  ist  also  die 
Grrundgleichang  der  Duhem' sehen  Theorie  für  den  besonderen  Fall 
einer  Variabein  neben  d". 

Sind  mehrere  Variabele  o^,  x^  .  ,  .  vorhanden  und  ihnen  ent- 
sprechend mehrere  Kräfte  Xj,  Zj  .  .  .  (wobei  „Kraft"  lediglich  den 
Factor  der  betreffenden  zugeführten  äusseren  Arbeit  bedeutet),  so  wäre 


43) 


d^F  c^F  n^F 

dx^  '    dx^c%'  '    dx^dx^      ^ 


^i,k'^+-^f^'''^^\^ 


f. 


F  und  die  /  sind  Functionen  aller  Variabein  <&,  rCj,  x^^  ...  Die 
/  ausserdem  Functionen  der  Zi,  Xg,  .  .  .  Falls  unter  den  Variabein 
einige  vorhanden  sein  sollten,  in  Bezug  auf  welche  Umkehrbarkeit 
des  Vorgangs  möglich  ist,  fällt  in  denjenigen  obigen  Gleichungen, 
welche  auf  diese  Variabein  Bezug  haben,  das  letzte  Glied  fort. 

Wir  betrachten  nun  mit  Herrn  Duhem  einige  Fälle,  zunächst 
allgemeiner  Art. 

Der  Vorgang  sei  isothermisch,  also  d  «d*  =  0,  und  die  Werthe  von 
X  mögen  stets  wachsen,  so  ist,  wenn  er  wirklich  stattfindet,  für  eine 
Variable  x  neben  -O" 
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Die  durch  diese  Gleichung  beBtimmten  Werthe  von  F  (/  muss  be- 
kannt sein)  als  Function  von  x  und  X  bilden  eine  aufsteigende 
Isotherme.     Nimmt  x  stetig  ab,  so  wird  |(2a?|  =  —  dx  und 

***^  dx      dx^      ^' 

Das  giebt  die  absteigende  Isotherme. 

Man  sieht  hieraus,  da  /  von  Null  verschieden  sein  soll ,  dass  eine 
Isotherme  nur  aufsteigen  oder  nur  absteigen  kann.  Dagegen  können 
sich  die  beiden  Arten  Isothermen  schneiden.     Im  Schnittpunkt  haben 

j  ■xr 

wir,  wenn  die  -7—  durch  +  und  —  unterschieden  werden, 

45)        '   f^+r^W2^?. 

F  ist  eine  Function  nur  yon  x  und  ^,  zeichnen  wir  also  alle  Iso- 
thermen beider  Art,  so  liegen  hiemach  die  Schnittpunkte  gleicher  Iso- 
thermen auf  einer  zur  X-Achse  parallelen  Linie.  Wo  sich  nun  zwei 
solche  Isothermen  schneiden,  kann  x  steigen  oder  fallen,  also  wird  der 
Schnittpunkt  ein  Gleichgewichtspunkt  sein.  Bei  möglichen  isother- 
mischen Aenderungen  verschiebt  sich  also  durch  Temperaturänderung 
das  Gleichgewicht  parallel  der  Kraftachse.  Herr  Duhem  macht  dazu 
die  Hypothese 

46)  dXdx>0, 

d.  h.  dass  Kraft  und  Variable  sich  stets  im  gleichen  Sinne  ändern. 
Alsdann  ist 

d^F  d^F 

also  unter  allen  Umständen 

öx^  ^ 

Letzteres  ist  bekanntlich  (S*  307),  gegenüber  umkehrbaren  Vor- 
gängen, Bedingung  für  Stabilität  des  Gleichgewichts.  Die  gleiche  Be- 
dingung soll  hiernach  gegenüber  umkehrbaren  Vorgängen  bestehen. 

Zweitens  sei  X  =  Canst.,  die  Vorgänge  werden  isobar  genannt. 
Also 

48)  0='ßä.  +  lj^ä»+flä.\., 

und  für  aufsteigende  Isobaren 

/d^F         \  c^F 

49.)  0={^^,+f)ä.  +  ^^äf^, 
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für  absteigende  Isobaren 

Es  gilt  also  das  Nämliche  wie  Yon  den  Isothermen.  Für  die  Sta- 
bilität eines  etwaigen  Gleichgewichtes  hat  Herr  Duhem  auch  hier 
zuerst  eine  besondere  Hypothese  gemacht.  In  seiner  letzten  erschie- 
nenen Arbeit  scheint  er  diese  und  die  frühere  allgemein  durch  die 
Hypothese  zu  ersetzen,  dass  die  Function  F(^,  d^i«  0^9,  .  .  .)  —  Xia?i 
—  X^o?!  .  .  .  ein  Minimum  sein  soll. 

Bilden  wir  jetzt  einen  beliebigen  endlichen  Vorgang  durch  Inte- 
gration der  Grundgleichung  42),  so  ist  dabei  zu  beachten,  dass  \dx 
immer  einen  absoluten  Werth  darstellt,  also  nicht  der  Veränderung 
Yon  X  selbst  entspricht.  Deshalb  zeichnen  wir  das  Integral  des  letzten 
Gliedes  aus  durch  ein  Summenzeichen  und  haben,  wenn  dem  Anfangs- 
zustand die  Variabein  o^o,  ^oi  -^Oi  dem  Endzustand  die  X\y  ^1,  Xi  an- 
gehören : 

60)     X,  -  Xo  =  —^- g;,—  +  ^A", ».  ^)  I dx\. 

Geschlossen  kann  hiemach  der  Vorgang  nur  sein,  wenn 

51)  £f(x,d',  X)  \dx\  =  0 

ist.  Daraus  und  aus  der  Thatsache,  dass  |  dx  \  immer  positiv  ist,  folgt, 
dass  in  einem  nicht  umkehrbaren  Kreisprocess  /  sein  Zeichen  minde- 
stens einmal  wechseln  muss,  mindestens  einmal  muss  /  durch  Null 
gehen. 

Nehmen  wir  alle  möglichen  Kreisprocesse ,  so  bekommen  wir  un- 
endlich yiele  Punkte ,  in  welchen  /  Null  ist.  Die  Gesammtheit  dieser 
Punkte,  in  denen  also 

52)  /(«,  -Ö",  X)  =  0 

ist,  nennt  Herr  Duhem  eine  natürliche  Zustandsfläche.  In 
jedem  Kreisprocess  wird  diese  Zustandsfläche  mindestens  zweimal 
geschnitten. 

In  der  Gleichung  50)  sei  a^  =  Xq  -f-  dx  und  dx  sehr  klein, 
ebenso  sei  d'i  ^=  d'^ -\-  ö d^  und  öd"  sehr  klein,  dann  ist  auch  Xi  —  Xq 
sehr  klein,  somit 

Der  Vorgang  sei  isobar  und  isothermisch,  so  wird  Xi  —  X^  =  0, 
a^  =  0  und 

53i)  dx  =  x^—Xo  = ^2jp 
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6x  ist  die  dauernde  Aenderung  der  Yariabeln  x,  diese  ist  also  von 
derselben  Grrössenordnung  wie  \dz\. 

Wir  können  den  Vorgang  auch  endlich  nehmen,  er  muss  dann 
so  beschaffen  sein,  dass  die  dauernden  Aenderungen  von  x  klein  sind. 
Ist  er  auch  isobar  und  isothermisch ,  oder ,  falls  er  nicht  genau  iso- 
thermisch und  isobar  ist,  sind  die  Aenderungen  Ton  Temperatur  und 
Kraft  noch  klein  gegen  die  Aenderung  Yon  x,  so  gilt  die  obige  Glei- 
chung auch  für  solche  endliche  Vorgänge.  Wenn  auch  noch  die 
Aenderungen  so  ablaufen ,  dass  überhaupt  x,  d',  X  jeder  Zeit  von  den 
Anfangswerthen  nur  wenig  verschieden  sind,  so  haben  wir  unter  den 
vorgenannten  Umständen  i) 
53)  f(x,»,X)£\dx\ 

dx^ 

£s  ist  angenommen,  dass  auch  bei  nicht  umkehrbaren  Vor- 
gängen 

ist  Alsdann  hängt  das  Zeichen  von  Xi  —  Xq  von  dem  von  /  ab.  Da 
die  Fläche  /  =  0  die  Gebiete  positiver  und  negativer  Werthe  dieser 
Grösse/  scheidet,  so  ist  die  dauernde  Aenderung  Xi  —  Xq  positiv  oder 
negativ,  je  nachdem  der  Vorgang  auf  der  einen  oder  anderen  Seite  der 
naturlichen  Zustandsfläche  liegt.  Schneidet  sein  Weg  die  Zustands- 
fläche,  so  kann  die  dauernde  Aenderung  in  dem  einen  oder  anderen 
Sinne  ausfallen. 

Das  Anwendungsgebiet  einer  solchen  Gleichung  ist  darum  ziem- 
lich beschränkt,  denn  beispielsweise  sind  alle  Vorgänge,  die  sich  Kreis- 
vorgängen nähern,  ausgeschlossen,  weil  bei  diesen /während  des  Vor- 
ganges mindestens  einmal  sein  Zeichen  wechseln  muss. 

Geschieht  der  Vorgang  so,  dass  stets  f{x^  '&,  X)  =  0  ist,  dass 
also  die  Curve,  welche  ihn  darstellt,  ganz  auf  der  natürlichen  Zustands- 
fläche liegt,  so  ist  der  Vorgang  umkehrbar,  also  alle  reversiblen, 
umkehrbaren  Vorgänge  liegen  auf  der  natürlichen  Zu- 
standsfläche. Entfernt  sich  der  Weg  nur  sehr  wenig  von  der 
natürlichen  Zustandsfläche,  wobei  er  sie,  wenn  er  einem  Kreisprocess 
angehört,  mindestens  zweimal  schneiden  muss,  so  ist  der  Vorgang  zwar 
nicht  mehr  genau  reversibel,  aber  (abgesehen  von  Vorgängen  explo- 
siver Art)  nahezu  reversibel.  Solche  Vorgänge  werden  „pseudorever- 
sibel*'  genannt.  Solche  pseudoreversible  Vorgänge  sollen  sich  so  ver- 
halten wie  reversible,  also  der  Gleichung  genügen 


^)  Die  Bedingungen  sind  hier  etwas  anders  und  schärfer  gefasst,  als  von 
Herrn  Duhem  geschehen. 
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Wie  sich  Vorgänge,  die  weder  reyersibel  noch  psendoreversibel 
sind,  gegenüber  dem  Carn ot - Cl au sius' sehen  Principe  yerhalten, 
scheint  Herr  Duhem,  der  letzterschienenen  Arbeit  zufolge,  unent- 
schieden zu  lassen  (s.  auch  S.  352). 

Bleiben  wir  also  noch  bei  den  pseudoreversiblen  Vorgängen.  Es 
ist  die  aufgenommene  Wärmemenge 

JdQ  =  dU—Xdx. 

Für  solche  Vorgänge  besteht  sehr  angenähert  die  Gleichung 

/(iC,'6',Z)  =  0, 

also,  wenn  wir  daraus  X  berechnen,  die 

X  =  g{x,»). 
Ferner  ist 

^=^-^8^'    ^^=äa:^^+  8:F^^"0¥^^ 


somit 

/'dF  d^F  \  d^F 

Diese  Gleichung,  durch  d"  dividirt,  soll  ein  vollständiges  Integral 
geben,  also  ist 

A  /'l  ^  —    ^'^   —  ^\ L  (^\ 

dd^  \»  dx        dxdd-        »J  ~        dx  V8dV' 

woraus  folgt 

1   /  c^F         dg\         1   /dF         \ 

^^)  F  \d^^  -  8^7  -  :P  fe  -  ^;  =  ^- 

Bei  umkehrbaren  Processen  mit  p  als  Kraft  und  v  als  Variabein 
ist  diese  Gleichung  wegen 

dF 

identisch  erfüllt.     Sonst  haben  wir,  wenn 

dF 


gesetzt  wird,  nach  55), 
also  durch  Integration 
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Jog^  —  Jog»  =  (p'(x), 
wo  4p'  nur  von  x  abhängt,  und  es  wird 

cF 
tl;  =  ---  —  g  =  &(p(x). 

Indem  man  für  (p(x)  schreibt      .        und  für  — ^•C9-\-F  setzt  %{x,^\ 

ax 

wird 

56)  X-g-  ^ 

Das  entspricht  genau  der  Form  für  umkehrbare  Processe,  woselbst 

dF 
mit  X  =  —  j>,  X  =^  V  das  p  =  —  -—  war.     Da  wir  gesetzt  hatten 

%  =  —  ^(o  +  F, 
80  ist,  weil  (o  von  ^  nicht  abhängt, 

somit 

57)  rr=g  +  ^a,-^(||+c)=g_^||, 

also  dieselbe  Function  von  5  wie  bei  umkehrbaren  Processen  von  F. 
Schreiben  wir  ferner  analog  wie  für  umkehrbare  Processe,  woselbst 
U=  F  +  J^S  ist, 

58)  U=%  J^  J»(B, 
so  wird  die  der  Entropie  entsprechende  Function  @ 


59) 

•'---;»• 

Qod  für  Vorgänge 

60) 

^,«  =  .e. 

Das  heisst  pseudoreversible  Vorgänge   sind   genau   so  zu  behandeln 
wie  reversible,  für  welche  die  freie  Energie  §  und  die  Entropie  ®  ist. 

Wir  nehmen  als  dritte  Variable  v  hinzu,  so  giebt  die  Gleich- 
gewichtsbedingung gegen  mögliche  umkehrbare  Vorgänge,  falls  auf 
den  Körper  ein  allseitig  gleicher  Druck  wirkt, 

Besteht  neben  dieser  Gleichung,  die  immer  bestehen  muss 
(Seite  305),  auch  die 
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cx 

80  nennt  Herr  Du  he  m  das  Gleichgewicht  ein  vollständiges,  andereD- 
falls  ein  theilweises. 

Ferner  wird  die  freie  Energie  so  gerechnet,  dass  sie  in  einem 
Gleichgewicht,  welches  mit  Bezug  auf  einen  möglichen  isothermisehen 
umkehrbaren  Vorgang  stabil  ist,  ein  Minimum  darstellt,  so  dass 

62)  (8F)^  =  0,  {S^F)^>0 

ist,  woraus  folgt,  dass  wir  haben  müssen 

Da  die  Aenderungen  dx^  Sv  möglich    sein  sollen,    müssen  sie   auch 
reell  sein.     Folglich  ist 

'  dx»  dv*         \dxdvj   ^ 

Aber  es  ist  auch  (Seite  307) 

somit  mnss  sein 

66)  y  >  0. 

?^F 
Die  entsprechende  Grösse  ^  kann  positiv  oder  negativ   sein. 

Nun  haben  wir    für  zwei  benachbarte   isothermisch  -  isopiestische  Zu- 
stände 

_  _  dF(x. V. &)  _  dF(x  +  8x,v  +  dv,») 

^~  "dv  '     '       ^~  div  +  dv) 

woraus  folgt 

67)  — -r  *^  +  5—^  *^  ~  Ö- 
dv^  dxdv 

d^F 

•^— j  ist  positiv,  somit  haben  wir  gleichseitig 


68) 


d^F    ^    ^       (^^    ^  r. 
d^F  dx 


dxdv   ^    '    dv 
Die  aufgenommene  Wärme  ist  allgemein 

JäQ  =  dU  +  pSv 


und  da 


— -^Q. 
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ist,  wird 

='^-ßi)/»-»'[aa]+»*"- 

In  isothermiBcben  Vorgängen  ist  somit 

Ox  dv  \dvdx  cvdv      / 

oder  wegen  des  Wertheg  Ton  p 

70)  JoQ  =  —-  dx  —  -^(^r-s:^—  Sx  +  ^^^-r-  dv)- 

ox  \o^ox  d^dv      J 

dF 
Bei  Yollstandigein  Gleichgewicht  soll   .  -  =  0  sein.     Dann  wird 

ox 

Endlich,  wenn  der  Vorgang  aach  noch  isopiestisch  ist,  nach  67) 
7.>^  TXn—         ^    /d^d^F  d^F     d^F\j, 

Im  allgemeinen  Fall  führen  wir  an  Stelle  der  freien  Energie  das 

thermodynamische  Potential  ein.    D&  F  =  O  —  |>t;  ist,  so  haben  wir 

/cF\         dO 

li^Ä  )    ^^  "^'  ^®^  ^  und  j)  unabhängige  Variabele  sind,  also 

woraus  folgt 

73)  JSQ  =  $9  -  »d'y^ —  ^fd» —  vdp 

oder 

74)  jSQ  =  —  Sx  +  —  ö»+^8p-—S» 

8a;  op  \dxcv  ov' 

,      ^'^    »    \  X 


=  ö(a>-^||)-.d> 
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Für  einen  isopiestisohen  Vorgang  wird  hierauB 

und  wenn  auch  die  Temperatur  constant  ist, 


76) 


-*«=(i?-*^)''- 


Die  Grösse  O  ist  als  Function  von  x^  p^  Q^  aufgefasst,  indem  wir 
darin  die  Yariabele  v  mit  Hülfe  der  Gleichung  61)  eliminirt  denken. 
Nun  ist,  indem  v  als  Function  von  x^  p,  d"  eingesetzt  wird, 

8®_8F        8F8j;  Sv 

8a;    ~  8a;    "^   8t;  8a;  "•"  ^  8a:* 


Also  haben  wir  wegen  61)  auch 

77)                                              ^*  -  ^^ 

^^'                                           6x-  dx' 

und  entsprechend 

^-%- 

Die  erneute  Differentiation  ergiebt 

/  82a>        d^F   ,     d^F    dv 

8a;«   ~  8a;2    '     8a;8t;  8a;' 

d^O        dv 

dp^  ~  dp' 

d^O        d^F        d^F    cv 
8^2  ~  8-^2    '   g^8t;  8^' 

80) 

820  _    d^F          c^F  dv  _ 
dxd»       dxdd'    '    8a;8t;  8-9' 

820         822r 
8a;8t;        8a;8v' 

820          82F    dv 
ex  dp       dxdv  dp' 

d^F 
dd^dx 

d^F    dv_ 
■*"  8^8t;  8a;' 


u.  s.  f. 
Da  ferner  aus  der  Differentiation  von  61)  folgt 


C^F 


82F8t^__         82F8t^_8^_ 

^  dv^  dp~         '     dv^  ex  ~  dx  ~        dvdx ' 
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80   bekommen  wir  nach    den  Gleichungen    unter  80)  und  den    Un- 
gleichungen 63)  bis  66), 


82) 


dx^  ~  8a;<        \dvdx)    C^F  ~  d^  Icx^ 

-  mi  > « 


dp^  ~  dp  ~         d^F  ^ 

icv* 
8«0   8*0 


\dx  dp) 


dx^     8p2 

d^F 


<0 


— ^  0. 


oxdp  d^F   > 

Die  Hauptgleichung  61)  nimmt  nun  Herr  Duhem  auch  in  diesem 
Falle  als  ftlr  nicht  umkehrbare  Vorgänge  gültig  an.  Ebenso  müssen 
die  Gleichungen  69)  bis  76)  bestehen  bleiben.  Die  anderen  Beziehungen 
werden  dem  früheren  Fall  entsprechend  abgeändert. 

Die  Nichtumkehrbarkeit  bestehe  mit  Bezug  auf  die  Grösse  x,  so 
wäre  für  nicht  umkehrbare  Vorgänge  nach  43) 

83)      ÄX=g«a:  +  ^«*  +  ^«.+/(....^.Z)jö.  . 

Diese  Gleichung  kann  auch  in  eine  solche  des  thermodynamiBcben 
Potentials  Terwandelt  werden,  indem  wir  die  Gleichgewichtsbedingung 
nach  V  aufgelöst  denken.     Wir  haben  dann 

und  erhalten 

Also  zufolge  der  Gleichungen  unter  80) 

d^O  T^^O  r^sm 

85)      ÄX=-^d.  +  ^A_Ä*+^A^,,+,(,.,,^.X)IÄ.|. 

Die  Gleichung  entspricht  genau  der  für  F, 
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Isotherme  Vorgänge  ergeben 

86)  dX=^dx  +  ^^dp-\-g'(x,p,X)\8x\, 
und  falls  sie  auch  isopiestisch  sind 

87)  öX  =  -j^Öx  +  g"(x,X)\dx\, 

Für  die  isotherm isch-isopiestischen  Curyen  gilt  also  alles  für  den 
früheren  Fall  Angegebene. 

Geschieht  der  isothermische  Vorgang  ohne  Beeinflussung  der  Ver- 
änderlichen X  durch  eine  Kraft  X,  so  haben  wir 

Die  einzelnen  Glieder  können  also  nicht  alle  gleiches  Zeichen  haben. 
Bei  umkehrbaren  isothermischen  Vorgängen  ist 

und  ebenso  bei  nicht  umkehrbaren  nach  den  Gleichungen  unter  82). 
Herr  Duhem  erweitert  diese  Gleichung  auf  nicht  umkehrbare,  indem 
er  setst 

89)  -j^  +  g'^(x,p)>0, 

90)  -^^-g"{Ap)>0. 

Die  Function  g  ist  also  nicht  willkürlich,  sondern  für  Zustände  stabilen 
Gleichgewichts  entweder  positiv  oder  zwar  negativ,  aber  dann  absolut 

kleiner  als  Tr—r« 
cx^ 

Ferner  ist 


91) 


~ — ö — h  9')  ^^  -\-  '^ — T"  ^P  ^ür  aufsteigende  Isothermen, 

OX^  /  ÖX  öp 

0  =  1  -:^-— g')6x  +  - — TT-  äp  für  absteigende  Isothermen. 

\  cx^  /  ex  cp 

Ersetzen  wir  darin  p  durch  ^,  so  gelten  die  Gleichungen  für  auf- 
steigende bezw.  absteigende  Isopiesten.  In  beiden  Fällen  haben  wir  es 
mit  Curven  zu  thun  in  der  x,p -Ebene  bezw.  «,  -O"- Ebene.  Wird  die 
Grösse  x  durch  eine  Kraft  X  beeinflusst,  so  handelt  es  sich  um  iso- 
thermische  bezw.  isopiestiscbe  Flächen  mit  den  Coordinaten  x^  p,  X 
bezw.  X,  ^,  X.  Endlich  haben  wir  auch  isobarische  Flächen  mit  den 
Variabein  x,  p^  d".     Die  Gleichung 

92)  /  {x,  V,  »,  X)  =  0     oder     g  (x,  p,  d^,  X)  =  0 
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giebt  nicht  mehr  eine  natürliche  ZoBtandsfläche,  sondern  eine  unend- 
liche Zahl  solcher  Flächen,  und  Ewar  isothermisehe,  isopiestische  (oder 
isometrische)  und  isobarische. 

Bei  isobarisch-isopiestischen  Vorgängen  haben  wir 

93)  9  (x,  ^)  =  0, 

also  eine  natürliche  Zustandslinie  in  der  Ebene  o;,  %",  Jeder  umkehr- 
bare Vorgang  muss  auf  seinem  Wege  mit  dieser  Linie  zusammenfallen. 
Der  Vorgang  kann  in  sich  zurücklaufen,  wenn  diese  Linie  Schleifen 
bildet.  Die  Linie  theilt  die  Ebene  in  zwei  Gebiete,  deren  eines  positiven 
Werthen  Ton  g  entspricht,  während  das  andere  negative  hat.  Da,  wie 
früher,  geschlossen  werden  muss,  dass  in  einem  Ereisvorgang  g  minde- 
stens Bweimal  sein  Zeichen  zu  wechseln  hat,  so  muss  ein  nicht  umkehr- 
barer solcher  Vorgang  die  Linie  g  {x^%)  =  0  mindestens  zweimal 
schneiden.     Ist  der  Vorgang  nicht  auch  isobar,  so  wäre 

g  (x,  ^,  X)  =  0 

die  natürliche  Zustandsfläche,  und  es  träfen  wieder  alle  frühererr 
Schlüsse  zu. 

Die  Differentiation  dieser  Zustandsgieichung  ergiebt 

somit,  wenn  wir  den  Vorgang  auch  isothermisch  machen, 

dg_ 

cX  _  _    dx 

ex   ~  dg  ' 

dX 

daraus  folgt 

dg    dX  dg 

ex  cx^  d  X 

ö  X 
Ist  der  Vorgang  so  geartet,  dass  x  mit  X  wächst,  so  wird   -    -  >  0 

0  X 

sein.  HeiT  Duhem  macht  nun  offenbar  die  Annahme,  dass  die  Func- 
tion g  mit  X  wachsen  soll.     Alsdann  ist 

und  somit  muss  ^  ^  negativ  sein.  Nimmt  umgekehrt  x  mit  wachsen - 
dem  X  ab,  so  haben  wir  zugleich  :t^  <C0,  also  abermals  :r— -  negativ. 

OX  0  X 

Somit  sollen  allgemein  für  isothermisch  -  isopiestische  Vorgänge  die  Be- 
ziehungen gelten 


384  Zwölftel  Oapitel. 


94) 


—^  >  0  für  wachsende  jr,      ^-  <  0  für  fallende  z. 
ex  *    ex 


Sodann  haben  wir  für  isopiestisohe  Vorgänge ,  der  Gleichung  53s) 
nachgebildet : 

9o)  ^^  _,,,  =  _  ^  .__  __.^_  ._J L . 

dx^ 

Der  Nenner  ist  nach  89)  positiv,  27|d[jr|  ist  ebenfalls  positiv,  also 
hängt  das  Zeichen  von  Xi  —  Xq  von  dem  von  g  ab,  und  zwar  ist  es 
dem  dieser  Grösse  entgegengesetzt.  Im  Grunde  genommen  enthält  die 
obige  Gleichung  nichts  weiter  als  eine  Definition,  sie  setzt  fest,  wann 
die  Grösse  x  als  wachsend  anzusehen  ist,  oder  falls  dieses  feststeht, 
wann  g  negativ  oder  positiv  gerechnet  werden  soll. 

Pseudoreversible  Vorgänge  giebt  es  auch  bei  solchen  Vorgängen, 
die  ausser  von  der  Kraft  noch  von  drei  Variabein  abhängen.  Geometrisch 
zu  versinnlichen  sind  sie  wie  im  früheren  Falle,  wenn  mindestens  eine 
der  Variabein  als  solche  herausfällt. 

Die  weiteren  allgemeinen  Auseinandersetzungen  des  Urhebers 
dieser  Theorie  sind  ungemein  verwickelt.  Das  Wesentliche  ist  jedoch, 
wie  der  Leser  sieht,  auch  hier  die  Umwandlung  einer  Ungleichung  in 
eine  Gleichung,  denn  die  Gleichung  41)  gilt  für  umkehrbare  Vorgänge, 
für  nicht  umkehrbare  wird  sie  zur  Ungleichung  und  wird  erst  durch 
Hinzufügung  eines  neuen  Gliedes  für  solche  Vorgänge  zurecht  gemacht. 
Die  Theorie  gipfelt  in  dem  Gleichungssystem  43),  das  wohl  dauernden 
Werth  haben  wird.  Leider  geht  die  Anwendbarkeit  dieser  Theorie 
kaum  über  einige  qualitative  Ermittelungen  und  ist  noch  weiter  be- 
schränkt durch  die  zahlreichen  ausdrücklich  und  stillschweigend  ge- 
machten Hypothesen,  über  die  sich  zunächst  gar  nichts  sagen  lässt 
Die  eingeführten  Functionen  sind  eben  in  keinem  Falle  bekannt,  und 
die  behandelten  Beispiele  beziehen  sich  mehr  auf  eine  Anwendung  der 
Erfahrung  auf  die  Theorie  als  der  Theorie  auf  die  Erfahrung. 

Ich  führe  eines  dieser  Beispiele  an.  Es  handelt  sich  um  die 
Dehnung  und  S^rreissung  eines  gespannten  Drahtes. 

Lqj  qo  seien  Länge  und  Querschnitt  des  Drahtes  im  Anfangs- 
zustand, X,  q  im  Zustand  zu  einer  bestimmten  Zeit,  nachdem  der  Draht 
durch  ein  Gewicht  P  gespannt  war.  Da  die  Spannungsarbeit  PdX  ist, 
so  haben  wir  x  durch  L,  X  durch  P  zu  ersetzen.  Indem  wir  noch  die 
Dilatation  des  Drahtes  durch  1  bezeichnen,  die  Spannung  für  die  Flächen- 
einheit durch  (5,  also 
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setzen,  wird,  wenn  wir  als  Yariabele  nunmehr  l  wählen 

X  =  qo<iLo 

und  die  freie  Energie  wird  eine  Function  yon  7,  S,  ^  sein.  Die  Ab- 
hängigkeit von  q  wird  vernachlässigt.  Indem  wir  die  freie  Energie 
mit  $0-^0  multiplicirt  denken,  ergiebt  dieDuhem'sche  Theorie  nach  42) 

qoL,i6  =  q,Lo(~Sl  4-  i^a^)  +f'Q,q,LoiS,»)\Sl\. 

Es  wird  nnn  angenommen,  dass  das  Gesetz,  welches  den  Vorgang 
regelt,  von  Länge  nnd  Querschnitt  des  Drahtes  unabhängig  ist.  Als- 
dann muss 

/'  ih  Qo  Lo  6,  d)  =  go  io  /a,  ö,  ^) 
Bein,  somit 

Die  natürlichen  Zustände  sind  bestimmt  durch  die  Fläche 

Wir  nehmen  aber  an,  dass  der  Vorgang  isothermisch  bei  der  Tem- 
peratur 0*0  geschieht,  dann  ist 

und  die  Zastandslinie 

liegt  in  der  Z,  (5 -Ebene.  Da  im  Goordinatenursprung  2  =  tf  =  0  ist,  geht 
die  Zustandslinie  yon  diesem  Ursprünge  aus.  Die  l  seien  Ordinaten, 
die  6  Abscissen. 

Es  wird  nun  angenommen,  dass  die  Zustände  so  lange  stabil  sind, 
als  die  Dilatation  eine  gewisse  von  der  Temperatur  abhängige  Grösse 
nicht  überschreitet,  darüber  hinaus  sollen  sie  labil  werden.  Ist  also  / 
eine  positive  Grösse,  so  lassen  zufolge  53))  die  sehr  kleinen  unver- 
meidlichen Schwankungen  der  Temperatur  und  der  Spannung  die 
Dilatation  abnehmen  bis  zu  einem  bestimmten  Werthe.  Haben  wir 
umgekehrt  /  <[  0,  so  nimmt  die  Länge  des  Drahtes  und  die  Dilatation 
ständig  zu,  entweder  ebenfalls  bis  zu  einem  bestimmten  Grenzwerth, 
oder  über  alles  Maass  hinaus.  Herr  Duhem  glaubt  hierin  die  Er- 
scheinung der  elastischen  Nachwirkung  sehen  zu  sollen,  so  lange  es 
sich  um  Grenzwerthe  der  Dilatation  handelt.  Die  Beobachtungen  er- 
strecken sich  dann  auf  die  fortschreitende  Verlängerung  eines  Drahtes, 
den  man  dauernd  unter  massiger  Belastung  hält,  und  auf  die  fort- 
schreitende Verkürzung  eines  Drahtes,  der  nach  einer  massigen  Be- 
lastung entlastet  wird.     Temperatur  und  Spannung  des  Drahtes  sollen 

Waintteln,  Thermodynamik.    11.  25 
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nur  iüDerhalb  sehr  ODger  Grenzen  hin  und  her  schwanken.  Wenn 
kein  Grenzwerth  vorhanden  ist,  kann  die  Verlängerung  stetig  fort- 
schreiten.    Nun  haben  wir,  indem  d'  als  constant  angesehen  wird, 

{-Tz)   =  ö:t^s ^^  ^^^  aufsteigende  natürliche  Zustandslinie, 


81» 
1 


dl*     ^ 


fflr  die  absteigende  natürliche  Zustandslinie, 


somit 

Nach  89}  und  90)  ist  der  Nenner  positiv;  da  f&r  diesen  Fall  /  negativ 
sein  sollte,  so  wird 

Die  Spannung  6  nehme  um  eine  Grösse  a  zu  oder  ab  und  gehe  darauf 
wieder  auf  den  ursprünglichen  Werth  6q  zurück.  Dann  ist,  falls  a  einen 
kleinen  Betrag  hat, 

V  —  l  bedeutet  die  Zunahme  der  Dilatation  in  Folge  der  Spannungs- 
änderung. Geschieht  die  Schwankung  der  Spannung  in  der  Zeiteinheit 
n  Mal  hinter  einander,  so  ist  die  mittlere  Geschwindigkeit  u,  mit  der  die 
Dilatation  sich  zu  ändern  strebt, 


"="«[(I^X-(j^)_]- 


Also  indem  wir  /  auf  den  Spannungs werth  (5q  beziehen ,  um  welchen 
herum  die  Spannung  schwankt, 

/ 


u  =  —  2na 


m-f' 


Da 

du du  dl  du 

'dt~dTTt~'dT^ 

ist,  so  beschleunigt  sich  die  Deformation  eines  Drahtes,  dessen  Spannung 
um  eine  mittlere  Grösse  mit  mittlerer  Geschwindigkeit  schwankt,  wenn 

—  positiv  ist,  und  sie  verzögert  sich,  wenn  das  Gegentheil  stattfindet 
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Wir  haben  aber 

\dl*J   dl  -^   dl*  dl*  "^-^   dl 


^  =  -2„a 


[(liO-^T 


Der  Nenner  ist  positiv,  das  Zeichen  hängt  also  ab  von  dem  Zeichen 
des  Zählers. 

Ist  die  Aenderung  pseudoreversibel,  so  haben  wir  /  =  0  zu  setzen. 
Dann  bleibt 

df 

du  „  dl 


dl  ~  /d^FV 


/d^Fy 
\dl^) 


und  es  hat  —  entgegengesetztes  Zeichen  wie  j-j.    Da  letztere  Grösse 

positiv  oder  negativ  sein  kann,  vermag  die  Grösse  —  ebenfalls  positiv 

oder  negativ  zn  sein,  so  dass  die  Deformation  sich  beschleunigt  oder 
verzögert,  je  nachdem  die  Function  /  mit  wachsender  Dilatation  ab- 
nimmt oder  zunimmt. 

du 
Ferner  haben  wir  für  -^  =  0,  also  für  gleiohmässiges  Fort- 
schreiten der  Dilatation  in  pseudoreversiblem  Vorgange 

dl 

Das  wftrde  besagen,    dass  /  in  Bezug  auf  l  überhaupt   constant  ist, 

du 
was  bedeutungslos  ist.     Allgemein  aber  kann  -^y  =  0  sein,  entweder 

0 1 

wenn  a  oder  n  Null  ist,  was  eben  zur  Folge  hätte,  dass  die  Spannung 

überhaupt  nicht  schwanken  soll,  oder  wenn 

\9IV    dl        ^  dX^    dl^   '^  ^    dl 

ist.  Das  ist  eine  Gleichung  zwischen  den  Grössen  l  und  6^  und  stellt 
eine  Linie  in  der  Z,  <5o -Ebene  dar.  Die  Linie  trennt  zwei  Gebiete  von 
einander.  Ihr  selbst  gehören  Deformationen  an,  die  sich  in  Folge  von 
gleichmässigen  Schwankungen  der  Spannung  um  einen  Mittelwerth 
weder  beschleunigen,  noch  verzögern.  Von  den  beiden  Gebieten  be- 
trifft eines  Deformationen,  die  sich  in  Folge  solcher  Schwankungen  be- 
schleunigen, das  andere  solche,  die  sich  verzögern.     Da  die  Gleichung 

für  /  =  0,  -ry  =  0  identisch  erfüllt  ist,  so  geht  diese  Grenzlinie  durch 

25* 
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denJBD igen  Punkt  T,  <5o,  fQr  welchen  die  Dilatation  den  Grenz werth  hat, 
unterhalb  dessen  der  Zustand  stabil  sein  kann,  oberhalb  dessen  er 
labil  ist.  Die  Coordinaten  dieses  Punktes  sind  eben  die  aus  den 
Gleichungen 

f=0,      %  =  . 

zu  berechnenden,  und  die  Grenzlinie  schneidet  die  Zustandslinie  in 
diesem  Punkte. 

Ist  der  Vorgang  so  geartet,  dass  sein  Weg  die  Grenzlinie  schneidet, 
so  bringen  die  Spann ungssch wankungen  zuerst  verlangsamte  Defor- 
mation hervor,  dann  gleichmässig  sich  ändernde,  zuletzt  beschleunigte 
Deformation,  alles  in  Abhängigkeit  von  der  Spannung  (Tq,  um  welche 
die  Schwankungen  geschehen  sollen,  und  der  zugehörigen  Dilatation. 

Da  letztere  je  nach  der  Stelle  des  Drahtes  verschieden  ist,  so  wird 

auch   die   Geschwindigkeit  der  Deformation   in  Folge  Schwankungen 

längs  des  Drahtes  variiren.     Wie  sie  variirt,  hängt  nun  von  /und  F 

8  w 
ab.     Sind  /  und  die  freie  Energie  so  geartet,  dass  -3-=-  positiv  ist,  so 

nimmt  die  Geschwindigkeit  der  Deformation  längs  des  Drahtes  nach 
oben  hin  stetig  ab.  Findet  das  Umgekehrte  statt,  so  wächst  sie  nach 
oben  hin  stetig  an.  Nun  nimmt  mit  wachsender  Dilatation  zugleich 
der  Querschnitt  ab.  Giebt  es  also  im  Draht  eine  Stelle,  für  welche  die 
Dilatation  rascher  wächst  als  für  die  sie  umgebenden  Stellen  —  was 
von  der  Natur  der  Functionen  Y  und  /  abhängt  —  so  wird  an  dieser 
Stelle  die  Dilatation  am  raschesten  ansteigen,  der  Draht  wird  also 
daselbst  den  Querschnitt  rascher  verkleinern  als  an  anderen  Stellen 
und  eine  Einschnürung  erhalten,  die  gegebenen  Falls  das  Zerreissen  des 

Drahtes  herbeiführen   kann.     Das   wird  dort  geschehen,   wo   -^-r  ein 

ci 

absolutes  Maximum  hat,  während  es  zugleich  negativ  ist,  also  für 

In  ähnlicher  Weise  behandelt  Herr  Duhem  die  Umwandlung  des 
Schwefels  io  verschiedene  Modificationen,  die  Erscheinung  der  Härtung 
der  Metalle  u.  s.  f.  Auf  einiges  die  Legierung  der  Metalle  Betreffende 
kommen  wir  noch  zurück.  Alles  thut  nur  dar,  dass  man  in  die  Theorie 
das  hinein  interpretiren  kann,  was  die  Erfahrung  bietet.  Indessen  ist 
damit  doch  schon  etwas  gewonnen. 

Die  letzte  zu  erwähnende  Theorie  ist  von  verschiedenen  Forschern 
bearbeitet.  Eine  zusammenfassende  und  erweiterte  Darstellung  bat 
Herr  Ladislaus  Natanson  gegeben  ^).     Ich  trage  sie  um  so  lieber 


*)  Zeitschr.  f.  pbysik.  Chemie,  Bd.  21  (1896),  B.  193. 
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vor,  als  ich  selbst  schon  yor  mehr  als  15  Jahren  eine  ähnliche  Theorie 
entworfen  habe,  die  nur,  weil  ich  sie  nicht  anzuwenden  wusste,  bei 
Seite  gelegt  wurde.  Der  Grundgedanke  ist  der  nämliche,  der  Max- 
well bei  der  Ableitung  seiner  grossartigen  Theorie  der  elektromagne- 
tischen Erscheinungen  geleitet  hat,  nämlich  die  Benutzung  der 
Lagrange' sehen  Gleichungen  der  Mechanik,  die  auch  aus  dem 
Hamilton 'sehen  Princip  abgeleitet  werden  können,  indem  den 
Grössen,  die  daselbst  yertreten  sind,  umfassendere  Bedeutung  ver- 
liehen wird. 

Es  sei  der  Zustand  eines  Systems  bestimmt  durch  die  unabhän- 
gigen Variabein  Qi,  ^2»  •••!  ^n  und  deren  Differentialquotienten  nach 
der  Zeit,  die  wir  qi  qi,  . . .,  q'n  nennen.  Die  von  aussen  auf  das  System 
geleistete  Arbeit  bei  einer  virtuellen  Aenderung  der  Variabeln  ist 

96)  —  öW=2:Pidgi, 

woselbst  Pi  die  „Kraft^  ist,  welche  die  Aenderung  der  Variabeln  qi 
bewirkt. 

Die  Energie  U  soll  abhängen  sowohl  von  den  Variabeln  als  von 
ihren  Veränderungen  mit  der  Zeit,  wir  bezeichnen  sie  deshalb  mit  einem 
anderen  Buchstaben  T  und  setzen  hiernach 

Endlich  nennen  wir  die  vom  System  während  einer  Zeiteinheit  auf- 
genommene Wärme  Q. 

Nunmehr  ergiebt  das  Hamilton'sche  Princip  für  einen  Vorgang 
im  Zeitabschnitt  ti  —  (q,  an  dessen  Anfang  und  Ende  Variationen  nicht 
mehr  möglich  sind, 

& 
98)  ]   {dT—  £  Pidqi  —  Jd  Q)  dt  =  0. 

Wir  betrachten  zunächst  den  Fall  einfacher  Wärmeleitung.  Die 
Wärme  Q  kann  dann  in  ein  Element  des  Körpers  nur  durch  die  Ober- 
fläche eindringen;  nennen  -wir  dö  ein  Element  dieser  Oberfläche,  Q'  die 
eine  Einheit  derselben  treffende  Wärmemenge,  (Q\  n)  den  Winkel 
zwischen  der  Richtung  des  Wärmestromes  und  der  nach  innen  ge- 
zogenen Normale  an  dö,  so  ist 

990  Q  =  llQ'cos(Q\n)diS 

und  in  bekannter  Umwandlung 

falls  dv  ein  Raumelement  des  Körpers  bedeutet.  Ist  der  Körper,  wie 
wir  annehmen,  sehr  klein,  so  geht  das  über  in 
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Qxj  Qyy  Qm  sind  die  Componenten  der  W&rmemengen.  In  diesem  Falle 
also  haben  wir 

.0«,      |[,T-2i>.»«-<J  +  |f  +  ^)^F].,. 

Die  Grösse  T  ist  unbekannt;  man  weiss  nicht  von  vornherein,  wie  sie 
von  den  einzelnen  Variabein  abhängt.  In  Bezug  auf  eine  solche  Ya- 
riabele,  die  Temperatur,  vermögen  wir  aber  aus  dem  Vorgang  reiner 
Wärmeleitung  eine  Angabe  zu  machen.  Allem  nach,  was  wir  hierüber 
wissen,  hängt  nämlich  die  Wärmebewegung  nur  von  der  Temperatur- 
änderung ab,  nicht  von  der  Beschleunigung  oder  Verzögerung,  mit  der 
diese  Aenderung  vor  sich  geht.  Daraus  folgt  bei  Berücksichtigung  der 
Hamilton 'sehen  Gleichung,  dass  d  T  Yon  einer  Veränderung  von  9^ 
unabhängig  sein  muss.  Hiernach  ist  T  nur  noch  Function  von  ^,  nicht 
mehr  von  «d*'.  Wir  bezeichnen  jetzt  die  Variabein  ausser  #  mit  Jt, 
I21  •  •  •  und  ihre  Dififerentialquotienten  nach  der  Zeit  mit  |i,  I2  •  •  -  Dann 
ist  also 

10,)     »T  =  ||«»  +  2||«i,  +  2:||»r, 

woselbst  Ö  Q'  nur  von  den  Variationen  der  |  abhängen  kann.  Die 
Wärmeleitung  ist  ein  nicht  umkehrbarer  Vorgang,  wollen  wir  auf  die 
bekannten  Gleichungen  zurückkommen,  so  müssen  wir  für  nicht  um- 
kehrbare Vorgänge  Q^  =  0  ansetzen.  Also  die  Hypothesen,  die  wir 
bis  jetzt  gemacht  haben,  sind 

dT 

=  0  für  alle  Vorgänge, 


102) 


80-' 

80 

7^  =  0  für  nicht  umkehrbare  Vorgänge. 


Im  Falle  reiner  Wärmeleitung  soll  T  auch  nicht  von  den  |'  abhängen. 
Ferner  haben  wir  für  wirkliche  Vorgänge,  welche  in  der  Zeit  yariiren, 


,,  =  !?*,,   H.  =  p,». 


Die  Hamilton 'sehe  Gleichung  geht  also  über  in 

[ää^  77  +  -^  8i:  d7  -  -^ Vl7  +  87  "^  ^i      J 


Iß 
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ond  wir  bekommen,  wenn  «U  Yariabele  nur  die  Coordinaten  angesehen 
werden, 

^  d»  dt  '^  dx  dt  "^  dy  dt  "^  de  dt 

Nan  bedarf  es  f&r  diesen  Fall  noch  einer  Hypothese  über  die  Ab- 
häDgigkeit  der  Grössen  T  und  Qx,  Qi,  Qm  von  der  Temperatur.  Diese 
besteht  darin,  dass  man  setzt 

T  =  JiiCv^dV, 

io4)^«^  =  ^^8^+^^öi;+^^'«^  =  ^^8^+^»ä];  +  '»F/ 

^  dx  dy  de 

Alsdann  giebt  die  Gleichung  103)  sofort  die  Fourier'sche  Gleichung 
für  die  W&rmeleitung.  Von  allgemeiner  Bedeutung  sind  nur  die  Hypo- 
thesen unter  102);  die  anderen  sind  besondere  Hypothesen  für  den  be- 
sonderen Fall  einer  Wärm  ehe  wegung.  Erstere  behalten  wir  also  all- 
gemein bei. 

Wenn  wir  in  der  Hamilton' sehen  Gleichung  98)  dQ  ersetzen 
durch  2J  Bi8  qi^  indem  wir  mit  BiS  qi  diejenige  Wärmemenge  be- 
zeichnen ,  welche  bei  Aenderung  der  Variabeln  qt  um  8  q^  aufgenommen 
wird,  also 

106)  dQ  =  £Ri8qi 

setzen,  so  geht  diese  Gleichung  über  in 

106)  \[8T^  2:{Pi  +  JBi)öqi]dt  =  0, 

woraus  in  bekannter  Weise  die  Lagrange'schen  Gleichungen  folgen 

Diese  führen,  ebenfalls  in  bekannter  Weise,  zu  dem  Princip  der  Er- 
haltung der  Kraft,  indem  sie  ergeben 

108)  JSQ  =  ÖT—  i:PiSqi, 

der  erste  Hauptsatz  der  Thermodynamik.  Wir  theilen  nun  die  Energie  T 
in  zwei  Theile,  einer  ü^  soll  nur  von  den  Variabeln  abhängig  sein,  der 
andere  T^  auch  Ton  den  Veränderungen  dieser  Variabeln,  dann  ist 
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Wir  machen   jetzt   eine   weitere   Hypothese    über  die  Gesammt- 
energie  T,  n&ralich,  dass  T^  von  d"  nicht  abh&ngt,  setzen  also  anoh 

110)  — .  =  0  für  alle  Vorgänge, 

so  dass  ist 

Ferner  nennen  wir  den  Theil  der  Gesammtwärme,  welcher  einem  etwa 
umkehrbaren  Theil  des  Vorganges  angehört,  Q^  den  anderen,  zum 
nicht  umkehrbaren  Theile  gehörigen  Q';  die  entsprechenden  B  sollen 
B^  und  R'  heissen,  so  ist  also 

112)      dQ  =  dQ^  +  dQ'^SR^d^i  +  I^RiS^i  +  iJo«#, 

da  nach  der  zweiten  Hypothese  unter  102)  der  nicht  umkehrbare  Theil 
der  Wärme  von  der  Temperatur  nicht  abhängen  soll. 
Nunmehr  wird,  indem  man  setzt 

das  H am ilto nasche  Princip 

Da  die  Variation  der  Temperatur  von  allen  anderen  Variationen  unab- 
hängig ist,  musB  schon  sein 

und  dann  bleibt 

In  umkehrbaren  Vorgängen  sind  die  12'  =  0,  femer  kommen  die 
Differentialquotienten  der  Variabein  nicht  in  Betracht,  sobald  solche 
Vorgänge  lediglich  als  solche  beobachtet  werden,  die  von  Gleichgewicht 
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SU  Gleichgewicht  führen  (S.  372).  Es  kommt  also  überhaupt  die  ganze 
Grösse  T  nicht  in  Betracht,  da  der  von  den  Yariabeln  allein  abhängige 
Theil  als  in  F*  mit  eingeschlossen  angesehen  werden  kann,  ü^  ist  dann 
die  ganze  innere  Energie  und  gleich  ü.     Somit  hätten  wir 

"')  '|(S-|f+«)'6  =  o 

und,  weil  alle  Yariabeln  unabhängig  seia  sollen, 

dF* 
118)  ^'=It- 

Setzt  man  jetzt 

119)  ^'  =  ^w  ^=''lTr 

wo  also  S  eine  neue  Function  bedeutet,  so  hat  man  nach  115),  indem 
U^  jetzt  mit  U  bezeichnet  wird, 

und  nach  113) 
somit  nach  118) 

Die  Gleichungen  120)  nnd  122)  sind  die  bekannten  Grundformeln  der 
Thermodynamik  für  umkehrbare  Vorgänge,  in  denen  S  die  Entropie, 
F  die  freie  Energie  bedeutet.  Man  darf  aber  nicht  ausser  Acht  lassen, 
dass  in  F'olge  der  Gleichsetzung  von  dQo  mit  ^dS  das  zweite  Princip 
der  Thermodynamik  schon  eingeführt  ist.  Also  ohne  dieses  Princip 
sind  die  Gleichungen  120)  und  122)  nicht  abgeleitet  und  auch  auf 
diesem  Wege  nicht  ableitbar.     (Yergl.  Bd.  I,  Abschn.  12.) 

Die    Hauptgleichungen,   welche  diese  Theorie   eigentlich  ergiebt, 
sind  die  115)  und  118),  also 


123) 
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Dass  eine  Function  S  existirt,  als  deren  Differentialqnotienten  nach  den 

ßo  JDf 

betreffenden  Yariabeln  sich  die  Grössen  -^  und  -r-  darstellen  lassen, 

u  9 

ist  rein  hypothetisch  und  bedeutet  eben  den  sweiten  Hauptsatz  der 
mechanischen  Wärmelehre  für  umkehrbare  Vorgänge. 

Von  nicht  umkehrbaren  Vorgängen  haben  wir  den  der  Wärme- 
leitung schon  betrachtet  und  zur  Ermittelung  der  Abhängigkeit  der 
Energie  T  von  d^  benutzt.  Den  Vorgang  der  Reibung  zu  untersuchen, 
ist  nicht  mehr  nöthig;  das  ist  bereits  in  der  Darlegung  der  Theorieen 
Ton  Kirch  hoff  und  Maxwell  geschehen  (Bd  I,  7.  Cap.,  dieser 
Band,  Abschn.  60  und  67).  Die  Kirchh  off  sehe  Theorie  insbesondere 
hat  ja  unmittelbar  die  Gleichungen  der  Mechanik  und  Thermodynamik 
zur  Grundlage.  Wir  nehmen  den  Vorgang  der  Diffusion,  bei  diesem 
bewegen  sich  zwei  oder  mehr  Substanzen  in  einander.  Wir  nehmen 
der  Einfachheit  halber  nur  zwei  Substanzen  an.  Für  beide  zu- 
sammen wird  gesetzt 


](dTi 


124)    ](dTi  +  ÖTS  +  »U^-hdüi  —  UPd^i  —  JdQ')  =  0. 

Von  der  Reibung  bei  der  Diffusion  sieht  Herr  Natanson  ab.  Die  T^ 
setzt  er  an  als  die  lebendigen  Kräfte  der  Bewegung  der  Theilchen, 
die  U  als  die  Arbeiten  bei  der  Ausdehnung  der  einzelnen  Substanz- 
elemente in  Folge  der  Bewegung,  die  P  als  die  äusseren,  und  Druck- 
kräfte, welche  auf  die  Elemente  wirken.  Sind  also  (2 Fi,  dV^  Raum- 
elemente  der  einen  und  der  anderen  Substanz,  fii,  fi^  die  entsprechenden 
Dichten;  pj,  p^  ^li©  Drucke;  X^,  Fj,  Zi;  Xj,  Fj,  Zj  die  Componenten 
der  äusseren  Kräfte;  dö^,  dö^  Fiächenelemente,  Ui,  v^,  Wi,  Ug;  v^,  fo^  die 
Geschwindigkeitscomponenten,  so  wird  hiernach  angenommen 


125) 


126) 


ST?  =  I jjl^d^i  K  +  ^^  +  «;»), 
ST,'  =  I  jjjf^st^F,  W  +  V,'  +  <). 

127)  '^Pidii  =  J*jjfi,dF,  (X,  dxr  +  YrSyi  -f  Z,de,) 

—  ])P\dai  [cos(ni,x)Sxi  -f  cos(»i,y)*y,  +  «>«(♦»,,«)**] 

—  jjpjdö,  [cos(tii,x)8x,  +  co8(nt,y)dfft  -|-  co8(ni,e)Se]. 
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Wenn  die  beiden  Elemente  dVi,  dV^  sich  in  einem  Moment  an 
einer  und  derselben  Stelle  befinden,  so  gehen  sie  im  n&chsten  Moment 
aus  einander.  Es  wird  nun  angenommen,  dass  dabei  W&rme  entsteht 
oder  yerbrancht  wird,  welche  von  der  Geschwindigkeit  des  Auseinander- 
gehens abhängt.  Die  als  Aeqniyalent  der  Energieändemng  also  auf- 
tretende Wärmeanderang  wächst  dann  proportional  der  lebendigen 
Kraft,  der  relativen  Bewegung  der  beiden  Substanzen,  so  dass  wir 
zunächst  hätten 

128)  ö(y  =  +  IJlliilhÄdViiu^  -  u,){dx,  -  dx,) 

A  entspricht  dem  Diffnsionsquotienten ,  dV  kann  eines  der  beiden 
Raumelemente  bedeuten.     Man  hat  nun  durch  partielle  Integration 

düf  =  —  ^^Pidöi  [cos(n^,x)dxi  +  cos(«i,y)dyi  -f  C08(ni,e)dßi] 

+ 111-.  af;*-+l^». +!!:»'.)■ 

and  ähnlich  S  ü^.  Die  Flächen  integrale  heben  sich  gegen  die  in  den 
Ausdrucken  für  £  Fid  ^i  auf.     Femer  hat  man  beispielsweise 

und 

Das  Hamilton' sehe  Princip  gilt  aber  unter  der  Festsetzung,  dass  alle 
Variationen  im  Beginn  und  am  Ende  des  Vorganges  Null  sind,  also  fallt 
rechts  das  erste  Glied  fort     So  erhalten  wir 

und  ähnlich  das  Integral  von  d  Tg .     Alles  zusammen  wird 
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129) 


o=p.j 
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+ 
+ 
+ 

+ 


^'  dt    ^  dxi 


—  f*i 


~dt 


dwi       dpi^ 
^^   dt  "^  dzi 


11^  Z^  —Aii^^iWi  —  Wi] 


^2  ^  +  ^  — ^a  Xa  +  ilfti  ^2  (wj 


TT 


U,)Uj2 
—  H-jf-\-    gy-  — f*2^2  +  ^  f*l  Ma  («^2  —  «'l)J  Ö  ^2 


somit,  weil  die  Variationen  der  Xi^ofa,  ...  unabhängig  von  einander  sind, 


130) 


d«!         dpx 


i'i-Tr- 


f*2 


^^  gy  H-  f*i  Äi  +  ^jiii fia («2  —  «i)  =  0, 


dt 


—  ■^  +  ihSi  —  Äiiifi^ia^  —  «i)  =  0. 


Das  sind  die  uns  bekannten  Gleichungen  der  Diffosion.  Was  die  An- 
nahmen anbetrifft,  die  zu  ihnen  geführt  haben,  so  ist  nur  die  fär 
^ ^{S  ^i  nicht  strittig,  alle  anderen  jedoch  müssen  als  problematisch 
bezeichnet  werden.  Warum  soll  die  Aenderung  der  inneren  £nergie 
nur  den  inneren  Volumenänderungen  gleich  sein?  Wir  müssen  also 
mindestens  Aenderungen  der  Temperatur  ausschliessen.  Ferner  ist  es 
zweifelhaft,  ob  nicht  ausser  den  Energieen  Ti,  T<|  mindestens  noch  eine 
Ti2  berücksichtigt  werden  muss,  welche  von  den  Producten  beider  Ge- 
schwindigkeiten abhängt.  Endlich  kann  die  Festsetzung  des  Werthes 
für  ö  Q'  nur  allenfalls  als  plausibel  bezeichnet  werden.  Der  Uaupt- 
werth  der  Theorie  wird  deshalb  in  der  Deutung  dieser  Festsetzung 
liegen.  Zur  Stütze  derselben  macht  Herr  Natanson  noch  folgende 
allgemeine  Bemerkung.     Wir  setzen 


*«'  =  '^^'- 


und  haben,  wenn 
131) 

gemacht  wird, 
132) 


dQ' 
dt 


=   -  2^ 


ÖÖ'  =  —  2J8L 
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/l  Dennt  er  mit  Lord  Rayleigh  die  Dissipationsfanction.  Beträgt 
diese  Function  für  die  Masseneinheit  z/',  so  gilt  für  die  Masse  M 

133)  z/=  ff  fftdF^'. 

Irreversible  Vorgänge  sind  nun  wesentlich  natürliche  Vorgänge.  Wie 
am  Beispiel  der  Wänneleitung  und  der  Diffusion  klar  wird,  zielen  sie 
auf  Ausgleichung  vorhandener  Ungleichheiten  und  führen  zuletzt  zu 
stabilem  Gleichgewicht.  Es  verzehrt  sich  also  auch  die  den  Vorgängen 
äquivalente  Wärmeaufnahme  oder  -ausgäbe.  Die  Geschwindigkeit, 
mit  der  dieses  geschieht,  hängt  von  der  Aenderung  der  Dissipations- 

function,  also  von  -jr-,  ab.    Für  diese  Aenderung  nimmt  der  genannte 

Forscher  drei  Momente  an,  die  den  von  Maxwell  (Bd.  I,  S.  277  ff.) 
in  seiner  Gastheorie  allgemein  für  Aenderung  in  Gasen  festgesetzten 
nachgebildet  sind,  nämlich  Aenderung,  welche  die  unmittelbare  Be- 
rührung mit  der  Aussenwelt  hervorbringt,  Aenderung  durch  äussere 
Femkräfbe»  Aenderung  durch  innere  Vorgänge.  Wir  haben  dann  ganz 
60  wie  in  der  Max  well 'sehen  Gastheorie,  indem  wir  alles  auf  Mittel- 
werthe  durch  den  ganzen  Körper  beziehen,  und  u,  v^  w  die  Com- 
ponenten  der  Massenbewegung,  £,  ij,  ^  die  der  Molekularbewegnng 
nennen  (Bd.  I,  8.  278,  Gleichung  lO 

134)    ^£^=_(iMZ)  +  »J'iiZ)  +  »jq^^)y 

^    dt  \     dx  dy  dz      J 

\      cu  cv  dwj 


^"-^^'Ifyy 


also 

135) 

dj         ccc/d 

^Vie  in  der  Max  well' sehen  Gastheorie  bereitet  das  dritte  Glied  die 
eigentlichen  Schwierigkeiten.  Es  wird  über  dasselbe  eine  Hypothese 
gemacht,  mit  der  die  von  mir  im  ersten  Bande,  Seite  291  dieses  Werkes, 
im  Wesen  übereinstimmt.     Nämlich  es  wird  gesetzt 
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Dass  eine  solche  Hypothese  selbst  in  der  Theorie  der  Gase  nicht  immer 
ausreicht  und  nicht  immer  ausreichen  kann,  ist  ebenda,  Seite  292,  be- 
merkt (yergl.  Gleichungen  91).  Die  Grösse  %  ist  die  „RelaxationB- 
dauer**.  Demnach  ginge  die  innere  Yeränderong  des  Wärmevorganges 
proportional  diesem  Wärmeyorgange  selbst  yor  sich  und  umgekehrt 
proportional  einer  yon  der  Beschaffenheit  der  Körper  abhängigen 
Periode. 

Wenden  wir  uns  wieder  zum  Fall  der  Diffusion.  Hier  yerzehrt 
sich  offenbar  der  Vorgang,  wenn  die  Geschwindigkeiten  ausgeglichen 
sind.     Daher  setzt  man 

137)    ^  =  -i  \\^^A tHIhä r[(ut  -  «,)»  +  (»,  -  »,)»  +  («'.  -  »i)*] 

(wie  schon  früher  bemerkt). 

Wir  haben  nun  nach  der  Max  well' sehen  Theorie  der  Diffusion 
(S.  345,  Gleichungen  14)  im  ersten  Bande) 


138) 


also 


Dui  _ 


Dt 


=  b**a(«9  —  Wi), 


-J^  =  6fii(ui  —  t«,), 


_^  =  bftaCva  —   »i), 


Dt 


b/ia(w2  —  «'i). 


Dv^ 
Dt 

Dwj 
Dt 


f  DJUj  —  Ui)    _ 


139) 


Dt 


=  — b(ttj  —  i*i)Ö*i+  f*i). 


und  es  geht  die  Gleichung  für  ^  über  in 


+   {^2  —  Vi) 

somit  muss  sein 
141) 


I>(Vfi  —Vi)   .    , .D(w^ 


Dt 


(^1  +  ^2)6 


damit =  -—-—  wird. 

t  Dt 


Dass  jd  so  genommen  werden  muss,  wie  es  genommen  ist,  wird 
in  folgender  Weise   erhärtet.      Da  durch   die  inneren  Vorgänge  die 
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lebendige  Kraft  der  ganzen  Bewegung  nicht  beeinflnsst  wird,  haben  wir 

142)  ]  §^  [l\\^y[fi(»!  +  «.*  +  «!*)  +  <*»K  +  *>»  + «'»') 
+  M.(i?  +  ^  +  ??)  +  ^(1?  +  ^  +  g?)])  =  0. 

Darf  man  nun  die  Aenderungen  D  wie  gewöhnliche  Differentiale 
behandeln,  so  ist  Du^  =  2iiiDui,  somit  nach  den  Gleichungen  138) 

\  Fi  (jjj''^h^"'  +  "'  +  ""^  +  '^^''»  +  "'  +  "'«'^]1 
=  lljbft,^  [(«,  -  «,)*  +  (««  -  »1)*  +  K  -  «»i)»]  dv. 

Also  auch 

Früheren  Annahmen  aus  der  kinetischen  Theorie  der  Körper  zufolge 
ist  aber  das  dreifache  Integral  in  der  ersten  Zeile  dem  W&rmeinhalt 
der  beiden  in  einander  diffundirenden  Substanzen  proportional,  das 
dreifache  Integral  in  der  zweiten  Zeile  ist  proportional  z/,  somit  dient 
diese  Function  in  der  That,  die  Aenderungen  dieses  Wärmeinhaltes  bei 
Diffusionsyorg&ngen  zu  ermitteln. 

Diese  Theorie  ist  sehr  elegant  und  sehr  aUgemein,  denn  sie  umfasst 
nicht  bloss  die  Statik,  sondern  auch  die  Dynamik  der  Wärmevorgänge. 
Aber  ihre  Anwendung  ist  ebenso  yoll  unsicherer  Voraussetzungen, 
wie  die  der  anderen  Theorieen.  Das  kann  auch  gar  nicht  anders  sein, 
da  uns  der  Mechanismus  der  Vorgänge  in  der  Natur  noch  gänzlich 
▼erhüllt  ist.  Zu  Erfolgen  gelangen  wir  einstweilen  nur,  wo  ein  Ein- 
blick in  diesen  Mechanismus  entbehrt  werden  kann,  wie  bei  den 
umkehrbaren  Vorgängen,  wo  zwei  Hypothesen  genügen,  uns  der  Noth- 
wendigkeit  dieses  Einblickes  zu  entheben.  Bei  den  nicht  umkehrbaren 
scheint  es  ii^r  jeden  Vorgang  noch  besonderer  Hypothesen  zu  bedürfen. 
Nach  meinem  Dafürhalten  wird  der  Weg  über  dem  Hamilton' sehen 
Princip,  besser  über  dem  der  kleinsten  Wirkung,  wohl  der  gangbarste 
sein,  solche  Hypothesen  einzuführen  und  in  die  Eigenart  der  nicht  um- 
kehrbaren Vorgänge  einzudringen.  Es  mangelt  übrigens  auch  an 
einem  ausreichenden  experimentellen  Studium  dieser  Vorgänge.  Scheint 
es  doch  sogar  zweifelhaft,  ob  nicht  die  Diffusion  ein  umkehrbarer  Vor- 
gang ist. 
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72.    Thermodynamisohe  Kinetik. 

Die  thermodynamische  Kinetik  als  Lehre  von  den  Vorgängen 
bei  Yer&ndemngen  der  Körper  zerfällt  in  zwei  Theile.  Der  erste  be- 
trifft die  Yerändernngen  selbst,  und  hat  seine  Erledigung  in  den 
früheren  Abschnitten  schon  gefunden,  denn  im  Wesentlichen  handelt 
es  sich  um  nichts  anderes  und  kann  es  sich  um  nichts  anderes  handeln, 
als  um  die  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht,  das  heisst  für  bestimmte 
Zustände,  in  denen  sich  die  Producte  der  Veränderungen  erbalten 
können.  Der  zweite  Theil  beschäftigt  sich  mit  dem  Gange  der  Ver- 
änderungen, und  mit  diesem  Theile  haben  wir  es  nun  zu  thun.  Hier 
tritt  als  neue  Grösse  die  Zeit  ein,  wodurch  wir  die  Geschwindigkeit 
der  Veränderungen  ermitteln. 

Von  vornherein  ist  klar,  dass  die  Thermodynamik  allein  nicht 
ausreichen  kauD,  die  Gesetze,  welche  diese  Geschwindigkeit  regeln,  zu 
begründen,  denn  die  Geschwindigkeit  muss,  ausser  von  den  Wärme- 
Yorgängen,  yon  der  Natur  der  Körper,  welche  bei  den  Veränderungen 
betheiligt  sind,  abhäugen,  ferner  von  den  Kräften,  welche  die  ver- 
schiedenen Körper  in  ihren  Berührungsstellen  auf  einander  ausüben, 
sodann  von  den  äusseren  auf  sie  einwirkenden  Kräften  u.  s.  f. 

Für  manche  thermodynamische  Vorgänge  hat  sich  ein  Ausdruck 
finden  lassen,  der  die  Kenntniss  aller  vorbezeichneten  Umstände  und 
Einzelheiten  entbehrlich  macht.  Der  Ausdruck  gipfelt  in  der  Ein* 
führung  gewisser  Grössen  und  Hypothesen,  die  physikalisch  vorzustellen 
meist  recht  schwer  ist.  Dahia  gehört  der  Vorgang  der  Wärme- 
beweguDg  selbst  und  der  Wärmeabgabe  bezw.  Wärmeaufnahme. 
Jener  führt  zum  Begriff  der  „Leitungsfähigkeit"  der  Substanzen,  und 
es  ist  schon  bei  Gasen  nicht  leicht,  den  Mechanismus  dieser  Leitungs- 
fahigkeit  aufzufassen.  Sie  nimmt  denn  auch  eine  besondere  Ansicht 
von  der  Wärme  zu  Hülfe,  indem  sie  dieses  Agens  —  in  der  alten 
Theorie  —  wie  eine  schwerelose  alles  durchdringende  Flüssigkeit  be- 
trachtet, deren  Bewegung,  soweit  jene  Leitungsfähigkeit  in  Frage 
kommt,  nur  von  der  Substanz  abhängig  ist,  oder  —  in  der  neuen 
Theorie  —  als  die  lebendige  Kraft  der  Molekularschwingungen  der 
Substanzen  ansieht,  worin  der  Zusammenhang  mit  den  Substanzen 
gleichwohl  nur  ein  loser  ist.  Aus  beiden  Ansichten  ergiebt  sich  dann 
eine  Gleichung,  die  Fourier'sche,  welche  die  Geschwindigkeit  der 
Wärmebewegung,  gemessen  durch  die  Geschwindigkeit  der  Temperatur- 
änderung, in  jedem  genau  definirten  Falle  zu  berechnen  gestattet. 
Aehnlich  verhält  es  sich  mit  der  Bewegung  der  Wärme  nach  aussen 
und  innen;  Newton^s  sogenanntes  Abkühlungsgesetz  erlaubt  es,  jeder 
näheren  Vorstellung  von  diesem  Vorgange  sich  zu  entschlagen.  In 
dieser  Weise  wird  aber  meist  in  den  Naturwissenschaften  gearbeitet. 
Ueber  die  Bewegung  der  Wärme  ist  schon  bei  mehreren  Gelegenheiten 
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gehandelt  (Bd.  I,  S.  257,  Bd.  II,  S.  73  und  276).  Nun  weitere  Fragen 
auf  dem  Gebiete  physik  alischer  und  chemischer  Vorgänge.  Wie  rasch  z.  B. 
gefrieren  Körper?  Es  liegt  eine  grosse  Zahl  von  Untersuchungen  hier- 
über vor.  Thnt  man  eine  Flüssigkeit  in  ein  Rohr  und  stellt  dieses  in 
ein  Bad,  in  dem  die  Flüssigkeit  sich  unterkühlt,  so  beginnt  sie  zu  ge- 
frieren; im  Allgemeinen  schreitet  das  Gefrieren  nach  oben  fort.  Die 
Geschwindigkeit,  mit  der  dieses  geschieht,  fand  Gernez  ^)  proportional 
der  Unterkühlung,  also,  da  der  schon  erstarrte  Theil  an  der  Berüh- 
rungsfläche die  normale  Gefriertemperatur  hat,  proportional  der  Tem- 
peraturdifferenz zwischen  dem  noch  flüssigen  Theile  und  dem  schon 
starren  Theüe  an  der  Grenzfläche  zwischen  beiden.  Nennen  wir  die 
normale  Gefriertemperatur  ^o«  dio  Temperatur  der  Flüssigkeit  an  der 
Grenzfläche  0",  so  wäre  also  nach  Gernez 

1)  ^=C(fro-*). 

ein  Gesetz  ähnlich  dem  Abkühlungsgesetze  Newton's. 

Später  fand  sich  aus  Untersuchungen  J.  Friedländer^s*),  Tam- 
mann's^)  und  Anderer,  dass  die  Geschwindigkeit  unterhalb  einer 
gewissen  Unterkühlung  überhaupt  constant  ist,  und  erst  von  dieser 
Grenze  ab  nahezu  proportional  der  Unterkühlung  wächst.  Das  erstere 
ist  noch  dahin  zu  berichtigen,  dass  diese  Constanz  höchstens  so  lange 
bestehen  bliebe,  als  die  beim  Gefrieren  frei  werdende  latente  Wärme  aus- 
reicht, die  Temperatur  der  Flüssigkeit  zur  normalen  Gefriertemperatur  zu 
heben.  Ist  das  nicht  mehr  der  Fall,  so  muss  die  Geschwindigkeit  ab- 
nehmen und  zuletzt  Null  werden.  Indessen  ist  über  die  Grenze  der 
Unterkühlungsmöglichkeit  überhaupt  das  Seite  190  Gesagte  zu  be- 
achten. Es  bestände  hiernach  die  Geschwindigkeitsourve  des  Gefrierens 
aus  drei  Theilen,  einem  aufsteigenden  Theil  vom  Beginn  der  Unter- 
kühlung bis  zu  einem  bestimmten  Betrage  der  Unterkühlung,  einem 
horizontal  verlaufenden  r  von  diesem  Betrage  der  Unterkühlung  bis  zu 
einem  noch  grösseren  Betrage,  bei  dem  die  frei  werdende  latente 
Wärme  eben  noch  ausreicht,  Erwärmung  der  Flüssigkeit  zur  normalen 
Gefriertemperatur  zu  veranlassen,  und  einem  abfallenden  für  noch 
grössere  Unterkühlungen.  Im  Durchschnitt  betrug  der  erste  Grenz- 
werth  der  Unterkühlung  für  mehrere  Substanzen  etwa  15  bis  20^0. 
Folgende  Zusammenstellung  soll  für  die  beiden  ersten  Theile  der  Gurve 
den  Gang  der  Geschwindigkeit  beim  Gefrieren  von  Benzophenon  und 
Azobenzol  darstellen: 


*)  Gompt.  rend.,  Bd.  95,  8.  1278. 

«)  ZeitBchr.  f.  physik.  Chemie,  Bd.  23,  8.  326  flf.;  Bd.  24,  8.  152  ff. 
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Benzophenon 

Azobenzol 

UnterkähluDg 

Entarrungs- 

Unterkühlung 

Erstarrungs- 

*C. 

geschwindigkeit 

BBC 

•c. 

TOin 

geiohwindigkeit 

sec 

3,7 

1.2 

6,0 

187 

8.4 

12.3 

10,8 

330 

13,4 

34,7 

16,3 

525 

17,8 

50,0 

20,5 

542 

22,7 

55,5 

25,5 

580 

28,0 

54,9 
55.0 
54,3 
55,0 

30,8 

600 

32,6 
37,2 
47,1 

6,2 
11,0 
16,7 

183 
323 
525 

18,2 

50,7 

20.6 

560 

22,7 

55,4 

25,5 

525 

28,7 

55,4 

29,9 

560 

31,7 

54,5 

37,7 

53,7 

48,2 

53,7 

In  beiden  F&llen  beginnt  die  Gon stanz  bei  etwa  20®.  Zugleich  ist 
die  Max imalgesch windigkeit  erheblich,  bei  Azobenzol  sogar  sehr  gross. 
Das  uns  schon  bekannte  Salol  zeigte  dagegen  eine  sehr  geringe  Er- 
starrungsgeschwindigkeit, die  im  Höchstbetrage  nur  etwa  4,0  gab. 
Aehnlich  Guajacol.  Ueberhaupt  beträgt  die  maximale  Erstarrungsge- 
schwindigkeit bei 

Phosphor 6000  — 

sec 

Azobenzol 570.  „ 

Uydrozimmtsäure 280  » 

Dipbenylamin 112  „ 

Benzophenon 55  , 

Guajacol 6  „ 

Salol 4  „ 

Betol 1  „ 

Die  Tabelle  zeigt,  wie  ausserordentlich  yerschieden  die  Erstarrungs- 
geschwindigkeit  für  verschiedene  Substanzen  ist.  Bogojawlensky  ^) 
hat  noch  eine  sehr  grosse  Zahl  anderer  Sto£fe  untersucht.  Das  Er- 
gebnißs  stimmt  im  Wesentlichen  mit  dem  eben  angegebenen.  Ausser- 
dem zeigte  sich,  wie  nicht  anders  zu  erwarten,  dass  Beimengungen 
sehr  grossen  Einfluss  auf  die  Erstarrungsgeschwindigkeit  hatten,  indem 
sie   sie   meist  herabsetzten.     Der  Einfluss   nahm   ab   mit  wachsender 


*)  Zeitschr.  f.  phya.  Chemie,  Bd.  27,  S.  585  ff. 
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Unterkühlung,  was  dadurch  erklärt  wird,  dass  bei  starker  Unter- 
kühlung die  ErstaruDg  so  rasch  vor  sich  geht,  dass  die  Beimengungen 
sich  Yon  dem  Hauptstoff  nicht  mehr  trennen  können,  so  dass  that- 
sächlich  Gemenge  erstarren.  Bei  geringerer  Unterkühlung  ist  Zeit  für 
die  Scheidung  der  Beimengungen  vorhanden.  Weil  diese  Scheidung 
mit  wachsender  Unterkühlung  abnehmen  muss«  scheint  es,  als  ob  das 
anfängliche  Anwachsen  der  Geschwindigkeit  diesem  Umstände  zuzu- 
schreiben sei,  so  dass  bei  ganz  reinen  Substanzen  die  Erstarrungs- 
gesch windigkeit  sofort  den  Höchstbetrag  erreichen  und  überhaupt  nicht 
von  dem  Grade  der  Unterkühlung  abhängen  würde.  Dementsprechend 
fand  auch  Herr  Bogojawlensky,  dass  die  Unterkühlungstemperatur 
fär  die  Maximalgeschwindigkeit  um  so  tiefer  lag,  je  mehr  Beimengungen 
die  betreffende  Substanz  enthielt,  was  allgemein  naturgemäss  nur  bis 
zu  einem  Grenzbetrage  der  Beimengungen  gelten  kann. 

Herr  Tammann  hat  die  Frage,  warum  die  Erstarrungsge- 
schwindigkeit anfangs  mit  wachsender  Unterkühlung  wächst,  einer  be- 
sonderen Untersuchung  unterzogen  ^). 

Er  nimmt  an,  dass  die  Ursache  nicht  allein  in  den  Beimengungen 
und  der  Lagerung  der  erstarrten  Theile  zu  suchen  sei,  sondern  vornehm- 
lich in  der  Langsamkeit  der  Wärmeableitung  an  der  Grenze  zwischen 
dem  erstarrten  Theile  und  dem  noch  flüssigen.  Trifft  das  zu,  „so 
müsste  die  Differenz  zwischen  dem  Schmelzpunkt  und  derjenigen  Tem- 
peratur, bei  der  die  Erstarrungstemperatur  unabhängig  von  der  Tem- 
peratur wird,  proportional  sein  der  Schmelzwärme  pro  Volumeneinheit, 
dem  Werth  der  maximalen  Erstarrungsgeschwindigkeit  und  umgekehrt 
proportional  dem  Wärmeleitungsvermögen''.  Dieses  lässt  sich  nicht 
prüfen,  wohl  aber  eine  andere  Folgerung  jener  Annahme,  nämlich,  dass 
die  Erstarrungsgeschwindigkeit  im  betrachteten  Gebiete  anwachsen 
muss,  wenn  für  rasche  Wärmeabfuhr  von  dem  erstarrten  Theile  nach 
dem  flüssigen  gesorgt  wird.  Herr  Tammann  hat  dieses  dadurch 
zu  bewirken  gesucht,  dass  er  die  Flüssigkeit  zwischen  einem  Glasrohr 
und  einem  Metallrohr  erstarren  Hess.  Das  Metallrohr  bewirkte  die 
stärkere  Wärmeabfuhr.  Die  Yergleichung  mit  der  Erstarrungsge- 
schwindigkeit in  einem  Glasrohr  allein  ergab  in  der  That,  dass  durch 
EinfQhrung  des  Metallrohrs  eine  Yergrösserung  der  Geschwindigkeiten 
erzielt  war.  Hieraus  schliesst  der  Genannte,  dass  man  einen  noch 
grösseren  Einfluss  erlangen  würde,  wenn  es  möglich  wäre  —  was  nicht 
der  Fall  ist  — ,  die  innere  Wärmeabfuhr  zu  steigern. 

Zu  anderen  Ergebnissen  ist  Herr  Meyer  Wildermann")  ge- 
kommen, sofern  ich  seine  Auseinandersetzungen  richtig  deute.  Wasser, 
in  einem  U-formigen  Rohre  enthalten,  wurde  in  ein  Bad  gethan,  depsen 
Temperatur,    d's^    tiefer   war    als    die    normale  Gefriertemperatur  ^o 


M  Zeitflchr.  f.  physlk.  Chemie,  Bd.  29,  S.  51  if. 
*)  Daselbst,  Bd.  30,  8.  341  u.  a.  a.  O. 
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der  Flassigkeit.  Die  Unterkühlang  beträgt  d's  —  ^q.  Ist  ^'  die 
Temperatur,  welche  die  Flüssigkeit  unmittelbar  im  Gefrieren  aufweist, 
so  war  d'B  —  ^  bis  zu  40  und  mehr  Procent  yerschieden  von  der 
Unterkühlungstemperatur  ^b  —  '^o*  Diese  Grösse  hängt  natürlich  ab 
von  der  Temperatur  des  Bades,  der  der  Flüssigkeit,  von  der  Weite  des 
U-Rohres,  der  Leitungsfähigkeit  zwischen  den  yerschiedenen  Sub- 
stanzen u.  8.  f.  Sie  hat  also  nur  specielle  Bedeutung.  Gleichwohl  soll 
sie  schon  die  Geschwindigkeit  des  Gefrierens  unter  den  besonderen 
Umständen  messen  ^).  Zur  Darstellung  dieser  Geschwindigkeit  wurde 
zuerst  die  schon  angegebene  Forme]  benutzt 

worin  d"  die  Temperatur  der  Flüssigkeit  an  der  Berührungsstelle  mit 
dem  gebildeten  Eise  ist.  Später  musste  die  Formel  abgeändert  werden, 
indem  gesetzt  wurde 

2)  It  =  ^'^*»  —  »)(»B-»-\-  K). 

Die  Geschwindigkeit  hängt  also  ab  yom  Abstände  '&o  —  ^  vom  Ge- 
frierpunkte und  von  der  Unterkühlung,  K  ist  eine  Gonstante.  Diese 
Formel  hat  sich  auch  für  das  Ausfallen  von  Eis  und  festen  Stoffen  aus 
Lösungen  bewährt.  So  schwanken  die  Zahlen  für  0'  in  einem  Ver- 
suche über  die  Ausscheidung  von  Eis  aus  einer  Lösung  von  KNH^ 
zwischen  7,10  und  9,41.  Ferner  die  entsprechenden  Zahlen  in  einem 
Versuche  über  die  Ausscheidung  von  KNO3  aus  einer  übersättigten 
Lösung  dieses  Stoffes  zwischen  8,83  und  10,07.  In  beiden  Fällen 
waren  die  Schwankungen  immerhin  nicht  unbedeutend. 
Die  Integration  der  Gleichung  ergiebt 

Die  Flüssigkeit  habe   zu  Beginn  des  Versuches    die  Temperatur  des 

Bades,  sei  also  bis  zur  Temperatur  %'b  unterkühlt,  so  ist  die  Inte- 

1  K. 

grationsconstante  gleich  —  3^ ^r — ; — -  log  -r s-  ,  also  über- 

^B  —  ^a  -\-  K         ^0  —  ^B 

haupt 

Diese  Gleichung  zeigt,  warum  die  Grösse  K  hat  eingeführt  werden 
müssen.  Ohne  diese  Grösse  nämlich  wäre  der  Ausdruck  für  t  zur  Zeit 
^  =  0  unbestimmt.     Daraus  folgt  aber  selbstverständlich  noch  nichts 


^)  Hiemach  scheiut  es,  als  ob  die  Grösse  ^  anders  ermittalt  ist,  als  in 
den  vorher  dargelegten  UntersuchuDgeu. 
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dass  diese  Gonstante  nothw endig  vorhanden  sein  mass.  Herr  Wilder- 
mann selbst  hebt  herror,  dass  diese  Unbestimmtheit  auch  dahin  ge- 
deutet werden  kann,  dass  eben  snr  Zeit  ^  =  0  noch  keine  feste  Sub- 
stanz ausgefallen  ist,  w&hrend  die  Formel  sich  eigentlich  auf  den 
Zustand  zu  beziehen  hat  mit  Flüssigkeit  und  fester  Substanz,  da  sie 
ja  das  Anwachsen  dieser  beschreiben  soU. 

Die  Formel  lehrt,  wie  rasch  die  Temperatur  der  Flüssigkeit  von 
ihrem  tiefsten  Werth  ^b  anwächst,  w&hrend  Eis  bezw.  ein  anderer 
fester  Stoff  ausfällt.  Das  Ansteigen  der  Temperatur  ist  eine  Folge 
des  Gefrierens,  indem  dabei  latente  Schmelzwärme  frei  wird.  Wenn 
es  sich  um  eine  einheitliche  Substanz  handelt,  wie  gefrierendes  Wasser, 
sollte  ^  zuletzt  gleich  ^o  werden.  Die  Formel  lehrt  aber,  dass 
das  erst  nach  unendlich  langer  Zeit  eintritt.  Für  den  Ausdruck 
eines  physikalischen  Gesetzes  kann  ich  sie  nicht  halten.  Sie  zu  ver- 
bessern, liegt  nahe,  man  hätte  zu  setzen 

4)  ^  =  C"(^o  —  »  +  K')(^B-^  +  K\ 

at 

Alsdann  wäre 

1  Vn   V^     ^J5    V     -|-    K. 

^^       ^  *  =  »B-%,^-K-K'  ^"^  K-K'   d,  -  ^  +  JT 
und  die  Zeit,  wofür  ^  =  'd'o  ^^t,  würde  endlich.     Setzt  man 

%,  +  Z'  =  ^i,         ^B  +  K=n. 
so  folgt 

6)  ^=  C"W-^)(Oi--^), 

und  das  würde  besagen,  dass  man  als  Grenztemperaturen  nicht  die 
Temperatur  der  Unterkühlung  und  die  des  normalen  Schmelzens  zu 
wählen  hätte,  sondern  andere  Temperaturen.  Nach  Herrn  Wilder- 
mann gilt  dieses  also  mindestens  von  der  Temperatur  der  Unter- 
kühlung. Im  übrigen  ist  die  Gleichung  als  Näherungsformel  ganz 
plausibel. 

Aehnlich  behandelt  der  Genannte  die  Geschwindigkeit  des  Schmel- 
zens. Da  diese  offenbar  auch  von  der  Oberfläche  abhängen  muss,  in 
welcher  Flüssigkeit  und  feste  Substanz  sich  berühren,  setzt  er  sie 

d^ 

7)  j^  =  o{»,  —  ^){EJr  Ä), 

woselbst  ZI  die  Oberfläche  bedeutet.  Die  Einführung  der  Grösse  Je 
heisst  wieder,  dass  die  Schmelzgeschwindigkeit  so  geschieht,  als  ob  die 
Berührungsfläche  grösser  wäre,  als  sie  thatsächlich  ist.  Vielleicht  ist 
auch  diese  Formel  abzuändern  in 

8)  l£  =  c'(^o-*  +  Ä')(2:  +  Ä), 
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da  sie  sonst  für  d"  =  ^q  ergiebt  ^  =  oo.  Die  Grösse  ^  bedeutet  hier 
die  Temperatur  des  Eises  an  der  Grenze  gegen  die  Flüssigkeit. 

Die  Constanten  dürften  ganz  und  gar  von  den  äusseren  Umständen 
»hängen. 

Wildermann  schreibt  seinen  Formeln  eine  weitreichendere  Be- 
deutung zu,  anscheinend  auch  für  Verdampfung,  Sublimation,  Lösung 
und  so  fort.  Das  steht  dahin,  denn  sie  ist  lediglich  aus  ganz  speciellen 
Versuchen  abgeleitet.  Andere  Forscher  sind  ja  darum  auch  zu  anderen 
Ergebnissen  gelangt. 

Als  weiteres  Beispiel  nehme  ich  die  von  den  Herren  Noyes  und 
Whitney^)  untersuchte  Auf  lösungsgeschwindigkeit  fester  Körper;  sie 
bildet  ein  Gegenstück  zu  dem  Beispiel  der  Ausfallgeschwindigkeit. 
Die  Genannten  haben  gefunden,  dass  diese  Geschwindigkeit  unter 
allen  Umständen  mit  wachsender  Auflösang  abnimmt.  Sie  muss 
selbstverständlich  Null  werden,  wenn  die  Lösung  gesättigt  ist.  Dem- 
gemäss  setzten  sie 

9)  ||=_^(C_,). 

woselbst  G  die  Concentration  der  gesättigten  Lösung,  x  die  zur  Zeit  ( 
beobachtete  Concentration  ist.  Geprüft  haben  sie  die  Formel  durch 
Bestimmung  der  Concentration  zu  verschiedenen  Zeiten  und  Berech- 
nung der  Constante  A,  da  Ä  in  jedem  Falle  bestimmt  ist  durch 

Ä  =  -log 


t     ^  C  —  X 

In  der  That  haben  sie  Ä,  wenn  Benzoesäure  oder  Bleichlorid  gelöst 
wurde,  immer  nahezu  constant  gefunden,  wiewohl  die  Zeiten  t  bis 
zum  Sechsfachen  eines  Ausgangsbetrages  und  die  Concentrationen  x 
bis  zum  Vierfachen  eines  solchen  anstiegen. 

Die  Formel  von  Noyes  und  Whitney  entspricht  der  Di£Fusions- 
gleichung,  und  als  Diffusions  Vorgang  haben  auch  die  Genannten  die 
Auflösang  aufgefasst.  Demnach  steht  zu  erwarten,  dass  die  Grösse  Ä 
proportional  sein  wird  der  Oberfläche  des  sich  auflösenden  Körpers  an 
der  Berührungsstelle  mit  der  Lösung.  Diese  Folgerung  haben  die 
Herren  Bruner  und  Jolloczko^)  geprüft.  Bedeutet  F  den  Inhalt 
dieses  Flächenstückes,  so  sollte  also  sein  Ä  ^  Ä' F,  wo  Ä'  nunmehr 
eine  Constante  ist.      Das  und  die  Formel  selbst  fanden   sie  bestätigt. 

So  einfach  auf  den  ersten  Blick  die  gegebenen  Beispiele  zu  sein 
scheinen,  so  complicirt  sind  gleichwohl  die  Umstände,  welche  die  Vor- 
gänge begleiten,  denn  diese  hängen  von  einer  Menge  Aeusserlichkeiten 
ab.     Am  klarsten  wird  dieses,  wenn  wir  den  früher  behandelten  Vor- 


*)  Zeitschr.  f.  physik.  Chemie,  Bd.  23,  B.  689  ff. 
*)  Ebend.,  Bd.  35,  8.  283  ff. 
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gang  der  Verdampfung  nach  Stefanos  Theorie  (S.  187  ff.)  betrachten, 
nnd  doch  sieht  dieser  einfach  genug  aus.  Ich  gehe  aber  über  zur 
Ableitung,  besser  Angabe,  eines  allgemeinen  Gesetzes,  welches  die 
Greschwindigkeit  molekularer  Umlagerungen  betrifft,  also  die  Geschwin- 
digkeit von  Reactionen,  von  Umsetzungen  von  Phasen  in  einander.  Die 
letzt  behandelte  Auflösungsformel  steht  schon  damit  in  Verbindung, 
und  eigentlich  gehören  hierher  auch  die  Aenderungen  des  Aggregat- 
zustandes, da  diese  vielfach  mit  Molekular -Dissociationen  und  -Asso- 
ciationen verbunden  sind. 

Es  seien  k  homogene  Phasen  vorhanden,  die  sich  in  k!  andere 
ebenfalls  homogene  Phasen  durch  irgend  welche  Reactionen  chemischer 
oder  physikalischer  Natur  umsetzen.  Die  Molekulargewichte  der 
&  Phasen  bezeichne  ich  mit  mi,  m^^  ...,  m^,  die  Molekelzahlen,  die 
in  einem  gegebenen  Moment  an  der  Reaction  betheiligt  sind,  mit 
^u  -^at  •-'*  ^k'  Die  entsprechenden  Grössen  für  die  Phasen  nach  der 
Reaction  sollen  mi,  mi^  . . .,  «n^  bezw.  ^i,  iVa,  . . .,  Ni'  'genannt  werden. 
Dann  muss  offenbar  zu  jeder  Zeit  sein 

10)  d(i^iWi  4-  iVjm,  + h  ^kWk)  =  d(N{mi  -f  Nimi 

+  •••  +  NvmJc'). 

Wenn  die  Reaction  so  vor  sich  geht,  dass  immer  nur  die  nämlichen 
Phasen  an  ihr  betheiligt  sind  und  immer  nur  die  nämlichen  Phasen 
entstehen,  so  sind  die  m  constant  und  die  N  variabel.  Nothwendig  ist 
das  aber  selbstverständlich  nicht,  es  können  bisher  passiv  verbliebene 
Phasen  in  Thätigkeit  treten,  andere,  die  activ  waren,  in  Passivität  ver- 
sinken; es  können  neue  Phasen  entstehen  und  entstandene  Phasen 
schwinden  oder  unverändert  bleiben  und  so  fort.  Daraus  folgt,  dass 
die  vorstehende  Gleichung  nur  Bedeutung  für  den  jeweiligen  Moment 
hat,  dass  allgemein  aus  ihr  nichts  weiter  zu  schliessen  ist,  als  was  sie 
selbst  besagt,  nämlich  dass  durch  keine  Veränderung  die  Masse  ver- 
mehrt oder  verringert  werden  kann.     Demgemäss  hätten  wir 

11)  dM=dM\ 

Die  entstandenen  Phasen  sind  an  Masse  soviel  wie  die  geschwundenen, 
was  selbstverständlich  ist.     Setzen  wir 

d3I  dM' 

''^  1T  =  '^       -dt=  ^ ' 

80  heissen  t?,  v*  die  Reactionsgesch windigkeiten  der  sich  in  einander 
oder  einseitig  umsetzenden  Phasen,  und  es  ist  für  den  bestimmten  Vor- 
gang der  Umwandlung  von  M  in  M' 

V  =  v'. 

Wenn  die  Umwandlung  eine  umkehrbare  ist,  so  dass  M'  sich  in  Jf 
verwandelt,  so  braucht  darum  die  Geschwindigkeit  nicht  die  nämliche 
zu  sein.     Heissen  wir  nunmehr  die  Geschwindigkeiten 
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13) 

so  ist  abermals 

U) 

vi   =    Vij 

also  auch 

15)  V  —  Vi  =  v'  —  t?i. 

Jedenfalls  haben  wir  die  Geschwindigkeit  nur  zu  ermitteln  für  die  sich 
umsetzenden  Phasen  oder  für  die  Umsetzungsproducte.  Und  all- 
gemein  ist  diese  Geschwindigkeit  Function  des  jeweiligen  chemischen 
und  physikalischen  Zustandes. 

Statt  der  Molekelzahlen  führen  wir  die  Concentrationen  ein,  also 
die  Zahl  Molekeln  in  der  Volumeneinheit.  Diese  bezeichnen  wir  mit 
Cj,  Cj,  ...,  Ck  bezw.  Ci,  Ca,  ...,  ci*. 

Ist  nunmehr  eine  bestimmte  Phase  von  der  Concentration  Ca  bei 
einer  Umsetzung  in  eine  neue  Molekel  nur  mit  einer  Molekel  betheiligt, 
so  wird  sie  um  so  eher  sich  daran  betheiligen,  je  grösser  ihre  Con- 
centration ist.  Man  nimmt  an,  dass  die  Betheiligung  proportional  der 
Concentration  wächst,  in  demselben  Maasse  muss  die  Geschwindigkeit 
der  Reaction  wachsen,  denn  mit  jeder  Molekel  bethätigt  sie  sich  an 
der  Bildung  einer  neuen  Molekel,  die  neuen  Molekeln  müssen  also  an 
Zahl  um  so  rascher  anwachsen,  je  mehr  erforderliche  Molekeln  der  be- 
treffenden Art  Yorhanden  sind.  Betheiligt  sich  nun  eine  Phase  mit 
je  Va  Molekeln  an  der  Bildung  der  neuen  Molekeln,  so  wird  sie  noch 
rascher  erschöpft,  das  heisst  die  Reaction  geht  rascher  vor  sich,  und 

die  Geschwindigkeit  muss  proportional  c«"  sein.  Wenn  eine  Phase 
sich  nicht  bloss  an  der  Bildung  einer  Molekelart  betheiligt,  sondern 
an  der  mehrerer,  so  haben  wir  sie  in  Einzelphasen  so  zu  zerlegen,  dass 
jeder  Theil  nur  bei  der  Bildung  einer  Molekelart  thätig  ist.  Dadurch 
wird  also  nichts  geändert. 

Nunmehr  können  wir  folgenden  Satz  aussprechen :  Setzen  sich  eine 
Reihe  Phasen  mit  den  chemischen  Formeln  Aif  Ä^,  ...,  Aje  und  den 
Concentrationen  c^,  c^,  •••,  ^  zu  neuen  Phasen  mit  den  chemischen 
Formeln  Ai^  Ai,  ...,  Ai'  und  den  Concentrationen  Ci,  ci,  ...,  Ck*  nach 
der  Formel  um, 

16)  v,Ai  +v,A,  +  '"  +  VkAk  =  viA[  +  vUi  +  •••  +  vS^AI,, 

so  ist  die  Umsetzungsgeschwindigkeit  der  ursprünglichen  Phasen  in 
diesem  Sinne,  ich  bezeichne  sie  jetzt  mit  Vi^ 

17)  Vi  =  KiCi'\J^  ...c/* 

und  die  Bildungsgeschwindigkeit  der  neuen  Phase  ebenso  gross.  Kann 
die  Reaciion  auch  im  umgekehrten  Sinne  (von  rechts  nach  links)  vor 
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sich  gehen,  so  hätten  wir  nnnmehr  als  UmsetzangsgeBchwindigkeit  in 
die  urspränglichen  Phasen 

18)  fV  =  KrCi\^  ...  Ci'^. 

Da  nun,  was  in  jedem  Falle  eintreten  kann,  auch  wirklich  ein- 
tritt, 80  gehen  Bildungen  der  neuen  Phasen  aus  den  urspranglichen 
immer  zusammen  mit  Rilckbildungen  der  neuen  Phasen  in  die  ur- 
sprünglichen vor  sich.  Daher  ist  die  resultirende  Geschwindigkeit  für 
die  thatsächlich  verbleibenden  neuen  Phasen 

19)  Vi  —  Vr  =  KiC^^Cf^  ...  Ck      —  KrCi     ci      . . .  C^.    . 

Eeactionen  bezeichnen  wir  nach  van't  Hoff's  Vorgang  durch  Pfeile, 
die  Yon  den  urspranglichen  Phasen  zu  den  entstehenden  gerichtet  sind, 
umkehrbare  Reactionen  sind  also  allgemein  dargestellt  durch 

20)  v,Ai  +  v^Äi  H +  VjcÄi,  :^  viAi  +  t/Ua+  ••'  +  ^i'Äif. 

Für  solche  Reactionen  gilt  also  die  obige  berühmte  Gleichung. 

Wenn  jgerade  so  viel  neue  Phasen  gebildet  werden,  als  neue  Phasen 
sich  rückbilden,  findet  scheinbar  gar  keine  Reaction  statt,  herrscht 
statisches  oder  dynamisches  Gleichgewicht.     Alsdann  haben  wir 

21)  KiCi^  C^^  .,.  Cu     =  Krci    ci     ...ci' 

Das  ist  also  eine  Gleichgewichtsbedingung. 

Für  den  Fall  der  Reactionen  zwischen  gasförmigen  Phasen  kennen 
wir  sie  bereits  (Bd.  I,  S.  233,  Gleichung  213).  An  der  angegebenen 
Stelle  ward  sie  aus  thermodynamisohen  Betrachtungen  in  Verbindung 
mit  bestimmten  Annahmen  über  die  Form  der  thermodynamischen 
Functionen  abgeleitet.  Es  war  daselbst  auch  schon  hervorgehoben, 
dass  sie  allgemein  für  chemische  Umsetzungen  gilt.  Hier  folgt  also 
der  Nachweis.  Dieser  Nachweis  nun  ist  ohne  Bezugnahme  auf 
thermodynamische  Verhältnisse  und  die  in  Betracht  kommenden  Func- 
tionen geliefert.  Er  ist  aber,  wie  sich  gar  nicht  verkennen  lässt,  in 
keiner  Weise  streng  oder  auch  nur  genügend.  In  derThat  giebt  es  einen 
solchen  strengen  Nachweis  für  die  allgemeine  Richtigkeit  der  Gleichung 
nicht.  Man  könnte  höchstens^  so  schliessen:  Da  die  Gleichung  für 
ideale  Gase  sicher  richtig  ist  und  da  Umsetzungen  auch  so  vor  sich 
gehen  können  und  vor  sich  gehen,  dass  aus  festen  und  flüssigen  Stoffen 
Gase  und  umgekehrt  aus  Gasen  flüssige  und  feste  Stofie  entstehen 
können,  muss  die  gleiche  Function,  welche  die  Geschwindigkeit  der 
Umsetzungen  von  Gasen  feststellt,  auch  die  der  Umsetzungen  von 
festen  Stoffen  und  Flüssigkeiten  regeln.  Und  so  hat  man  auch  ge- 
schlossen. Aber  sobald  man  über  die  Gase  hinausgeht,  bietet  schon  die 
Interpretation  der  Gleichungen  erhebliche  Schwierigkeiten. 
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Vor  Allem  haben  wir  bei  der  An  wen  düng  der  Formeln  die  Con- 
Centrationen  als  yariabel  zu  betrachten,  denn  indem  die  Phaaen  sich 
umwandeln,  müssen  die  Goncentrationen  der  ursprünglichen  Stoffe 
abnehmen,  die  der  entstehenden  zunehmen.  Indessen  können  nach 
der  Ableitung  die  Goncentrationen  sich  nur  auf  die  Theile  der 
Stoffe  beziehen,  welche  bei  den  Reactionen  mitwirken.  Theile ,  die 
nicht  mitwirken,  kommen  nicht  in  Betracht.  Manche  Stoffe  wirken 
nun  schon  allein  in  Folge  ihrer  Gegenwart,  katalytisch,  sie  nehmen 
aber  an  den  Umsetzungen  nicht  Theil.  Für  sie  könnte  man  die  Gon- 
centration  als  constant  ansehen.  Aber  wie  ist  dann  die  Umsetzungs- 
zahl V  zu  bemessen,  da  anscheinend  eine  solche  gar  nicht  vorhanden 
ist?  Haben  wir  femer  feste  Stoffe,  so  nehmen  diese  naturgemäss  im 
Allgemeinen  an  Umsetzungen  nur  an  der  Oberfläche  Theil,  und  zwar 
nicht  im  festen  Zustande,  sondern  mit  ihren  Dämpfen,  oder  falls  mit 
den  Umsetzungen  Verflüssigungen  vor  sich  gehen,  mit  ihren  Flüssig- 
keiten, sei  es,  dass  sie  als  solche  flüssig  werden,  oder  dass  sie  sich  in 
Flüssigkeiten  lösen.  Es  giebt  freilich  Fälle,  wo  Umsetzungen  die 
Masse  der  festen  Stoffe  selbst  angreifen,  wie  bei  der  Umwandlung  ver- 
schiedener Modiflcationen  in  einander,  bei  der  Elektrolyse  gewisser 
Substanzen  u.  s.  f.  Von  diesen  Fällen  abgesehen,  kommen  also  feste 
Substanzen  für  die  Berechnung  der  Goncentrationen  nur  insoweit  in 
Frage,  als  Dämpfe  von  ihnen  oder  Flüssigkeiten  vorhanden  sind.  Hier 
ändern  sich  nun  die  Goncentrationen  nicht  allein  in  Folge  der  Um- 
setzungen, sondern  auch  weil  immer  neue  Dämpfe  und  Flüssigkeiten 
aus  den  festen  Stoffen  entstehen  können.  Ja,  so  lange  noch  ein  hin- 
länglicher Rest  von  solchen  Stoffen  vorhanden  ist,  können  die  Gon- 
centrationen, auf  die  es  ankommt,  ganz  constant  bleiben,  indem  immer 
so  viele  Molekeln  aus  den  Stoffen  sich  durch  Verdampfung  bezw.  durch 
Auflösung  entwickeln,  als  durch  Umsetzung  verloren  gehen.  Die 
Aenderung  beginnt,  sobald  von  den  festen  Stoffen  nicht  mehr  genügend 
vorhanden  ist,  wofür  der  Zeitpunkt  von  der  Menge  dieser  Stoffe  ab- 
hängt. Genau  das  nämliche  gilt  für  die  festen  Stoffe,  welche  etwa  als 
Producte  der  Umsetzungen  entstehen;  als  feste  Stoffe  selbst  kommen 
sie  für  die  Goncentrationsberechnungen  nicht  in  Frage,  sondern  nur  in 
den  Theilen,  die  von  ihnen  verdunsten  oder  die  sich  lösen. 

Auch  Flüssigkeiten  kommen  für  die  Gleichgewichtsformel  nicht 
immer  in  der  ganzen  Molekelzahl  in  Rechnung.  Nehmen  sie  nicht  mit 
ihrer  ganzen  Masse  an  den  Umsetzungen  Theil,  etwa  weil  sie  sich 
nicht  mit  anderen  Stoffen  mischen,  oder  andere  Stoffe  nicht  lösen  bezw. 
absorbiren,  oder  den  Strom  nicht  leiten  (keine  Elektrolyte  sind),  so 
bezieht  sich  alles  nur  auf  den  Theil,  der  von  ihnen  verdunstet. 

Also  allgemein  umfasst  die  Formel  stets  die  Umsetzungen  in  und 
zwischen  Gasen,  weil  diese  sich  stets  durchmischen.  Von  Flüssigkeiten 
kommen  nur  die  in  Betracht,  die  in  ihrer  ganzen  Masse  Umsetzungen 
erfahren  können  (wie  z.  B.  Gemische,  Lösungen,  Elektrolyte)  oder  so- 
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weit  sie  yerdampfen.  Von  festen  K&rpem  ebenso  wie  von  Flüssig- 
keiten solche,  die  in  ihrer  ganzen  Masse  sich  umwandeln,  oder  soiTeit 
sie  in  Flüssigkeiten  (durch  Verflüssigung  bezw.  Auflösung),  die  ihrer- 
seits durch  ihre  ganze  Masse  sich  umzuwandeln  yermdgen,  übergehen, 
oder  soweit  sie  verdunsten.  Und  die  Goncentrationen  der  Flüssigkeiten 
und  der  festen  Stoffe  können  sich  in  ganz  anderer  Weise  ändem  als 
diejenigen  der  Gase.  Sie  können  eine  Zeit  lang  constant  sein,  sie 
können  zunehmen,  während  die  der  Gase  abnehmen,  können  abnehmen, 
wenn  jene  zunehmen,  können  sogar  längere  Zeit  Null  sein.  Im  letzteren 
Falle  und  im  Falle  der  Constanz  fallen  sie  aus  den  Formeln  heraus. 

Auch  hinsichtlich  der  Umsetzungsfactoren  v  liegen  die  Verhältnisse 
nicht  so  einfach,  wie  es  den  Anschein  hat.  Dass  man  bei  katalytischen 
Stoffen  zunächst  zweifeln  muss,  wie  man  sie  überhaupt  anzusetzen  hat, 
ist  schon  erwähnt.  Es  kann  jedoch  auch  vorkommen,  dass  ein  Stoff 
die  Umsetzungszahl,  mit  der  er  sich  betheiligt,  plötzlich  oder  all- 
noiählich  ändert,  schon  deshalb,  weil  die  Umsetzungen  nicht  bloss  von 
den  Stoffen  abhängen,  welche  sich  umsetzen,  sondern  auch  von  den 
Producten,  in  die  sich  die  Stoffe  umsetzen.  Werden  diese  Producte  nicht 
jedesmal  entfernt,  so  wirken  sie  auf  die  ersten  Stoffe  ihrerseits  ein  und 
können  so  die  Umsetzungen  beeinflussen  und  unter  Umständen  nach 
ganz  anderer  Richtung  wenden,  wofür  die  Umsetzungszahlen  andere 
Werthe  bekommen.  Und  da  diese  Zahlen  ganze  Zahlen  sind,  ge- 
schehen die  Wendungen  plötzlich,  nicht  etwa  gesetzmässig  im  Laufe 
der  Reactionen  allmählich  wachsend.  Wir  haben  dafür  schon  Beispiele 
im  Abschnitt  der  untersuchten  Gleichgewichte  kennen  gelernt.  Sind 
auch  Stoffe  nicht  in  äquivalenten  Mengen  vorhanden,  so  können  gleich- 
falls plötzlich  Wendungen  in  den  Reactionen  eintreten,  wenn  nämlich 
der  eine  oder  andere  solcher  Stoffe  aufgezehrt  ist.  Also  allgemein 
kann  man  auch  die  Umsetzungszahlen  v,  v'  nicht  als  constant  ansehen, 
und  Gesetze  für  ihre  etwaige  Veränderung  vermag  man  in  den 
wenigsten  Fällen  aufzustellen. 

So  sind  zwar  die  Formeln  anscheinend  sehr  einfach,  ihre  An- 
wendung aber  ist  Zweifeln  und  selten  zu  überwindenden  Schwierig- 
keiten unterworfen. 

Es  kann  vorkommen,  dass  ein  System  von  Phasen  mehrere  Arten 
von  Reactionen  zulässt,  alsdann  bestehen  die  Gleichungen  für  jede  der 
Reactionsarten.  Es  können  ferner  zwischen  den  Reactionsprodacten 
noch  Reactionen  stattfinden,  es  können  weiter  die  Reactionsproducte 
mit  den  ursprünglichen  Phasen  neue  Reactionen  eingehen.  So  haben 
wir  neben  den  regelmässigen  Reactionen  noch  Reactionen  mit 
Nebenwirkungen  (Nebenreactioneu),  Reactionen  mit  Folge- 
wirkungen (Folgereactionen),  Reactionen  mit  Gegenwir- 
kungen (Gegenreactionen)  u.  s.  f.  Die  Namen  stammen  meist 
von  Ostwald  her.  Die  Geschwindigkeit  gieht  immer  die  Zunahme 
des   Umsetzungsproductes  in  der  Zeiteinheit.       Wenn  wir  das  ganze 
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Umsetzungsproduct  wie  einen  Körper  betrachten,  können  wir  tod 
seinem  Molekulargewicht  nnd  seiner  Concentration  ganz  so  wie  bei 
einem  wirklich  einheitlichen  Körper  sprechen.  Die  Geschwindigkeit 
ist  alsdann  die  Zunahme  der  Concentration  des  Umsetzungsproduct« 
und  zugleich  die  Abnahme  der  Concentration  des  reagirenden  Products 
in  der  Zeiteinheit. 

Ich  ändere  nun  die  Bezeichnungen.  Die  Molekelarten  Äi^  A^y  ••• 
braueben  bei  der  Reaction  nicht  yollständig  zu  verschwinden,  sie 
können  erbalten  bleiben  und  nur  in  anderer  Concentration  und  anderer 
Verbindungszahl  auftreten.  Daneben  können  sich  aus  ihnen  ganz 
neue  Molekelarten  bilden.  Sind  mehrere  Reactionen  möglich,  so  stellen 
wir  sie  hiernach  dar  durch 


22) 


V„  J,  +  1/12^2  H h  Vifcj^fci  — ►  Wi  Ai  +  V12A2  H h  Wkj'^iS 

V21  ^1  +  ^22^  +  -  +  V2ikiAfc.— ►WiA  +  t/22^  +  •••  +  vi^'^a', 

V31  ^1  +  Vsi^  +  •••  +■  V3fc,i4k3— >  Wi^i  +  Vgaila  H h  vii^Äk,^ 

u.  s.  f. 


Alle  Molekelarten,  die  rechts  und  links  in  der  Reactionsbeziehang 
stehen,  fassen  wir  als  ein  System  auf.  Doch  nennen  wir  die  links 
stehenden  Molekelarten  die  sich  umsetzenden,  die  rechts  stehenden 
die  umgesetzten. 

Von  den  v,  1/  können  beliebige  Null  sein,  ist  beispielsweise  v/i  =  0, 
so  bedeutet  dieses,  dass  bei  der  Umsetzung  die  Molekelart  Äi  über- 
haupt nicht  wieder  erscheint,  indem  sie  entweder  ganz  oder  zerlegt  in 
andere  Molekelarten  eintritt  u.  s.  f.  Die  Concentration en  der  sich  um- 
setzenden Phasen  seien  entsprechend  den  v  bezeichnet,  nur  dass  statt  V 
der  Buchstabe  c  benutzt  wird.  Sind  die  urspr&nglichen  Concentrationen 
der  reagirenden  Molekelarten  Cn,  Cja  u.  s.  f.  und  benennt  man  deren 
Abnahme  in  Folge  der  Reactionen  bis  zur  Zeit  t  mit  a^^,  x^  n.  s.  f., 
so  hat  man  auch 


23) 


Cji  =  Cii  —  rCii,     Ci3  =  C12  —  flaa»  •••»     <^ih  =  Cf,ki  —  a^iiv 
C21  =  C21  —  a^aiT     C23  =  Caj  —  rcgj,  ...,     c^ic^  =  C%jc^  —  i^s*,. 

C31   =    Csi   Xiu      <k2  =    ^82   0^,2,  .•  M       Ö8Jt.  =    Cihg  —  ^V 

u.  s.  f. 

Die  Concentrationen  der  ganzen  Reactionsproducte  nenne  ich  x\x  ,  ^ 
und  so  fort,  so  sind  also  die  Reactionsgeschwindigkeiten 


24) 


daf 
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dt 

daf" 

dt 

U.    B.    f. 


Sind   in   allen   Reactionen   die  urspranglichen   Phasen    immer  in   der 
nämlichen  Concentration  vertreten,  so  dass  ist 


25) 


[a?ii  =  x^i  =  a^i  =  ...  =  a^i,  Cu  =  C^x  =  Csi  =  •••  =  Ci, 
^la  =^=  ^2«  =^=  ^«s  =  . .  •  =  fljj,  Cij  =  Cjj  =  Caa  =  •••==  Cj, 

^1»  =  «28  =  ^S  =  ••  •  =  «3f    C^18  =   Ci3  =   Cga  =  •  •  •  =  C3, 

U.    8.    f., 

80  wird  einfacher,  indem  dann  auch  Ä^^  =  A^^  =  ^j  -  •  •  ^^^^  muss, 
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=  K'  (Ci  -  x,r"(Cj  —  aj^ri«.. .  (Ck  —  Xk) 


Ik 


^^=  z"(Ci  -  x,y^{c^  -  xa/«...  (Ck  -  xk)\ 

de 


U.    8.    f. 


8fc 


Zwischen  den  Concentrationen  der  ursprünglichen  Phasen  and  der 
Reactionsprodacte  müssen  bestimmte  Beziehungen  bestehen.  Die  Con- 
centrationen a;i,  Xs,  Xs,  ...  bedeuten  nämlich  die  Mengen  der  Um- 
setzungsprodncte  in  der  Raumeinheit.  Zu  diesen  Mengen  sind  z.  B.  in 
der  ersten  Reaction  Ton  der  Molekelart  Ä^  Molekeln  verbraucht  l/ji  xf^ 
während  v{xxf  Molekeln  verblieben  (oder  auch  neugebildet)  sind.  Die 
Concentrationsabnahme  der  Molekelart  A^  in  Folge  der  ersten  Reaction 
ist  hiemach  v^^  J  —  Wi  x\  Aehnlich  für  die  Betheiligungen  der 
zweiten  Reactionen  v^^J'  —  viiX^*  u.  s.  f.  Hiernach  muss  sein  all- 
gemein 

Xx  =  (V,,  -  i/A)x'  +  (vai  -  Wi)x"  +  (1/31  -  Wi)«'"  +  ••• 

rc,  =  (r,,  -  Wa)x'  +  (r„  -  vi)«"  +  (1/33  -  ^2)«'"  +  ••• 

«8  =  (V18  —  Vi»)«'  +  (vaj  —  vii)«"  +  (V83  —  Vss)«'"  H 

u.   s.  f. 

In  dieser  Form  sind  die  Gleichungen  von  Herrn  R.  Wegscheider 
gegeben  ^). 
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>)  Zeitschr.  f.  phytik.  Chemie,  Bd.  30,  S.  593  ff.;  Bd.  35,  S.  513  ff. 
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Dabei  ist  jedoch  zu  beachten,  dasa  das  GleichangsByetem  27|) 
weiter  reicht  als  dasjenige  26)  und  nicht  etwa  mit  dem  letzten  x, 
dem  Xki  abschliesst,  falls  der  v'  mehr  vorhanden  sind  als  der  r.  Wir 
haben  vielmehr  das  System  27i)  noch  so  fortzusetzen 

Xk  =  (v,k  —  vik)  x'  +  (v,k  -  vi,)  x"  +  (nk  —  rU)  x'"  +  . . . 

SJfcJ-1  —   —  ^Ik  +  lX    —   Vifc  +  iiC      —  Vsk  +  l^?       ••• 

2"^«)  {|k  +  a=  —  vik  +  2a;'  —  vik  +  2ic"  —  vjk  +  a«"'  ••• 

Sfc'  =  —  Viktor'     —  ri/a;"     —  vi^«'"  —  ••• 

Ik-Mi  £k  +  9i  •••)  £k'  bestimmen  die  zur  Zeit  t  schon  vorhandenen  Con- 
centrationen  der  in  den  Reactionen  neu  entstandenen  Molekelarten 
(für  welche  also  gleiche  sich  umsetzende  Molekelarten  nicht  ge- 
geben waren),  während  die  Cj  —  aJi,  Cj  —  iCj»  ...i  C»  —  Xjt  die 
Concentrationen  bedeuten  der  zur  Zeit  t  noch  nicht  verbrauchten 
(sich  umsetzenden)  Molekelarten.  Mit  Hülfe  des  Systems  27])  von 
Gleichungen  geht  noch  das  System  26)  der  Differentialgleichungen 
über  in 

^/^^  =  X'[C,-(v»,-Wi):c'-(r2,-Wi)x''-(t'.n-Wi)a^^.O'^^ 
^f^'  =K'^[C,-(v,,^v^,)x'-(v,,-^vi,)x''^(v^ 

28)  {  [c,-(v,,-Wiy-(i^22-Way'-(t/,,--w2)aj'''-..-r"--- 

d  t'" 

''^^=^'''[C,--(i/n-Wi)^'-(t'2i-Wi)a;''-(i/3x-t^ 

[Ca-(v,,-ri'a)x'-(i/„-viy'-(V82~W2)x'"— ..]'"••• 

U.    8.    f., 

woraus  erhellt,  dass  es  sich  in  diesem  Falle  um  ein  System  simultaner 
Differentialgleichungen  für  die  x\  x'\  x'"  u.  s.  f.  handelt.  Zwischen  den 
V  und  v'  müssen  übrigens  diejenigen  Beziehungen  bestehen,  welche  die 
Stöchiometrie  ergiebt.  Aber  wie  früher  bemerkt,  können  diese  Grössen 
auch  variabel  sein  oder  während  des  Verlaufes  einer  Reaction  variabel 
werden. 

Die  Gleichungen  umfassen  Reactionen  mit  allen  Wirkungen.  So 
finden  Nebenwirkungen  mit  Bezug  auf  gewisse  Molekelarten  statt, 
wenn  diese  Molekelarten  zugleich  in  mehreren  Reaction sgleichongen 
auf  denselben  Seiten  auftreten,  auf  den  anderen  Seiten  aber  alle 
entsprechenden  Molekelarten  fehlen.  Folgewirkungen  und  Gegen- 
wirkungen, wenn  Molekelarten  auf  beiden  Seiten  zweier  Reactions- 
gleichungen  sich  finden.  Also  wären  zum  Beispiel  Reactionen  mit 
Nebenwirkungen 

Ai   — >•  A^,     Ai  —>■  Aii 
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Reactionen  mit  Folgewirknngen 

Ai  +  Äi  —^  Ai  +  Ai,     A2  +  A4,  — ►  Ai  +  A^. 

Katalytisehe  Wirkungen  können  auftreten,  wenn  in  einer  Reaction 
eine  Molekelart  beiderseits  in  gleicher  Molekelzahl  oder  auch  in  un- 
gleicher vertreten  ist.  Es  ist  also  nicht  ohne  Weiteres  zulässig,  in 
Reactionsgleichnngen  Glieder  gegen  einander  algebraisch  wegzuheben. 
Herr  Wegscheider  führt  als  Beispiel  die  Zuckerinversion  an.  Die 
gewöhnliche  Reactionsgleichung  lautet 

C„  H„  On  +  H,  0  -►  2  C«  H„  0^. 

Ueben  die  Wasserstoffionen  katalytisehe  Wirkung,  so  muss  die  voll- 
ständige Gleichung  lauten 

CuH„Oia  +  H,0  +  H.  -^^  2CflHi20e  +  H. 
£&  ist  hier 

Vii  =  l,  »'12  =  1»  1^13  =  1,  1^14  =  0;  Vi'i  =  0,  Via  =  0,  i/i8=l,  Vu  =  2, 
also 

Xi  =  it,     Xj  =  x\     Xi  =  0 
und  somit 

Dagegen  wäre  unter  Fortlassung  der  katalytisoh  wirkenden  Wasser- 

stoffionen 

Vis  =  Wi  =  0 

da?' 
und  Ca  würde  überhaupt  fehlen.      Demnach  ist  in  diesem  Falle 

nicht  so  gross  wie  im  anderen.  Nennt  man  übrigens  die  Geschwindig- 
keit unter  Gegenwart  katalytischer  Wirkung  und  ohne  solche—  -, 

dt  dt 

so  wäre  im  obigen  Falle,  da  dann  auch  die  Constanten  K*  verschieden 
sein  können,  wenn  diese  mit  Ki,  Ki  bezeichnet  werden, 

29)  —  tP' -  =  (Ki  +  C,  Ki)  (C,  -  xf)  (C,  -  x'), 

als  wenn  zwei  Reactionen  mit  Nebenwirkung  stattfänden : 

-^1  +  -^2  — ^  2-^4, 

A,  +  A2  +  A,^  2A,  +  A,, 
denn  diese  geben 

^/^-  =  K'(G,-xd(G,  -X,), 

^^'  =  K"(C,  -x,)(C,-x,)Cs 
und  beide  zusammen  die  Form  der  obigen  Gleichung.     Das  kann  be- 
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liebig  yerallgemeinert  werden.  Immerhin  ist  die  WirkaDg  katalytischer 
Substanzen  sehr  dunkel.  Es  ist  schon  bemerkt,  dass  für  sie  die  „Con- 
centration*'  eigentlich  keine  bestimmte  Bedeutung  hat,  und  es  ist  wohl 
auch  sicher,  dass  vieles  von  der  äusseren  Gestalt  abhängt,  die  in  den 
obigen  Gleichungen  keinen  Ausdruck  findet.  Approximativ  werden  die 
Formeln  stimmen  und  sind  übrigens  in  einigen  Fällen  als  zuti'efTend 
nachgewiesen. 

Das  Gleichungssystem  unter  27i)  ist  ein  in  Bezug  auf  die 
x\  x'\  o;'", . . .  lineares.  Hat  man  mindestens  so  viele  ursprüngliche  Phasen, 
als  Reactionen  stattfinden  and  denkt  sich  nun  das  Gleichungssystem 
nach  den  Grössen  x\  x'\  x*'\  .  .  .  aufgelöst,  so  darf  die  Nennerdetei^ 
minante,  nämlich 


30i) 


J  = 


Vn  —  Vu 
v,a  — via 
Vis  —  y'iz 


Vji— V21 
V22  —  via 
Vis  —  vis 


V31  —  Vsi 
Vja  —  ria 
Vs3  —  vis 


nicht  Null  sein.  Verlaufen  nun  die  Reactionen  alle  so,  dass  zu 
irgend  einer  Zeit  ^1  so  viele  ursprüngliche  Phasen  wieder  herge- 
stellt werden,  als  x\  3c!\  xf'\  . . .  vorhanden  sind,  so  werden  bei  ihrer  Be- 
endigung diese  rCj,  x^^x^  ,,.  Null  sein.  Soll  aber  dann  das Gleichungs- 
System  21 1)  bestimmte  Werthe  für  die  o;',  x'\  x"\  . . .  ergeben,  so  mass 
gerade  jene  Determinante  verschwinden.  Nimmt  man  nun  noch  ferner 
an,  dass  alle  stöchiometrischen  Verhältnisse  während  der  Reactionen 
gewahrt  bleiben,  so  ist  eben  die  Determinante  immer  Null,  also  das 
Gleichungssystem  27i)  allgemein  nicht  auflösbar.  Daraus  folgt,  dass 
solche  Reactionen  nicht  ohne  Nebenbedingungen  stattfinden  können, 
wodurch  mindestens  eine  der  Gleichungen  27i)  zur  Zeit  t  •=^  t^  oder 
zu  jeder  Zeit  identisch  erfüllt  wird. 

In  allen  anderen  Fällen,  in  denen  entweder  ursprüngliche  Phasen 
gar  nicht  oder  nur  theilweise  erhalten  bleiben,  oder  in  denen  die  Zahl  der 
möglichen  Reactionen  grösser  oder  kleiner  ist,  als  die  Zahl  der  ursprüng- 
lichen Phasen,  oder  endlich,  in  denen  die  stöchiometrischen  Verhält- 
nisse nicht  unabhängig  vom  Verlaufe  der  Reactionen  sind,  bedarf  es 
solcher  besonderen  Nebenbedingungen  für  den  Zusammenhang  der 
Reactionen  mit  einander  nicht.  Die  Gleichungen  27i)  dienen  dann 
eben  lediglich  zur  Ermittelung  der  Grössen  o^i,  o^a,  ^,  •  •  •,  denen  sie 
immer  an  Zahl  gleich  kommen,  aus  den  Grössen  x\  x'\  x'",  ...  Ob 
der  letzteren  mehr  oder  weniger  vorhanden  ist,  als  der  ersteren,  kommt 
dabei  nicht  in  Betracht. 

Ferner  ist  die  obige  Determinante  bis  auf  das  Zeichen  gleich  dem 
Product  der  beiden  Determinanten 
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30j)       B  — 


v\i 


^%i 


■^81 


Via     ^M     ^3« 

Vi3       VS3       Vas 


!>'  = 


Vn  vji  vai 
via  via  via 
vis     via     »'SS 


Die  Determinante  ^  kann  Null  sein,  wenn  eine  dieser  Determi- 
nanten Null  ist  oder  beide  es  sind.  Nun  ergiebt  das  Gleich ungssystem 
26i)  nach  einer  Logarithmirung 

dx* 
log  -j^  —  logK'  =  Vn  %(C,  —x^)  +  Vj,  logiC^  —  x^) 


26,) 


log 


dx" 
dt 


+  Vis  log{Cz—x^)  +  ' 
JogK"  =  Vai  %(Ci  —  rCi)  +  v^^  log^C^—x^ 

+  v,s  log{Ci  —  x^)  +  ' 


log  ^^ logK'"=  Vgi  logiCi—x^)  +  1/3,  ^o^CCg  —  a;,) 

+  V88  log{Ci  —  Xi)  + 


Unter  den  gleichen  YerhältnisEen,  wie  sie  bisher  vorausgesetst 
sind,  darf  also  die  Determinante  D  nicht  Null  sein,  so  lange  alle  Ge- 
schwindigkeiten von  den  entsprechenden  K\  K*\  K'"  verschieden  sind, 
weil  anderenfalls  ans  obigem  System  unbestimmte  Werthe  der 
log  (Ol  —  a?i),  log  (Cj  —  x^),  log  (C3 —  x^),  . . .  sich  ergeben  würden. 
Sind  aber  die  Geschwindigkeiten  auch  nur  in  einem  Moment  den 
K\  K*\  S!*\  .  .  .  bezüglich  gleich,  so  muss  gerade  D  gleich  Null 
sein.  Also  müssen  die  Geschwindigkeiten  dann  überhaupt  immer 
constant  und  dien K\K*\K"\  ...  gleich  sein.  Wir  kommen  so  mit  den 
Geschwindigkeiten  der  Reactionen  in  dieselben  Schwierigkeiten,  wie 
▼orhin  mit  den  Concentrationsänderungen  der  reagirenden  Molekel- 
arten. Dagegen  kann,  falls  die  Reactionen  nicht  umkehrbar  sind, 
D'  Null  sein,  ohne  diese  Schwierigkeiten  zu  bewirken.  Sind  sie 
umkehrbar,  so  stehen  D  und  D'  gleichberechtigt  da,  und  üben  den 
nämlichen  Einfluss. 

Die  x',  x*\  x"\  . . .  sind  vollständig  bestimmt  durch  die  Dififerential- 
gleichungen  unter  26)  und  die  Bedingung,  dass  sie  sämmtlich  Null 
sind  für  ^  =  0.  Findet  vollständige  Aufzehrung  mindestens  einer 
der  Phasen  statt,  welche  an  den  Reactionen  activ  betheiligt  ist  (für 
welche  also  die  entsprechenden  v  nicht  Null  sind),  so  enden  auch  die 
Geschwindigkeiten  der  ganzen  entsprechenden  Reactionen  mit  Null. 
Diese  Schlussfolgerung  verblüfft  ein  wenig,  denn  es  sind  ja  Reactionen 
ohne  weiteres  verstellbar  und  angebbar,  bei  denen  eine  Molekelgruppe 
nicht  in  allen  Theilen  der  Reaction  mitwirkt,  sondern  nur  in  ein- 
zelnen.   Für  diese  mag  die  Geschwindigkeit  mit  Null  ausgehen,  warum 
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für  die  anderen  auch?  Oder  man  muBS  die  Theorie  aof  Reactionen 
beschränken,  in  denen  jede  Molekelgmppe  in  allen  entstehenden 
Molekelgruppen  beiheiligt  ist,  und  hat  dann ,  wenn  das  bei  einer  Re- 
action  nicht  zutrifit,  diese  entsprechend  zu  zerlegen.  Aber  ob  letz- 
teres immer  möglich  sein  wird,  scheint  mir  zweifelhaft,  wenigsteDS 
nicht  ohne  Nebenbedingungen,  da,  wie  man  leicht  sieht,  die  Zerlegung 
nicht  immer  eindeutig  sein  kann.  Eine  Reaction,  bei  der  beispiels- 
weise zwei  Molekelgruppen  so  zusammen  wirken,  dass  eine  Gruppe  bei 
allen  Theilen  Bi  -\-  B^,  die  zweite  bei  allen  Bg  -j-  B^  betheiligt  ist, 
könnte  in  zwei  Reactionen  zerlegt  werden,  in  Bi  -{-  E^  nndBi,  oder  in 
Bi  und  jß)  4"  ^8»  od^f  auch  in  drei  Reactionen  Bi,  iSj,  B^. 
Zur  Zeit  t  =  0  sind  die  Geschwindigkeiten 


=  K'CI""'" 


c.' 


31) 


(1 
.  V  dt  Jt=o 


'ik 


(V 


E"'(h"Ct'' 

u.  s.  f. 


^3fc 


Hieraus  folgt ,  dass  mit  Null  eine  Reaction  nicht  beginnen  kann, 
wenn  sie  überhaupt  stattfinden  soll.  Sie  kann  nur  mit  Null  enden. 
Das  ist  sehr  plausibel,  aber  z.  B.  zu  Vorgängen  in  der  Mechanik  im 
Gegensatz,  da  Bewegungen  auch  mit  unendlich  kleinen  Geschwindig- 
keiten anfangen  können.  Werden  die  Phasen  nicht  aufgezehrt,  so 
schliessen  Reactionen  auch  nicht  mit  vergehender  Geschwindigkeit,  sie 
halten  plötzlich  inne.      Wir   haben  dann,  wenn   die  letzten  Concen- 

Ck  sind 


trationen  zur  Zeit  t  =  ti  gleich  sind,  Ci,  Ci, 
\  dt  /t=ti 


32) 


2     • 


0  k     , 


c:", 


Ok        , 


U.   8.   f. 


Endlich  schliessen  wir  noch  aus  den  Gleichungen  26)  in  Ver- 
bindung mit  der  allgemeinen  Gleichgewichtsbedingung  unter  21), 
dass,  wenn  zwei  Reactionen  mit  gleicher  Geschwindigkeit  geschehen 
sollen,  sie  selbst  sich  gegenseitig  jederzeit  das  Gleichgewicht  halten 
müssen.  Sonst  sind  ihre  Geschwindigkeiten  immer  verschieden  und 
können  höchstens  proportional  laufen. 

Wenn  man  das  System  der  Differentialgleichungen  unter  26)  diffe- 
renzirt,  so  erhält  man 


Umwandlang  einer  einzelnen  Pbate. 
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33) 


34) 


1     d*«* 

dt 

dxi             dx-i 
*'"   dt        "»  dt 
C,— X,       Ct—Xi 

Ci  —  Xa 

1    d^ 


=  Vji/i  +  Vaj/a  +  i/„/j  + 


d< 


Vji 


dxi 
1t 


dXi 


d« 


dar» 
d^ 


d<a 


Gl — a?!         Ca— iFa         Cs — ^3 


'IT 


Vn 


dxi 
IT 


^88 


Ci-x, 

U.  8.  f. 


dXa 


Cj — a^        Cj — a;, 


dt 


Die  /  sind 


fli- 


d«' 


dx" 


dx" 


+ 


_      dt    '      '    dt     '      '    dt 
^'-ao  +  a,x'  +  arx"  +  (Hx"'  + 


h 


dl!  dx"  dx'" 

^-dF+^-'dr  +  ^--dr  +  ' 

da;'    ,        da/'     ,         da;"'    , 
•^'        Co  +  c,x'  +  Cax"  +  cja;'"  +  • 

U.  B.  f. 

und  die  a,  &,  c  u.  s.  f.  lineare  Functionen  der  C  und  v,  die  ohne  wei- 
teres anzugeben  sind.  Aus  den  obigen  Gleichungen  folgt,  dass,  wenn 
die  Reactionen  mit  gleichmässiger  Geschwindigkeit  geschehen  soUen, 
in  Fällen,  in  denen  ebenso  viele  Reactionen  yorhanden  sind,  als  Molekel- 
gruppen,  die  Determinante  der  stöchiometrischen  Zahlen  der  Molekel- 
grappen  Null  sein  muss.  Aendem  sich  diese  Zahlen,  so  kann  das 
wenigstens  eine  Zeit  lang  stattfinden.  Aber  selbstverständlich  können 
auch  sonst  Reactionen  einige  Zeit  hindurch  gleichmässig  sich  abspielen. 
Wir  nehmen  erst  den  Fall  einer  Molekelgruppe,  die  verschiedene 
Umwandlungen  durchmachen  kann,  also  etwa  eine  Substanz,  die  sich 
nach  verschiedenen  Richtungen  dissociirt.     Wir  haben  dann  nach  33)« 
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da  nur  Xi  von  Noll  Terschieden  sein  soll  nnd  dem  entsprechend  auch 
alle  V  mit  grösserem  zweiten  Index,  als  1,  Null  sind 

l     d  /,     dif\         1    d  /,     dx"\ 
^dtV'^-dt)=W,diV'^'dr) 

woselbst  X  für  alle  Reactionen  denselben  Werth  hat. 

Hieraus  folgt  unter  Beachtung  der  Bedingung,  dass  die  x\  x*\  x'" . . . 
zur  Zeit  t  =  0  alle  Null  sind, 


kvn 


(C^^ii*  — 1), 


x"  =-^(e^'«*^l), 

Die    Grösse  Xi    ist   in    jedem   Augenblick   bestimmt  durch  die 
Gleichung 

Xx,  =  K,  '^V'^r?:k  (e»n.«_  i)  +  JT,  Vll^i:^  («^'..«_  I) 

Ist  die  den  Reactionen  unterworfene  Substanz  zur  Zeit  ^  bis  zur 
Concentration  Ci  verzehrt,  so  giebt  die  Gleichung 

A (Ci  -  CO  =  K^  ""  ~  "^5  (e'^nt,  _  1)  +  iT,  *'""''"  (e*'««.  -  D 

+  ir3'^?i^(.^'s.n_i)4-... 

ein  Mittel  zur  Bestimmung  von  A,  welches  freilich  versagt,  wenn  die 
Reactionen  unendlich  lange  Zeit  dauern  und  die  sich  zersetzende  Sab- 
stanz  ganz  aufzehren.  Man  kann  dann  A  aus  dem  Werthe,  welchen 
zu  irgend  einer  Zeit  eines  der  x  oder  eine  der  Geschwindigkeiten  bat, 
ermitteln. 

Ferner  ist  für  die  Geschwindigkeiten  selbst 

Also  nach  31) 
K^  =  K'  g\'\        K,  =  K"  C7\        JT,  =  K'"  ft", .  . . 
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Diese  Formeln  fanden  Anwendung  bei  den  im  ersten  Bande, 
Seite  234  behandelten  Dissociationen ,  wo  jedoch  die  Beispiele  Dis- 
sociationen  nur  nach  einer  Richtung  betreffen. 

Wir  nehmen  weiter  den  Fall  zweier  Molekelgmppen,  beschränken 
ihn  jedoch  sofort,  indem  wir  zugleich  eine  Reaction  mit  nur  einer 
Nebenwirkung  ansetzen,  so  dass  neben  Xi,  x^  nur  x\  oi*  in  Frage 
kommen.  Von  den  v  können  von  Null  yerschieden  sein  nur  r^^,  v^^^ 
^sii  ^93*     ^i^  Gleichungen  33)  ergeben 

d         dJ  d  dx" 

di^''^it=  ''"^^  +  ""''^'^    di^'^^ir^  ''"^^  +  ^"^«- 

Die  Reactionen  sollen  so  vor  sich  gehen,  dass  die  Geschwindig- 
keiten immer  einander  proportional  bleiben.     Wir  setzen  also 

dt  ~    'dt'        dt   ~  ^dt 

und  müssen  dann  zunächst  haben 

Vii/i  +  Via/s  =  »'21/1  +  Vja/a. 

Zugleich  wird  zu  jeder  Zeit 

d»^d^_  d^a/'  ^  _  A 
dt^    dt  dt^'  dt  ~ 

die  Bedingung  für  jene  Proportionalität.     Es  ist  nun 

dxi  dx^ 

_  __      "dt  _  'dt 

Gl  —  Xi  Ci  —  x^ 

also 

(Vu  —  »^ai)  -^  (0,  -  x^)  +  (i/,2  —  Vaa)  -^  (C,  —  x,)  =  0. 

Wir  haben  aber 

dxi        .  >  \^^'    X    ,  .X  ^^" 


d.h. 


dx^        ,  ,  .dx*        .  ,  .   dx'* 


somit 

Ca  —  a;a  _  _  v^^  —  v^^  (t/^a  —  yja)  Ai  +  (Vaa  —  14«)  ^a 
Ci  —  fl?i  Vn  —  V,,  (vn  —  vii)Aj  +  (vaa  —  v't^K 
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Die  Conoentrationen  der  sich  umBeizenden  Molekelarten  stehen  also 
ebenfalls  in  einem  constanten  YerhAltuiss  zu  einander,  welches  durch 
obige  Gleichung  bestimmt  ist.  Femer  folgt,  weil  J  und  oi'  zu  gleicher 
Zeit  Null  sein  müssen, 

Als  Differentialgleichung  far  {  haben  wir  entweder 


oder 


{C_((„„  -r;,)A,  +  Cv„— r;,)A,]|}"*, 


rf« 


A,  ^  =  £:"  {  C,-[(v„  -  rlOAx  +  (f..  -  "«)  A,]  f  T" 

{  C,  -  [(v„  —  vi,)  A,  +  (v,s  -  vy  A,]  I }'". 

Da  diese  Gleichungen  auch  zur  Zeit  ^  =  0  bestehen  müssen,  wo- 
für |  =  0  ist,  so  haben  wir  als  Bedingung  zwischen  den  K\  K" 

somit  allgemein 

{C,  -  [(f„  -  v-n)X,  +  (V,,  -  v;.)A,]|}'""'" 

{C,  _  [(v„  -  vU)A,  H-  (v„  -  via)A,]|)*"~'-  =  cl"""  C;""'". 

Eine  solche  Gleichung  kann  für  alle  Werthe  der  £  bestehen,  wenn 
t'ii  =  1^21,  Vij  =  i/js  ist,  die  beiden  Reactionen  also  Ton  gleichen 
Molekelarten  ausgehen,  das  heisst  also,  eine  Molekelart  zwei  yer- 
schiedene  Reactionen  durchmacht.  Sonst  kann  die  Gleichung  auch 
noch  allgemein  erfüllt  sein,  wenn  mindestens  eines  der  v  yariabel  ist, 
indem  dann  eine  unendliche  Zahl  von  Werthen  von  |  Torhanden  sein 
können,  welche  der  Bedingung  genügen.  Alsdann  muss  mindestens 
eine  Molekelart  während  der  Reaction  die  Molekelzahl,  mit  der  sie 
sich  an  der  Reaction  als  sich  umsetzend  oder  als  umgesetzt  betheiligt, 
stetig  ändern. 

Die  Gleichung  kann  auch  noch  in  anderen  Fällen  allgemein  erfüllt 
werden,  z.  B.  wenn 

Vn  —  ^21  =  —  (Vi2  —  ^22)1 

(t'ii  —  r'n)  K  +  0^21  —  vi,)  A,  =  a  [(v^  —  vja)  A,  +  (vaa  —  »'22)  ^2] 
ist.  Die  erste  Gleichung  besagt,  dass  die  Summe  der  Molekelzahlen  der 
reagirenden  beiden  Molekelarten  in  beiden  Reactionen  die  gleiche  sein 
muss.  Die  zweite  hat  Bedeutung  nur  in  Verbindung  mit  der  dritten; 
beide  zusammen  aber  besagen,  dass  die  Concentrationsabnahme  der 
beiden  reagirenden  Molekelarten  ständig  in  demselben  Verhältniss 
geschehen  soll,  in  welchem  die  Anfangsconcentrationen  dieser  Molekel- 
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arten  zu  einander  gestanden  haben.  Herr  Wegscheider  hat  eine 
andere,  allgemeinere,  Lösung  angegeben,  die  mir  aber  nicht  zntrefiFend 
scheint^).  Die  obige,  wohl  auch  experimentell  realisirbare  Lösung 
giebt  für  |  die  Differentialgleichung 

i.  ^  =  K'a"{C,  -  [(n.  -  viOA,  +  K-ri,)A,]ir"  +  '", 

woraus,  da  ^n  +  ^19  I>  1  sein  muss,  indem 

(Vi,  —  via)  ^1  +  (V22  —  vb)  ^2  =  » 
gesetzt  wird,  folgt 


^''*"t+  Const,  =  -^ 


Ai 


Die  Gonstante  ist 


ö  Vii  +  Vij  —  1 

J_ 1  ^  -Cii  +  ^n-l) 

«  Vii  +  »^22  —  1 


(C2 
C2" 


af) 


-(ni  +  ^ii-i) 


,  also 


1  = 


_  1 


C2- 


a  vn  +  i',2  —  1 


-ini+nt— 1 


ö  «'ii  +  ^12  —  1 


C, 


-(♦•ii  +  »'i«-i) 


K'u 


»11 


^1 


c. 


Für  ^  r=  00   giebt  diese  Beziehung  |  =  — ,    wie    zu    erwarten. 


Zwischen  a,  X  und  den  K  besteht  die  Beziehung 


^1     ^»«i-"!! 

r 


also 


E!u 


»11 


Z"  «'« 


Das  Beispiel  hat  auch  noch  Bedeutung  für  solche  Fälle,  in  denen 
Molekelarten  yorhanden  sind,  die  sich  nicht  ändern,  da  diese  entweder 
aus  den  Differentialgleichungen  ganz  herausfallen,  als  völlig  unwirksam, 
oder  nur  mit  ihren  Concentrationen  auftreten,  wenn  sie  katalytisch 
wirken. 

Ein  weiteres  Beispiel  betreffe  noch  einen  Fall  zweier  Reactionen, 
der  darum  von  Interesse  ist,  weil  die  Concentrationen  der  reagirenden 
Substanzen  in  der  zweiten  Reaction  von  denen  der  umgesetzten  der 
ersten  abhängig  sind.  Es  handele  sich  um  die  Zersetzung  von 
Schwefel.  Nach  Herrn  Riecke^)  spll  sie  in  folgender  Weise  vor  sich 
gehen;  fester  Schwefel,  S,  giebt  im  Verdampfen  Sg,  dieser  dissociirt 
sich  in  Se  und  S2 ,  davon  wieder  dissociirt  sich  S«  in  Sg.      Darf  also 

')  L.  o.  8.  528. 

*)  Zeitschr.  f.  physik.  Ohem.,  Bd.  6,  S.  430. 
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die  Anwesenheit  des  festen  Schwefels  als  für  die  Umsetzungen  sonst 
belanglos  angesehen  werden,  so  haben  wir  die  beiden  Reactionen 

S3  —>  s«  4-  Sj, 

Sß  — >  3  02, 
aber  hierin  ist  die  Concentration  von  S«  abhängig  von  der  Zersetzung 
von  S3.     £8  ist  nun,  indem  wir  die  Verhältnisse  so  betrachten ,  als  ob 
zwei  reagirende  Molekelarten  vorhanden  sind,  Sg  und  Se  und  zwei  dis- 
sociirte  Se  und  S^,  da  im  Ganzen  drei  Molekelarten  concurriren 

Vii  =  1,    Vu  =  0,    Vis  =  0,    Vai  =  0,     Vaa  =  1.     v„  =  0; 
vn  =  0,     via  =  1,     v'is  =  1,     v«  =  0,     vi«  =  0,     vJa  =  3, 
somit  nach  27i) 

Ci  ist  die  Anfangsconcentration  von  Sg.  Ist  zunächst  S«  selbständig 
als  solches  vorhanden  mit  einer  Anfangsconcentration  C«,  so  w&re 
nach  28)  und  den  oben  angegebenen  Werthen  der  v 

Die  erste  Gleichung  ergiebt,  da  a?'  =  0  für  ^  =  0  ist. 

Aus  der  zweiten  folgt  dann ,  weil  auch  «"  =  0  ist  für  <  =  0, 

a;"  =  a  -\-  g       <^i{^"  —  ^')—CrK'      ir"«_     ^" ^i     g^K't 
X    —  t.1  -h  Ua  K"^K'  ^  JT"  — JT  • 

Somit  haben  wir  auch 

X,  =  C,  d-er-^"*)  +  ^^,  (e-^-r-  ^K^t)^ 

Für  <  =  0  ist  flJi  =  a;^  =  0,  für  ^  =  00  wird  a^  =  d,  a^  =  ft. 

Wenn  jedoch  Sq  keine  selbständige  Rolle  spielt,  sondern  nur, 
sofern  es  aus  Sg  durch  Bissociation  entsteht,  so  ist  C,  =  0  und  wir 
erhalten 

'"  =  ^'  (1  -  K^'  -"'   +  W^  ^"")' 

Den  Gleichgewichtsbedingungen  können  wir  nach  21)  die  Form 
geben 

^iPi  =  PiPs.     S^Pt  =  Pt, 
weil  die  Goncentrationen  bei  Gasen  den  Partial drucken  proportional  sind. 
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Der  feste  Schwefel  spielt  in  allen  Gleichungen  keine  Rolle,  worüber 
das  S.  410  Gesagte  zu  yergleioben  wäre. 

Wie  ausserordentlich  verwickelt  unter  Umständen  die  Aufstellung 
der  Reactionsgleichungen  ist,  sieht  man  an  dem  von  Herrn  Weg- 
scheider^)  behandelten  Beispiel  der  Umlagerungen  des  Cinchonins 
in  Gegenwart  der  Halogen  wasserst  offsauren.  Neun  Molekel  arten 
kommen  in  Frage: 

Cinchonindichlorhydrat,  undissociirt, 

a-i' Cinchonindichlorhydrat,  undissociirt, 

Hydrochlorcinchonindichlorhy drat ,  undissociirt , 

Zwei werth  ige  Cinchoninionen, 

Zweiwerthige  a-i  -  Cinchoninionen , 

Zweiwerthige  Hydrochlorcinchoninionen, 

Chlorwasserstoff,  undissociirt, 

Wasserstoffionen, 

Chlorionen. 

Den  ganzen  Vorgang  zerlegt  der  Genannte  in  fünf  Einzelreactionen; 
indem  Cinchonin  mit  Ci  und  a-i-Cinchonin  mit  Ci'  bezeichnet  wird, 
sollen  diese  Beactionen  sein 


Ci  4-  HCl 

— *■ 

C]9  Hja 

CIN3O, 

Ci 

— *> 

Ci', 

Cn 

,H„ClNäO 

—*■ 

Ci'  + 

HCl, 

Gl. 

,HmC1N,0 

—*- 

Ci  +  HCl, 

Ci' 

—^ 

Ci. 

Diese  Reactionen  sollen  nach  constanten  Gescbwindigkeitsyerhält* 
nissen  vor  sich  gehen. 

Als  letzte  Beispiele  sei  die  Bildung  der  Ester  behandelt').  Die 
Umsetzung  betreffe  zuerst  Bildung  yon  Amylacetat  und  Wasser  aus 
Essigsäure  und  Alkohol  nach  der  Gleichung 

CH3COOH  +  C3H5OH  =  CHgCOOCaHft  +  H^O, 

also  Essigsäure  und  Aethylalkohol  geben  Amylacetat  und  Wasser. 
Diese  Reaction,  „welche  mit  der  Neutralisation  einer  Säure  durch 
eine  Basis  yergleichbar  ist,  geht  bei  gewöhnlicher  Temperatur  äusserst 
träge  und  langsam  yor  sich;  es  yergehen  yiele  Tage,  ehe  der  Gleich- 
gewichtszustand sich  annähernd  eingestellt  hat  und  die  Reaction  zum 
Stilbtande  gelangt'^.  Die  Umsetzung  der  Essigsäure  und  des  Alkohols 
zum  Ester  und  Wasser  ist  auch  keine  yollständige.  Es  bleibt  Vs  ^O" 
lekel  Essigsäure  und  V3  Molekel  Alkohol  übrig,  so  dass  nur  ^/s  Molekel 
dieser  Substanzen  sich  in  Ester  und  Wasser  umsetzen. 

Wir  bringen  allgemeiner  in  einem  Volumen  v'  1  Molekel  Essig- 


^)  Zeitschr.  f.  phyBik.  Chem.,  Bd.  35,  8.  567  ff. 
*)  Nernst,  Theoretische  Chemie,  8.  359. 
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säure  mit  m  Molekeln  Alkohol  und  n  Molekeln  Wasser  zusammen ,  es 
entstehen  1  Molekel  Amylacetat  und  1  Molekel  Wasser,  x  sei  die 
Eur  Zeit  t  umgesetzte  Zahl  Molekeln  des  Alkohols,  dann  muss,  da  die 
Umsetzung  molekelweise  geschieht,  sein 

1  — X  m  —  X 

^1  —  — z?    »        ^^  — 


V  V 


V  v 

Im  Gleichgewicht  ist  hiernach 

Ki  (1  —  x)  (m  —  x)  =  K2X  (n  +  x). 

Diese  Gleichung,  aufgelöst  nach  x,  ergieht,  indem  —,=  K   ge- 


setzt  wird ; 


_  Km  +  K  — 


X  = 


"±  )/\  2(A'-i)  ; 


Km 


2{K—l)       -r\     2(A'— 1)     J         K—l 

Für  den  Fall,  dass  wir  nur  eine  Molekel  Alkohol  (46  g)  mit  einer 
Molekel  Essigsäure  (60  g)  zusammengethan  und  Wasser  nicht  hei- 
gemischt hätten,  wäre  eine  Molekel  Amylacetat  (88  g)  und  eine  Molekel 
Wasser  (18  g)  entstanden,  und  es  wäre  m  =  1,  n  =  0,  somit 


oder 


K  = 


(1  -  x)> 


Aber  es  ist  dann,  wie  angegeben,  x  =  Va»  ^^  Vs  Molekel  Alkohol 
(bezw.  Essigsäure)  übrig  bleibt,  also  müssen  wir  haben  iC  =  4. 
Nunmehr  wird 


4  w  4-  4  —  n    ,   1  //4  m  -f  4  —  n\2        4 

^= — 6 —  ^yi — ö — j-ä*"- 

Folgende  Zusammenstellung  zeigt,  wie  gut  die  Erfahrung  mit  der 
Theorie  übereinstimmt,  die  Beobachtungen  rühren  von  Berthelot 
und  Peau  de  St.  Gilles  her,  n  ist  gleich  Null  angenommen: 


X  beobachtet 


X  berechnet 


0,05 

0,05 

0,049 

0,18 

0,171 

0,171 

0,33 

0,293 

0,811 

0,50 

0,414 

0,423 

1,00 

0,667 

0,667 

2,00 

0,858 

0,845 

8,00 

0,966 

0,945 
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« 
Die  YergleichuDg  für  m  =  1  scheidet  für  die  Beurtbeilung  aus, 
weil  aiu  diesem  Werth  von  m  eben  die  Gonstante  K  berechnet  ist. 

Für  die  Geschwindigkeit  der  Reaction,  d.  h.  die  Bildung  des  Esters 
und  des  Wassers  aus  Essigsäure  und  Aethylalkohol ,  haben  wir  im 
Falle  m  =  1,  nz=0,  das  heisst,  wenn  äquivalente  Mengen  der  Phasen 
zusammenwirken, 

d^  _  K'  (l—Xi)  (1— a?») 
dt  ~  v' 

Es  ist  nun 

^11  =  1»  Vjj  =  1,  vii  =  0,  v\2  =  0,  i/la  =  1,  v'u  =  1, 
also 

Xi   =  X  ,       X'2    =^  X 

und,  was  nach  dem  Voraufgehenden  zu  erwarten  stand, 

woraus  folgt 

,        ,  v'  K'i 

rr  =  1  — 


K't-^-  v'  ~  v'  +  K't 

Diese  Gleichung  darf  nur  bis  zu  einer  bestimmten  Zeit  ti  gelten, 
zu  der  erfahrungsmässig  die  Reaction  abgeschlossen  ist,  nämlich  bis 

2 
Xi  =  x'  =  —  geworden  ist.     Diese  Zeit  ist  also 

o 

h—  j^, 

Die  Grösse  K'  ist  gleich  JEj.  Darch  Ermittelung  von  t|  Hessen 
sich  also  Ki  und  Kr  bestimmen,  n&mlich 

2  t?'       „  1  v' 

aber  ii  ist  nicht  bekannt,  weil  die  Reaction  so  sehr  langsam  verläuft, 
das  bedeutet  eben,  dass  Ki  und  Kr  sehr  klein  sind. 

Der  Vorgang  ist  auch  umkehrbar,  indem  Amylacetat  und  Wasser 
zusammengethan  Essigsäure  und  Aethylalkohol  geben. 

Eine  andere  Reaction  ist  von  den  Herren  N  ernst  und  Höh  mann 
BtudirtO,  die  Dissociation  des  Esters  CCI3COOC5H11  in  CCI3COOH 
und  CsHio  und  die  Bildung  aus  den  letztgenannten  Stoffen.  Die 
Formel  lautet 

CCIbCOOH  +  CßHio  :^  CCI3COOG5H11. 

Doch  muss,  wenn  Dissociation  eintreten  soll,  Essigsäure  im  Ueberschuss 
vorhanden  sein,  so  dass  diese  Säure  noch  die  Nebenfunction  einer 
katalytischen  Wirkung  ausübt.     Trichloressigsäure  wurde  mit  Amylen 


*)  Zeitschr.  f.  physik.  Cbem.,  Bd.  11,  S.  352. 
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in  eine  Glasröhre  gebracht  und  letztere  zugeschmolzen.  Dann  wurde 
lange  Zeit  hinduroh  auf  100^  erhitzt  und  die  gebildete  Estermenge 
nach  eingetretenem  Gleichgewicht  durch  Titrirung  des  Säurerestes  er- 
mittelt,    v'  sei  das  Volumen  des  Gemisches,  x  die  Zahl  der  darin  ver- 

1  —  X     a  —  X 
brauchten  Säuremolekeln.     Die  Concentrationen  sind r — ,   — ,-> 

V  V 

—y  falls  auf  eine  Molekel  Säure  a  Molekeln  Amylen  genommen  wurden. 


Die  Gleichgewichtsgleichung  giebt 

K{\  —x)  (a  —  x) 


v'a 


x 


oder 


iC(l— 35)  (a  — 0?)  =  xv\ 
Daraus  fogt 

K  (g  +  1)  +  v' 
X  = 


2K 


+ ir^r")'-  - 


Versuch  und  Berechnung  ergeben  folgende  Zusammenstellung: 


a 

«' 

X  beob. 

K 

X  ber. 

2,16 

361 

0,762 

0,001  20 

0,762 

4,12 

595 

0,814 

0,001  27 

0,821 

4,48 

638 

0,820 

0,001  26 

0,826 

6,63 

894 

0,838 

0,001  25 

0,844 

6,80 

915 

0,839 

0,001  25 

0,845 

7,13 

954 

0,855 

0,001  12 

0,846 

7,67 

1018 

0,855 

0,001  13 

0,848 

9,12 

1190 

0,857 

0,001  11 

0,852 

9.51 

1237 

0,863 

0,001  11 

0,858 

14,15 

1787 

0,873 

0,001  07 

0,861 

Die  Zahlen  für  K  sind  aus  der  Formel  für  x  mit  den  beobachteten 
Werthen  von  a,  v\  x  berechnet,  sie  stimmen  recht  gut  mit  einander 
überein.  Die  Zahlen  der.  letzten  Spalte  sind  mit  einem  Mittelwertbe 
K=  0,001205  und  der  Formel  für  x  berechnet;  die  Abweichungen 
Yon  den  beobachteten  Beträgen  sind  recht  geringfügig. 

Diese  Beispiele  mögen  für  die  Berechnungsweise  vorläufig  genügen. 
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Die  Mischnngen  und  Lösnngen. 


78.    Natur  der  Misohungen  tuid  Lösungen. 

An  dieser  Stelle  ist  nur  einiges  hervorzuheben.  Mischungen  und 
Lösungen  sind  von  einander  nicht  scharf  [zu  trennen.  Doch  versteht 
man  unter  Mischungen  mehr  Vereinigungen  von  Körpern  gleichen 
Aggregatzustandes,  unter  Lösungen  von  solchen  ungleichen  Aggregat- 
zustandes.  Gemische  und  Lösungen  sind  in  allen  drei  Aggregatzu- 
Btänden  bekannt,  gasförmige,  flüssige  und  feste,  letztere  auch  als 
Legimngen  bezeichnet,  während  zu  den  flüssigen  auch  die  Amalgame 
gehören.  Es  handelt  sich  auch  hier  um  Körper  von,  molar  betrachtet, 
durchweg  homogener  Beschaffenheit,  falls  nicht  das  Gegentheil  aus- 
drücklich hervorgehoben  ist.  Jedenfalls  sollen  sich  die  Bestandtheile 
einer  Mischung  oder  Lösung  nicht  durch  rein  mechanische  Mittel  von 
einander  trennen  lassen.  Andererseits  bedarf  es  zu  einer  solchen 
Trennung  im  Allgemeinen  auch  nicht  der  Eingriffe  chemischer  Natur; 
Aenderungen  des  Aggregatzustandes,  oft  sogar  noch  weniger  ein- 
greifende Aenderungen,  genügen. 

In  welchem  Zustande  die  einzelnen  Bestandtheile  sich  befinden, 
lässt  sich  nur  bei  Mischungen  von  Gasen  angeben,  die  Bestandtheile 
werden  eben  gasförmig  sein,  d.  h.  jeder  Bestandtheil  wird  im  Gemisch 
seine  Eigenschaft  als  Gas  beibehalten  haben,  doch  kann  er  gleichwohl 
Veränderungen  molekularer  Art  erfahren  haben,  vermöge  deren  er  im 
Gemisch  wie  ein  anderes  Gas  erscheint,  als  wenn  er  für  sich  allein 
besteht. 

Wenn  Flüssigkeiten  sich  mischen,  so  ist  es  selbstverständlich  nicht 
ausgeschlossen,  dass  sie  im  Gemisch  Flüssigkeiten  bleiben.  Allein,  da 
bei  der  Mischung  eine  Zertheilung  jeden  Bestandtheils  auf  einen  Raum 
erfolgt,  den  die  betreffende  Flüssigkeit  für  sich  allein  auf  keine  Weise 
je  auszufüllen  vermöchte  (im  Gegensatz  zu  den  Gasen),  ist  es  bereits  hier 
gut  zu  erwähnen,  dass  Flüssigkeiten  im  Gemisch  im  Allgemeinen  nicht 
Flüssigkeiten  bleiben,  sie  müssen  sich  in  Folge  der  Zertheilung  jede  für 
sich  in  den  Eigenschaften  den  Gasen  nähern.  Das  braucht  selbstverständ- 
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lieh  nicht  für  alle  Bestandtheile  der  Fall  zu  sein  und  wird  Ton  den 
MischungSTerh&ltnissen  abhängen.  Je  geringer  die  Menge  ist,  mit  der 
ein  Bestandtheil  an  einer  Mischung  theilnimmt,  desto  grösser  Beine 
Zertheilung,  desto  mehr  nähert  er  sich  in  der  Mischung  gasiger 
Beschaffenheit.  Es  kann  vorkommen,  dass  er  in  der  Mischung  Töllig 
die  Rolle  eines  idealen  Gases  spielt,  indem  seine  Molekeln  so  sehr  ans 
einander  gerückt  sind,  dass  sie  sich  gegen  einander  wie  die  Molekeln 
eines  idealen  Gases  verhalten.  Hier  können  wir  also  voraussehen,  dass 
je  nach  ihrer  Betheiligung  bei  einem  Gemisch  eine  Flüssigkeit  alle 
Zustände  von  dem  Zustande  eines  idealen  Gases,  die  Stufen  der 
wirklichen  Gase,  der  Dämpfe,  bis  zu  dem  Zustande  einer  Flüssigkeit 
durchmachen  könnte. 

Genau  das  Nämliche  gilt  für  Lösungen,  und  so  eigenartig  es 
klingt,  so  kann  gleichwohl  eine  feste  Substanz  in  einer  Lösung  die 
Rolle  eines  idealen  Gases  spielen.  Sie  kann  auch  als  Flüssigkeit  auf- 
treten und  zuletzt  als  fester  Körper.  Hier  ist  der  Bereich  der  Möglich- 
keiten also  noch  grösser  und  alles  hängt  ab  von  dem  Grade  der  Be- 
theiligung an  der  Lösung.  Möglich  ist  es  dabei,  dass  ein  fester  Körper 
nicht  alle  Stufen  durchzumachen  vermag,  namentlich  nicht  als  Flüssig- 
keit betrachtet  werden  kann,  da  bekanntlich  (S.  234)  manche  feste 
Körper  beim  Schmelzen  sich  zusammenziehen,  eine  Zertheilung  bei 
ihnen  also  nicht  gleichbedeutend  ist  mit  einer  Annäherung  an  den 
flüssigen  Zustand;  sie  könnten  dann  sogar  unter  Umständen  in  der 
Lösung  noch  fester  werden,  als  sie  allein  waren. 

Indessen  darf  man  derartige  Yorauseichten  und  Erweiterungen 
nicht  allzu  wörtlich  nehmen  und  nicht  übertreiben.  Sie  stützen  sich 
darauf,  dass  beim  Mischen  oder  Lösen  eine  Auseinanderziehung  der 
Molekeln  zu  grösseren  Abständen  von  einander  für  jeden  Bestand- 
theil stattfindet.  Allein  ein  Gas  ist  nicht  bloss  dadurch  definirt,  dass 
seine  Molekeln  von  einander  weit  abstehen,  es  gehört  zum  Begriff  des 
Gases  z.  B.  auch,  dass  seine  Molekeln  auch  jede  für  sich  einen  hinläng- 
lichen Raum  zur  Bewegung  haben,  das  heisst,  dass  keine  Hemmnisse 
durch  andere  Körper  vorhanden  sind.  Gerade  das  aber  findet  bei 
Mischungen  und  Lösungen  nicht  statt.  Die  betreffenden  Molekeln  des 
etwa  als  Gas  anzusprechenden  Bestandtheils  sind  rings  von  Molekeln 
von  Flüssigkeit  umgeben,  sie  erfahren  von  diesen  Einwirkungen  und 
werden  in  ihren  Bewegungen  durchaus  gehemmt.  Die  Molekeln  ver- 
halten sich  demnach  zu  einander  nicht  so  wie  im  freien  Zustande  eines 
Gases,  und  schliesslich  kann  es  sein,  dass  von  der  ganzen  Aehnlichkeit 
mit  dem  gasigen  Zustande  nichts  weiter  bleibt  als  der  mittlere  Abstand 
der  Molekeln,  während  alle  sonstigen  Eigenschaften,  die  wir  Gasen 
zuschreiben,  mangeln,  z.  B.  beliebige  Expansibilität,  Ungeordnetheit 
der  molekularen  Bewegung  u.  s.  f.  Ja  es  ist  sogar  denkbar,  dass  ein 
solches  „Gas"  im  Gemisch  oder  in  der  Lösung  vielmehr  die  Eigen- 
schaften eines  starren  Körpers  hat  als  die  eines  Gases.    Gleichwohl  ist 
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es  gelungen,  auf  Grund  der  obigen  Anschauung  einige  Gesetze  für  das 
Verbalten  der  Bestandtbeile  in  Mischungen  und  Lösungen  abzuleiten, 
welche  sich  in  der  Anwendung  gut  bewährt  haben,  so  dass  ihnen  eine 
gewisse  Berechtigang  nicht  abzustreiten  ist. 

Mit  der  Mischung  und  Lösung  ist  häufig  auch  eine  Zertheilung, 
DiBsociation,  der  Molekeln  selbst  verbunden,  die  Bedingungen  dafür 
werden  wir  später  kennen  lernen. 

Sieht  man  davon  ab,  die  Rolle  der  einzelnen  Bestandtbeile  in 
Mischungen  oder  Lösungen  zu  studiren,  so  kann  man  diese  Körper 
wie  einheitliche  behandeln,  denn  innerhalb  gewisser  Grenzen  von  Tem- 
peratur und  Druck  verhalten  sie  sich  nicht  anders  als  die  einheitlichen 
Körper.  So  ist  man  auch  früher  verfahren  und  verfährt  auch  jetzt  für 
eine  grosse  Reihe  von  Fragen.  Man  weiss  sogar,  dass  für  manche 
Yerhältnisse  es  ziemlich  gleichgültig  ist,  ob  eine  Substanz  eine  andere 
beigemischt  bezw.  gelöst  enthält  oder  nicht.  Eine  genaue  Einsicht 
verlangt  aber  naturgemäss  die  Untersuchung  des  Einflusses  jedes  Be- 
standtheils. 


74.    Misohungs-  und  LöBuugBverhftltniBse. 

Gase  mischen  sich  mit  einander  in  allen  möglichen  Verhältnissen, 
und  dieses  anscheinend  auch  unter  allen  Umständen,  so  lange  sie  als 
Gase  angesprochen  werden  können.  Ihre  Mischungen  sind  wiederum 
gasförmig. 

Die  Lösung  von  Gasen  in  Flüssigkeiten  oder  festen 
Körpern  bezeichnet  man  als  Absorption,  oder,  namentlich  wenn  es 
sich  um  solche  in  festen  Körpern  handelt,  als  Occlusion.  Man  nimmt 
hier  wie  in  allen  anderen  Fällen  an,  dass  die  Gasmolekeln  zunächst 
durch  die  Oberfläche  in  die  Flüssigkeit  bezw.  den  festen  Körper  ein- 
dringen und  von  dort  durch  Diffusion  sich  weiter  verbreiten,  so  dass 
durch  die  Oberfläche  immer  mehr  Gas  nachdringen  kann.  Der  Vor- 
gang ist  in  der  Regel  ein  sehr  langsamer  (in  manchen  Fällen  freilich 
auch  ein  sehr  rascher)  und  besteht  so  lange,  bis  die  den  Umständen 
entsprechende  Gasmenge  absorbirt  ist.  Es  hängt  diese  Menge  ab  von 
der  Menge  der  absorbirenden  Substanz,  der  sie  proportional  ist,  sodann 
von  dem  Druck,  unter  dem  Gas  und  Substanz  stehen,  und  von  der 
Temperatur.  Man  nennt  nach  Bunsen  dasjenige  auf  0^  und  den  Druck 
einer  Atmosphäre  reducirte  Gasvolumen,  welches  von  einer  Volumen- 
einheit der  Flüssigkeit  oder  der  festen  Substanz  unter  dem  Druck 
einer  Atmosphäre  absorbirt  wird,  den  Absorptionscoefficienten. 
Herr  Ostwald  ^)  bezeichnet  noch  als  Löslichkeit  eines  Gases  „das 
Verhältniss  des  bei  irgend  einem  Druck  und  irgend  einer  Temperatur 


')  Stüchiometrie  1891,  S.  616. 
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absorbirten  Gasvolumens  zu  dem  absorbirenden  Volumen*'.  Henry 
hat  entdeckt,  dasB  die  Absorption  der  Gase  in  FlAssigkeiten 
nach  Volumen  bei  gleicher  Temperatur  unabhängig  Tom 
Druck  vor  sich  geht,  unter  dem  die  Gase  stehen.  Ist  also  das 
absorbirte  Gasvolumen  bei  irgend  einer  Temperatur  t  und  unter  dem 
Druck  F  gleich  j?p,  so  beträgt  es  bei  gleicher  Temperatur  unter  dem 
Druck  p  auf  den  Druck  P  umgerechnet  nach  diesem  Henry 'sehen 
Gesetz 

Bp  =  Bp—' 

Ohne  Umrechnung  auf  den  Druck  P  ist  es  stets  das  nämliche  Bp, 

Daraus  ergiebt  sich,  dass  der  AbsorptionscoSfficient  /3  nur  bestimmt 
ist  durch  das  Verhältniss  des  bei  irgend  einem  Druck  absorbirten  Gas- 
volumen s  zum  Volumen  der  absorbirenden  Flüssigkeit  und  durch  die 
Temperatur,  welche  zur  Keduction  des  GasTolumens  auf  0^  dient.  Ist  ß 
dieser  Codfficient,  A  die  Löslichkeit  und  bezeichnen  Vg,  V/  die  Volu- 
mina des  absorbirten  Gases  und  der  absorbirenden  Flüssigkeit,  beide 
unter  den  gegebenen  Verhältnissen,  so  hat  man 

1 


ß  =  lL 


^T^r«7'^  =  %-^  =  ''(^  +  «*>- 


B  =  ß  Vf  ^  (auf  den  Druck  P  umgerechnet). 

oc  bedeutet  den  Ausdehnungscoefficienten  des  betreffenden  Gases. 

Das  Henry' sehe  Gesetz  kann  man  noch  in  anderer  Weise  aus- 
sprechen. Da  bei  gleichem  Volumen  das  Gewicht  eines  Gases  propor- 
tional dem  Drucke  anwächst,  so  besagt  dieses  Gesetz,  dass  die  Masse 
des  von  einer  Flüssigkeit  absorbirten  Gases  proportional  ist 
dem  jeweiligen  Druck.  Andererseits  ist  bei  gleichem  Volumen  die 
Molekelzahl  eines  Gases  proportional  der  Masse,  somit  wächst  die 
von  einer  Flüssigkeit  absorbirte  Zahl  Molekeln  eines  Gases, 
also  auch  dieConcentration,  proportional  dem  Drucke,  unter 
dem  die  Absorption  geschieht. 

Folgende  Tabelle  nach  den  Versuchen  von  Ehanikoff  und 
Longuinine^)  über  die  Absorption  von  Kohlensäure  in  Wasser  zeigt 


p 

B 

1 

!      p 

1 

B 

697,7 

1,0289 

1 

1    2188,7 

1,1023 

809,0 

1,0908 

2369,0 

1,1182 

1289,4 

1,1274 

2554,0 

1,1065 

1469,9 

1,1179 

2738,3 

1,1110 

2002,1 

1,1037 

1    3109,5 

1,1000 

*)  Winkelmann's  Bncyklopädie  der  Physik,  Bd,  1,  8.  672. 


Das  Henry 'sehe  Oesetz  der  OasabsorptioD.  433 

die  Gültigkeit  des  Henry' sehen  Gesetzes,  p  ist  der  Druck  in  Milli- 
meter Hg,  B  das  unter  diesem  Drack  jeweilig  absorbirte  Gasvolamen. 
Die  Temperatur  war  in  allen  Fällen  gleich. 

Versuche  yon  Sims  für  die  Absorption  von  schwefliger  Säure  in 
Wasser  ergaben  eine  mit  wachsendem  Druck  allmählich  eintretende 
Abnahme  des  absorbirten  Volumens.  Das  Gewicht  wuchs  also  lang- 
samer als  dem  Drucke  entsprach.  Gleiches  fanden  Andere  für  die 
Absorption  von  Ammoniak  ^).  Nennt  man  6r  die  absorbirte  Masse, 
so  war 

für  schweflige  Säure: 
p  =    0,05       0,1       0,2       0,3       0,4       0,5       1,0       1,8     m  Hg 

a 

—  =    0.30      0,27     0,25     0,24     0,24     0,24     0,23     0,23 

für  Ammoniak: 
p  =    0,06       0,1       0,2       0,3       0,4       0,5       0,7  m  Hg 

2,0         1,6       1,2       1,0       0,9     0,8       0,7 


p  =   1,0      1,4     1,5     1,9     2,0 


G^ 
P 


0,6       0,5       0,5       0,5       0,5 


Namentlich  bei  Ammoniak  ist  hiemach  von  einer  Gültigkeit  des 
Henry' sehen  Gesetzes  kaum  noch  zu  sprechen,  denn  statt  constant  zu 

bleiben,  fällt  hier  die  Verhältnisszahl  —  von  0,06  bis  2,0  m  Hg  Druck 

auf  ein  Viertel  seines  Anfangsbetrages.  Nach  allen  Versuchsreihen 
nimmt  die  Abweichung  vom  Henry' sehen  Gesetz  mit  wachsendem 
Drucke  ab,  sie  ist  am  stärksten  bei  geringen  Drucken. 

Bei  Absorption  in  festen  Körpern  finden  die  Abweichungen  vom 
Henry' sehen  Gesetz  im  umgekehrten  Sinne  statt,  wie  bei  der  Ab- 
sorption in  Flüssigkeiten,  indem  das  absorbirte  Gasvolumen  mit  wach- 
sendem Druck  steigt,  statt  zu  fallen.  Herr  Ghappuis^)  hat  die  Ab- 
sorption von  Kohlensäure  in  Pfaffenhut  -  Holzkohle  untersucht  unter 
63  von  1,13  mm  Hg  bis  763,38  mm  Hg  steigenden  Drucken.  Die  Zu- 
nahme des  absorbirten  Gasquantums  geht  stetig  vor  sich  und  steigt 
von  10,5  bis  1165,7,  also  bis  zu  mehr  als  dem  hundertfachen  Betrage. 
Die  Zunahme  geht  erst  sehr  rasch  vor  sich,  und  dann  immer  lang- 
samer.    So  war: 


^)  Winkelmann's  £iicyklopädie  der  Physik,  Bd.  1,  8.  376. 
■)  Wiedem.  Ann.,  Bd.  12,  8.  171. 
Weinstein,  Thermodynunik.    IL  28 
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p 

B 

P 

B 

1.13 

10,497 

94,37 

491,84 

9,05 

91,169 

137,95 

602,752 

16,25 

149,289 

215,68 

744,029 

24,94 

208,391       1 

335,00 

892,762 

39,75 

289,629       1 

503,60 

1032,670 

65,67 

398,768 

763,38 

1165,654 

Von  der  Mitte  des  Drackintervalls  bis  sum  höchsten  Druck  steigt  die 
absorbirte  Gasmenge  nur  so  viel  etwa,  wie  vom  Anfangsdruck  1,13  bis 
zum  Drack  40  mm  Hg.  Für  höhere  Drucke  als  die  von  Chappnis 
benutzten  liegen  Angaben  von  Hnnter^)  yor,  die  diesen  Gang  der 
Absorption  nahezu  bestätigen.  Es  ist  für  Absorption  in  Cocosduss- 
holzkohle 

Druckzunahme: 

760  bis  1100      1100  bis  1626      1626  bis  2324      2324  bis  3793 

Absorptionszunahme: 

14,1  8,2  12,5  24,4 

Aehnlich  sind  die  Verhältnisse  bei  der  Absorption  von  Ammoniak  in 
Kohle.  Indessen  darf  nicht  ausser  Acht  gelassen  werden,  dass  die  Ab- 
sorption in  Kohle,  welche  ein  poröser  Körper  ist,  nicht  mit  der  in  con- 
tinuirlicher  Substanz,  wie  Flüssigkeiten,  yerglichen  werden  kann,  da  es 
sich  bei  solchen  porösen  Körpern  mehr  um  eine  Ocdusion  in  den 
Poren,  also  mehr  um  eine  Adsorption  handelt,  als  um  eine  wirkliche 
Lösung  in  der  Substanz. 

Was  die  Abhängigkeit  von  der  Temperatur  anbetrifft,  so  nimmt 
in  der  Regel  die  Absorption  ab,  wenn  Wärme  zugeführt  wird,  gelöste 
Gase  werden  also  aus  den  Losungsmitteln  durch  steigende  Temperatur 
ausgetrieben.     So  haben  wir: 


Tem- 


Absorptionscoäfficient 


peratur 

!               N. 

1 
Wasser 

in 

H. 

in 

0. 

in 

•c. 

Alkohol 

Wasser 

Alkohol 

Wasser 

Alkohol 

0 

'     0,02035 

0,1263 

0,01930 

0,06925 

0,04114 

0,2840 

5 

I          1794 

1244 

1930 

6853 

3628 

2840 

10 

1607 

1228 

1930 

6786 

3250 

2840 

15 

1478 

1214 

1930 

6725 

2989 

2840 

20 

1403 

1204 

1930 

6668 

2838 

2840 

^)  Winkelmann's  Encyklopädie  der  Physik,  Bd.  1,  8.  673. 
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In  zwei  Fällen  bleibt  die  Absorption  im  ganzen  Temperaturintervall 
gleich,  für  Wasserstoff  in  Wasser  und  für  Sauerstoff  in  Alkohol. 
Gleiches  gilt  fftr  Eohlenoxyd  in  Alkohol  und  wird  wohl  auch  noch  in 
manchen  anderen  Fällen  stattfinden  ^).  Wo  eine  Abnahme  erfolgt 
verlangsamt  sie  sich  mit  wachsender  Temperatur,  denn  setzt  man 

ß  =  Ä  +  Bt  +  Ct\ 

so  ist  B  stets  negativ  und  C  stets  positiv.  Ob  man  hieraus  schliessen 
darf,  das 8  die  Absorption  nur  bis  zu  einer  bestimmten  Temperatur  ab- 
nimmt und  dann  zunimmt,  ist  zweifelhaft;  das  Absorptionsminimum 

wurde  eintreten  bei  <  =  —  ^r-^- ,  z.  B.  für  Stickstoff  in  Wasser  schon 

bei  25^,  und  für  ähnlich  relativ  niedrige  Temperaturen  in  vielen 
anderen  Fällen. 

Nach  Herrn  Tadeusz  Estreich  er  ^)  soll  das  in  der  That  für  die 
Absorption  von  Helium  stattfinden.  Die  Löslichkeit  nimmt  bei  diesem 
Element  bis  zu  einem  Minimum,  welches  bei  etwa  ^  =  26^  stattfindet, 
ab  und  wächst  dann  bis  50®  sicher  an;  freilich  nur  sehr  langsam,  denn 
sie  ist  bei  60®  nur  so  gross,  wie  etwa  bei  14®.  Bohr  und  Bock') 
haben  ein  ähnliches  Verhalten  für  Wasserstoff  gefunden,  woselbst  das 
Minimum  sich  bei  60®  etwa  befindet.  Immerhin  scheint  es  doch  nicht 
80  sicher  festgestellt  zu  sein,  dass  nicht  Zweifel  möglich  sind.  Findet 
ein  solches  Minimum  thatsächlich  statt,  so  wird  die  Lösungscurve  bei 
weiter  steigender  Temperatur  noch  einmal  wenden  müssen.  Nach 
Sims  ist  für  Absorption  von  schwefliger  Säure  im  Wasser 

Temperatur: 
8       12       16       20       24       28       32       36       40       44       48  »C. 
Absorbirte  Menge: 
58,7    49,6    42,2    36,4    32,3    28,9    25,7    22,8    20,4    18,4    16,4 

Die  Volumina  nehmen  immer  weniger  ab,  aber  wie  weit,  lässt  sich 
nicht  sagen.  Eine  zweigliedrige  Formel  benutzt  Herr  Wroblewski 
für  den  Gang  der  Absorption,  nämlich 

B  =  1,9561  —  0,02665  <  für  Stickoxyd, 

B  =  1,2779  —  0,01576  e  für  Kohlensäure, 

beides  im  Temperaturintervall  5®  bis  20®.  Für  die  Absorption  von 
Kohlensäure  in  Pfaffenhut-Holzkohle  ist  nach  Chappuis 


/)  Hinuchtlich  der  Genauigkeit  der  Zahlen  ist  Ostwald,  Stöchiometrie, 
1B91,  S.  618  zu  vergleichen. 

')  Zeitschr.  f.  physik.  Chemie,  Bd.  31,  S.  184. 
')  Wiedem.  Ann.,  Bd.  44,  8.  318. 
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t  =    0      15     37     46     56     63     73     83  «C. 
B  =   77     62     44     38     31     27     23     19  . 

Die  Abnahme  geht  zuletzt  fast  proportional  der  steigenden  Temperatur. 
So  ist  also  alles  noch  recht  unsicher  und  von  einer  analytischen  Dar- 
stellung noch  keine  Rede  ^). 

Im  Uebrigen  hängt  alles  ab  von  der  Natur  der  absorbirenden  und 
der  absorbirten  Substanz.  So  absorbirt  Wasser  bei  Atmosphärendruck 
und  gewöhnlicher  Temperatur  von  Ammoniakgas  das  730  fache  seines 
eigenen  Volumens,  dagegen  Ton  Stickstoff  kaum  Vto«  "^on  Wasserstoff 
etwa  V&o«  ^0^  Kohlensäure  Vit  ▼on  schwefliger  Säure  das  44  fache  u.  s.f. 
Andererseits  löst  sich  Grubengas  in  Alkohol  im  zehnfachen  Betrage  wie 
in  Wasser,  schweflige  Säure  in  mehr  als  dreifachem  u.  s.  f.  Es 
scheint,  dass,  wenn  eine  Flüssigkeit  von  einem  Gase  mehr  absorbirt 
als  eine  andere  Flüssigkeit,  sie  ihr  in  Bezug  auf  alle  Gase  überlegen 
ist,  und  dass  ein  Gas,  welches  sich  in  einer  Flüssigkeit  leichter  löst 
als  ein  anderes,  es  in  allen  Flüssigkeiten  thut.  Leichtes  Absor- 
biren und  leichte  Absorbirbarkeit  wäre  also  eine  besondere 
Eigenschaft  der  Substanzen.     Doch  giebt  es  Ausnahmen. 

Bei  festen  Körpern  kommt  ausser  der  Substanz  auch  noch  die 
äussere  Beschaffenheit  in  Frage;  das  sogenannte  Platinmohr  (Platin- 
pulyer)  kann  das  250  fache  seines  Volumens  Sauerstoff  absorbireo, 
woTon  beim  consistenten  Platin  keine  Rede  ist.  Auch  handelt  es  sich 
bei  gepulyerten  Substanzen,  wie  schon  bemerkt,  nicht  sowohl  um  Ab- 
sorption als  vielmehr  um  oberflächliche  Adsorption.  Indessen  absor- 
birt consistentes  Palladium  bis  zum  1000  fachen  seines  Volumens  an 
Wasserstoff,  und  auch  Eisen  yermag  von  diesem  Gase  ziemlich  viel 
wirklich  aufzunehmen. 

Wenn  mehrere  Gase  absorbirt  werden,  so  sollen,  entsprechend 
dem  Henry'schen  Gesetz,  die  absoluten  Massen  im  Ver- 
hältniss  der  Partialdrucke  stehen.  Material  zur  hinreichenden 
Beurtheilung  dieses  D alt on' sehen  Gesetzes  scheint  nicht  vorhanden 
zu  sein. 

Die  Absorption  in  Flüssigkeiten,  welche  schon  Lösungen  sind,  ist 
manchmal  geringer  als  in  den  reinen  Flüssigkeiten.  So  soll  reines 
Wasser  yon  0^  fast  doppelt  so  viel  Ammoniak  absorbiren,  als  wenn  es 
25  Proc.  Kali  enthält,  und  dieses  Verhältniss  soll  sich  bei  allen  Tem- 
peraturen (bis  25®)  wieder  finden.  Umgekehrt  wird  die  Absorptiona- 
fähigkeit  gesteigert,  wenn  im  Wasser  salpetersaurer  Kalk  gelöst  ist 
und  zwar  um  so  mehr,  je  mehr  solcher  Kalk  sich  in  Lösung  befindet 
Die  folgende  Zusammenstellung  zeigt  beides: 


')  Vergl.  auch  Bohr  in  Wiedem.  Ann.,   Bd.  62  (1897),   S.  644  ff.  and 
Bd.  68,  S.  501. 
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t 

Wasser 

Wasser  +  11,25  Proc.          Wasser  +  25,25  Proc. 
Kali                                          Kali 

0 

8 

16 

24 

90,00 

72,75 

59,75 

'        49,50 

72,00 
57,00 
46,00 
37,25 

49,59 
37,49 
28,72 
21,90 

Wasser 


Wasser  -f-  28,4  Proc. 
salpeterianrer  Kalk 


Wasser  -|-  59,0  Pi-oc. 
salpetersaurer  Kalk 


0 

8 

16 


t  90,00 
72,75 
59,75 


96,25 
78,50 
85,00 


104,50 
84,75 
70,50 


Indessen  spielen  bei  derartigen  Absorptionen  auch  cbemische  Um- 
setzungen zwischen  den  Gasen  und  den  gelösten  Stoffen  mit.  Lösungen, 
welche  Stoffe  enthalten,  die  mit  dem  Gase  keine  chemische  Veränderung 
eingehen,  werden  nur  durch  ihre  Gegenwart  auf  die  Absorption  (ver- 
ringernd) wirken,  fQr  sie  wird  also  das  Henry^sche  Gesetz,  innerhalb 
der  diesem  Gesetze  Überhaupt  gesteckten  Grenzen,  Geltung  haben. 
Wenn  jedoch  die  gelösten  Substanzen  mit  dem  Gase  chemische  Ver- 
bindungen bilden,  .so  wird  ein  Theil  des  absorbirten  Gases  hierzu  ver- 
wendet und  es  wird  im  Allgemeinen  mehr  Gas  absorbirt  werden  müssen, 
als  dem  Lösungsmittel  entspricht,  wobei  zugleich  auch  Abweichung 
Yom  Henry 'sehen  Gesetz  stattfinden  kann.  Ostwald^)  führt  aus  den 
Untersuchungen  von  Ssetschenow  folgende  Keihe  von  Natron- 
salzen an : 


Natriumcarbonat,  Nag  00$ 
Borax,  Na^  B4  O7 
Dinatriumphosphat,  Na^  HPO4 
Natrinmacetat,  Na  Cg  Hg  O9 
Natriumeitrat,  Naj  Cß  H5  O7 


Natriumoxalat,  Na^  C^  O4 
Natrium! actat,  Na  €3  H5  0^ 
Natrinmnitrat,  NaNOs 
Chlornatrium,  NaCl 
Natriumsulfat,  Na2S04 


Die  links  stehenden  Natriumsalze,  in  Wasser  gelöst,  vermehren 
die  Absorptionsfähigkeit  der  Kohlensäure,  wie  der  schon  angeführte 
Salpetersäure  Kalk  es  für  Ammoniak  thut,  indem  sie  Kohlensäure 
binden,  und  müssen  sie  aus  diesem  Grunde  proportional  ihrer  Menge 
vermehren.     Die  rechts  stehenden  sind  indifferent  für  Kohlensäure,  sie 


^)  Ostwald,  Stöcbiometrie,  1891,  S.  629. 
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Terringern  durch  ihre  Anwesenheit  die  Absorption,  stören  jedoch  die 
Gesetze  der  Absorption  nicht.  Natriumoxalat  vermittelt  den  lieber- 
gang  von  der  einen  Gmppe  der  Natriomsalze  zur  anderen.  Für  che- 
misch auf  das  Gas  nicht  einwirkende  Salzlösungen  soll  der  Absorptions- 
cogfficient  mit  dem  Salzgehalt  durch  die  Formel  verbunden  sein  ^) 

X  bedeutet  den  Salzgehalt,  ß^  den  Werth  von  ß  für  die  reine  FlüBsig- 
keit.  Für  o;  =  oo  wäre  /3  =  0.  Die  Formel  ist  ganz  plausibel,  soll 
jedoch  die  Ergebnisse  unmittelbarer  Beobachtungen  nicht  vollständig 
darstellen. 

Bemerkenswerth  sind  noch  folgende  Ermittelungen:  Lösungen, 
welche  äquivalente  Mengen  chemisch  ähnlicher  Salze  enthalten,  weisen 
nahezu  gleiche  Absorptionscoefficienten  auf.  Bei  äquivalenten  Lösungen 
verschiedener  Salze  mit  gleichem  Metall  und  verschiedenem  Saure- 
radical  oder  gleichem  Radical  und  verschiedenem  Metall  folgen  die 
Absorptionscoöfficienten   unabhängig  vom  Metall  bezw.  dem  Radical. 

Auch  die  Zumischung  von  Flüssigkeit  anderer  Art  bringt  Ver- 
änderungen in  der  Absorptionsfähigkeit  hervor.  Das  auffallendste 
Beispiel  hierfür  bieten  die  Mischungen  von  Alkohol  und  Wasser.  Al- 
kohol hat  eine  stärkere  Absorptionsfähigkeit  als  Wasser,  die  Zu- 
mischung von  Alkohol  zu  Wasser  verringert  aber  die  Absorptions- 
fähigkeit des  Wassers  zunächst.  Späterhin  nimmt  sie  selbstverständlich 
wieder  su,  da  sie  zuletzt  gleich  der  Absorptionsfähigkeit  des  Alkohols 
werden  muss.  Das  Minimum  der  Absorptionsfähigkeit  soll  einem  Ge- 
misch von  etwa  30  Proc.  Alkohol  zukommen.  Ein  ähnliches  Ver- 
hältniss  findet  statt,  wenn  Schwefelsäure  zu  Wasser  gemischt  wird. 
Rein  haben  beide  fast  gleiche  Absorptionsfähigkeit,  gemischt  jedoch 
zunächst  eine  geringere,  als  einer  dieser  Flüssigkeiten  zukommt;  das 
Minimum  liegt  bei  der,  bald  noch  zu  erwähnenden  Mischung,  HsS04HaO. 

Wir  gehen  zu  den  Mischungen  von  Flüssigkeiten  mit 
Flüssigkeiten  über.  Flüssigkeiten  können  sich  wie  Gase  in  allen 
Verhältnissen  mit  einander  mischen,  oder  nur  in  bestimmten  Verhält- 
nissen, oder  überhaupt  nicht.  Beispiele  sind:  für  den  ersten  FaU 
Wasser  und  Alkohol,  Wasser  und  Schwefelsäure,  für  den  zweiten 
Wasser  und  Aether,  für  den  dritten  Wasser  und  Quecksilber.  Zu  dem 
letzteren  Fall  bemerkt  Herr  Ostwald^),  dass  er  nur  in  sehr  wenigen 
Combinationen  zutreffen  dürfte.  Denn  da  alle  Gase  sich  in  Flüssig- 
keiten lösen,  werden  es  auch  alle  Dämpfe  thun.  Also  wird  jede 
Flüssigkeit  jeden  Dampf  absorbiren,  auch  den  derjenigen  Flüssigkeit-, 
mit  welcher  sie  sich  anscheinend  nicht  mischt.  „Eine  Lösung  des 
Dampfes  aber  wäre  von  einer  Lösung  der  Flüssigkeit  selbst  nicht  zu 


*)  Stöchiometrie,  8.  632. 
•)  Ebend.,  1891,  B.  635. 
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unterscheiden/  Das  letztere  bezieht  sich  wohl  nur  auf  gewisse  Eigen- 
schaften der  Lösung,  denn  Herr  Ostwald  scheint  ein  gelöstes  Gas 
innerhalb  der  Flüssigkeit  nicht  als  Flüssigkeit  zu  betrachten.  ,,Die 
absorbirten  Gastheilchen  bilden  ebensowohl  einen  Bestandtheil  der 
Flüssigkeit,  wie  die  Molekeln  dieser  selbst,  das  absorbirte  Gas  ist 
aber  nicht  eine  Flüssigkeit  innerhalb  des  Lösungsmittels  ^).^  Und  ich 
wüsste  nicht,  was  man  diesem  entgegensetzen  könnte.  Der  dritte  Fall 
besteht  vielleicht  nur  für  die  Mischung  von  Quecksilber  mit  anderen 
Flüssigkeiten  unter  normalen  Verhältnissen. 

Ueber  Mischungen  der  ersten  Art  ist  an  dieser  Stelle  nichts  zu 
sagen.  Mischungen  der  zweiten  Art  hängen  davon  ab,  welche  Flüssig- 
keit man  mit  der  anderen  mischt.  Wasser  soll  Aether  im  Verh&ltniss 
Ton  100  zu  9,5  lösen,  aber  Aether  Wasser  unter  gewöhnlichen  Um- 
ständen überhaupt  nicht.  Alkohol  löst  Schwefelkohlenstoff  im  Ver- 
hältniss  von  100  zu  40,  Schwefelkohlenstoff  Alkohol  nur  im  Verhält- 
nis3  von  100  zu  7.  Ferner')  „nimmt  die  Löslichkeit  von  Amylalkohol 
in  Wasser  mit  wachsender  Temperatur  ab,  die  von  Wasser  in  Amyl- 
alkohol dagegen  zu**,  wobei  eine  Grenztemperatur  vorhanden  sein 
soll,  oberhalb  deren  die  gegenseitige  Löslichkeit  nach  gleichem  Ge- 
setze sich  ändert.  Ueberhaupt  ist  die  Löslichkeit  von  Flüssigkeiten 
in  einander  eine  Function  der  Temperatur.  Phenol  löst  sich  mit 
wachsender  Temperatur  mehr  und  mehr  in  Wasser,  oberhalb  80®  C.  ist 
es  mit  diesem  in  allen  Verhältnissen  mischbar,  ähnlich  verhalten  sich 
Isobutylalkohol,  Kresol,  Anilin  bei  Temperaturen  zwischen  115®  und 
1250  (s.  u.). 

Für  Flüssigkeiten,  welche  sich  mit  einander  in  allen  Verhält- 
nissen mischen,  ist  es  gleichgültig,  welche  von  ihnen  das  Lösungsmittel 
und  welche  das  Gelöste  ist.  Für  Flüssigkeiten,  die  es  nicht  thun, 
stellen  wir  die  Löslichkeit  der  Componente  B  in  Ä  als  Function  der 
Temperatur  graphisch  dar ,  ebenso  die  der  Componente  Ä  in  B»  Ver- 
schmelzen diese  beiden  Gurven  für  gewisse  Temperaturen  vollständig 
mit  einander,  so  werden  sich  die  Flüssigkeiten  für  diese  Temperaturen 
in  allen  Verhältnissen  mischen.  Schneiden  sie  sich  nur  in  einem 
Punkte  oder  in  mehreren  Punkten,  so  wird  vollständige  Mischbarkeit 
nur  für  eine  Temperatur  oder  für  einzelne  Temperaturen  stattfinden. 
Kommen  die  Curven  überhaupt  nicht  zusammen,  so  findet  auch  nie- 
mals vollständige  Mischbarkeit  statt. 

Folgende  Zahlen  nach  Alexejew')  stellen  die  Verhältnisse  für 
Mischungen  von  Anilin,  Phenol  und  Benzoesäure  in  Wasser  dar: 


^)  I.  c,  8.  624. 

')  Abascheff  und  Alexejew  bei  Ostwald,  1.  c,  8.  688. 

')  Wiedem.  Ann.,  Bd.  28,  8.  305  ff. 
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AnUin 
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1 
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81 
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25 

— 
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— 
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8 

— 
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Die  Zahlen  über  dem  mittleren  Strich  gehören  der  Löslichkeit  f&r  die 
betreffende  Temperatur  in  Wasser  je  nach  der  Temperatur,  die  Zahlen 
unter  diesem  Strich  geben  die  Löslichkeiten  von  Wasser  in  diesen  Sub- 
stanzen je  nach  der  Temperatur.  Zusammen  stellen  sie  also  je  zwei 
Löslichkeitscuryen  dar,  die  bei  Anilin  in  der  N&he  von  165^  oder  170S 
bei  Phenol  in  der  Ton  67^  oder  70^  bei  Benzoesäure  in  der  von  115^ 
oder  120^  verschmelzen,  so  dass  in  diesen  Temperaturen  Mischbarkeit 
in  allen  Verhältnissen  stattfände.  Die  geringe  Aenderung  der  Tem- 
peratur in  der  Umgebung  der  Grenztemperatur  bei  starker  Aendemog 
der  Löslichkeit  thut  dar,  dass  es  sich  hier  in  der  That  um  ein  ye^ 
schmelzen  der  Löslichkeitscuryen,  die  ja  auch  GleichgewichtscurTen 
sind,  handelt,  nicht  bloss  um  ein  Durchschneiden.  Der  normale  Ver- 
lauf scheint  dabei  zu  sein,  dass  nach  Ueberschreitung  der  Grenze  die 
Temperatur  wieder  fallt.  Es  kommen  jedoch  auch  Ausnahmen  Yor. 
Bei  Lösungen  von  Di-  und  Triäthylamin  in  Wasser  steigt  die  Tem- 
peratur nach  Ueberschreitung  der  Grenze  noch  weiter.  So  betragt  bei 
Diäthylamin  für  die  Lölichkeit  45,42  die  Temperatur  134,5<>  und  für 
die  62,35  nicht  weniger,  sondern  mehr,  154^  Diese  schwer  zu  deutende 
Thatsache  war  schon  Gutherie  bekannt  und  ist  von  Alexejew  be- 
stätigt worden  i). 

Van  der  Waals  glaubt,  dass  ein  Zusammentreffen  und  Ver- 
schmelzen der  beiden  Löslichkeitscuryen  immer  stattfinden  wird, 
wenn  nur  der  Druck  tief  genug  ist,  unter  dem  die  Lösung  bewirkt 


M  Siehe  jedoch  V.  Bothmund  in  Zeitschr.  f.  physik.  Chemie,  Bd.  26, 
S.  459  flf.,  der  zu  ganz  anderen  Ergebnissen  gelangt  i«t. 
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wird.  Er  beruft  sich  auf  folgende  Versuche  ^).  Nimmt  man  ein  Ge- 
menge Ton  9  Vol.  COs  und  1  Vol.  Luft,  so  ist  dieses  zunächst  homogen. 
Bei  25^  hat  dieses  Gemenge  seine  kritische  Temperatur.  Der  kritische 
Druck  ist  77,5  Atm.  Es  ist  noch  homogen.  Erniedrigt  man  die  Tem- 
peratur auf  23,5^  wobei  der  Druck  auf  73  Atm.  föllt,  so  findet  eine 
Trennung  in  zwei  Theüe  statt,  das  Gemenge  wird  also  inhomogen. 
Steigert  man  aber  nun  den  Druck  bis  95  Atm.,  so  wird  das  Gemenge 
wieder  homogen.  Entsprechend  fand  er  das  Wiedereintreten  der 
Homogenitat 

bei:     23,5     20,4     19,2       2       «C. 
unter  dem  Druck:       95       103      106     145    Atm., 

nachdem  yorher  Inhomogenität  bestand.  Van  der  Waals  fahrt  auch 
Versuche  von  Gailletet  an  mit  einem  Gemisch  von  5  Vol.  CO2  und 
1  Vol.  Luft     Das  Wiedereintreten  der  Homogenität  fand  statt 

bei:      5,5       10       13       18       19       ^C. 
unter  dem  Druck:     132      124     120     113     110    Atm. 

Der  Druck  nimmt  mit  fallender  Temperatur  zu.  Er  ist  der  Ansicht, 
dass  letzteres  Verhältniss  nicht  beliebig  fortdauert,  sondern  dass  der 
Druck  bei  einer  gewissen  Temperatur  ein  Maximum  erreicht  und  dann 
mit  weiter  fallender  Temperatur  abnimmt.  Die  obigen  Zahlen  freilich 
sprechen  nicht  sehr  dafür.  Der  genannte  Forscher  denkt  sich  nun  den 
Vorgang  etwa  in  folgender  Weise  Terlaufen.  GO3  und  Luft  sei  das 
Gemenge,  erst  bilden  beide  ein  homogenes  Gasgemisch,  bei  gewissem 
Druck  und  gewisser  Temperatur  zertheilt  sich  das  Gemisch  in  zwei 
Theüe,  von  denen  der  eine  vorwiegend  Kohlensäure,  der  andere  vor- 
wiegend Luft  enthält.  Steigert  man  den  Druck,  so  löst  sich  mehr 
und  mehr  Kohlensäure  in  dem  lufthaltigen  Bestandtheil  und  mehr  und 
mehr  Luft  in  dem  kohlensäurehaltigen,  bis  zuletzt  jeder  von  beiden 
Bestandtheilen  gleichviel  Kohlensäure  und  Luft  besitzt  und  das  Ganze 
ein  homogenes  Gemisch  giebt  (vergl.  auch  S.  554).  Er  stellt  den 
Satz  auf: 

„Alle  Körper  können  sich  mit  einander  mengen,  sobald 
der  Druck  einen  gewissen  Werth  übersteigt."  Manchmal  wird 
man  sehr  hohe  Drucke,  manchmal  sehr  niedrige  Temperaturen  an- 
wendenmüssen. Herr  van  der  Waals  scheint  diese  Ansicht  später  selbst 
etwas  eingeschränkt  zu  haben,  und  bisher  ist  auch  ein  bestimmter 
Einfluss  des  Druckes  auf  die  Löslichkeit  von  Flüssigkeiten  in  einander 
nicht  nachgewiesen. 

Ob  der  Vorgang  beim  Mischen  von  Flüssigkeiten  ein  rein  physi- 
kalischer ist,  oder  auch  mit  chemischen  Bindungen  verläuft,  ist  in 
vielen  Fällen  noch  nicht  entschieden.      Mendel eje ff  giebt  an,  dass 


*)  Die  Continuität  u.  s.  f.,  1899,  Theil  I,  S.  153. 
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das  Mischen  von  Schwefelsäure  mit  Wasser  unter  Bildung  von  Hydraten 
geschieht  ^).  Man  kennt  nämlich  sicher  zwei  Hydrate  des  Schwefel- 
trioxyds,  nämlich  die  gewöhnliche  Schwefelsäure  Hs  SO4  und  die  hydra- 
tisirte  Schwefelsäure  H^SO^HaO  (84,48  Proc.  normales  Hydrat  und 
15,52  Proc.  Wasser).  Da  nun  zwei  solche  Hydrate  vorhanden  sind, 
die  sich  beide  ganz  wie  beständige  Körper  verhalten,  da  femer  ein 
Hydrat  H3SO4SO8,  die  Pyroschwefelsäure,  existirt  und  alle  diese 
Hydrate  bei  hoher  Temperatur  sich  in  SOs  und  H^O  zersetzen,  so, 
schliesst  Mendelej  eff,  „muss  von  SO3  bis  zu  H^O  eine  ununterbrochene 
Reihe  von  homogenen  Körpern  vorhanden  sein,  welche  im  fiflssigen 
Zustande  als  Lösungen  erscheinen  werden*'.  Die  Existenz  bestimmter 
Hydrate  in  der  Reihe  der  Lösungen  glaubt  er  an  der  Aenderung  von 
Eigenschaften  erkennen  zu  sollen.  So  nimmt  der  wahre  Aosdehnungs- 
coefficient  der  Lösungen  von  Hj  SO4  bis  zu  einer  Lösung  H2SO4HSO 
ständig  zu,  von  dieser  Lösung  ab  jedoch  nimmt  er  ab.  Die  Lösung 
H2SO4H2O  hat  sich  also  als  besonderer  Körper,  als  Hydrat,  geltend 
gemacht  (vergl.  auch  S.  460).  In  ähnlicher  Weise  wird  auf  ein  weiteres 
Hydrat  H2S042HaO  geschlossen,  welches  freilich  nicht,  wie  die  bei- 
den vorgenannten  Hydrate,  im  festen  Zustande  bekannt  ist*).  Und 
wiederum  in  gleicher  Schlussweise  würde  sich  ergeben,  dass  auch 
bei  dem  Mischen  von  Alkohol  mit  Wasser  Hydratisirungen  stattfinden, 
und  zwar  nach  den  Formeln  CaHgO  +  öHjO  und  CjHeO  +  3HjO; 
das  erstere  Hydrat  würde  einer  Alkoholmischung  von  etwa  30,  das 
zweite  einer  solchen  von  etwa  45  Gewichtsprocent  entsprechen  '). 

Mischungen  von  festen  Körpern  und  Flüssigkeiten 
werden  besonders  als  Lösungen  bezeichnet.  Fast  alle  festen  Körper 
lösen  sich  in  der  einen  oder  der  anderen  Flüssigkeit,  namentlich  Wasser 
löst  fast  alle  Substanzen,  selbst  Metalle.  Man  hat  die  löslichen  Körper 
in  zwei  Classen  zu  theilen,  je  nachdem  sie  sich  gegen  das  Lösungs- 
mittel indifferent  verhalten  oder  Veränderungen  erfahren.  Die  Ver- 
änderungen können  darin  bestehen,  dass  die  Molekeln  des  Lösungs- 
mittels und  der  gelösten  Substanz  sich  chemisch  l)inden,  wie  Zink  sich 
in  Schwefelsäure  lösen  und  dabei  Zinksulfat  bilden  kann.  Die  Flüssig- 
keit enthält  dann  eben  nicht  mehr  den  betreffenden  Stoff  in  Lösung, 
sondern  eine  chemische  Verbindung  desselben.  Die  zweite  Veränderung 
besteht  in  einer  Zertheilung  der  Molekeln  des  betreffenden  Stoffes  ohne 
chemische  Anlagerung  an  andere  Molekeln,  also  in  einer  Dissociirung. 
Diese  Dissociirung  kann  so  vor  sich  gehen,  dass  die  Molekeln  in  in- 
differente Theile  gespalten  werden  oder  in  ihre  Ionen,  sie  ist  im  letzteren 


*)  Grundlagen  der  Chemie,  1891,  S.  921  ff. 

•)  Sogar  noch  auf  so  wasserreiche  Hydrate  wie  HsSOfeHgO  oder  gar 
HgSO^löOHgO. 

■)  Duprö,  Phil.  Trans.,  1869,  S.  591  ff. 
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Falle  eine  lonisimng  der  Molekeln.  Lösung  unter  gänzlicher  Indifferenz 
des  Lösungsmittels  gegen  die  gelöste  Substanz  kann  daran  erkannt 
werden,  dass  die  Zahl  der  in  der  Lösung  enthaltenen  Molekeln  ebenso 
gross  ist,  wie  die  Zahl  der  von  der  Substanz  abgelösten  Molekeln.  Lö- 
sungen dissociirbarer  Stoffe  enthalten  dagegen  mehr  Molekeln,  als  von  der 
Substanz  abgelöst  sind,  jedoch  selbstverständlich  von  kleinerem  Gewicht. 
Ob  Lösung  jemals  ganz  und  gar  ohne  Dissociirung  vor  sich  geht,  ist 
nicht  sicher,  ebenso  wenig  wie,  ob  Lösungen  bestehen,  in  denen  alle 
Molekeln  der  gelösten  Substanz  dissoeiirt  sind.  Man  kann  also  im 
Allgemeinen  nur  nach  dem  Grade  der  Dissociirung  urtheilen.  Dieser 
Grad  der  Dissociirung  hängt  aber  ab  von  der  Natur  des  gelösten 
Stoffes  und  des  Lösungsmittels,  sodann  auch  von  äusseren  Umständen, 
Temperatur  und  Druck,  und  endlich  auch  von  der  Zahl  bereits  gelöster 
Molekeln,  also  von  der  Goncentration. 

Hinsichtlich  des  Einflusses  der  Natur  des  Lösungsmittels  ist  es 
bekannt,  daas  namentlich  Wasser  die  Neigung  hat,  auf  die  gelösten 
Stoffe  dissociirend  zu  wirken.  Herr  BrühP),  der  über  „die  Rolle  der 
Medien  im  Lösungsvorgange ^  eine  ausgedehnte  Untersuchung  angestellt 
hat,  spricht  zunächst  die  Yermuthung  aus,  dass  überhaupt  alle  Lösungs- 
mittel, welche  einen  Grundstoff  enthalten,  der  polyvalent  ist,  auch  gute 
Ionisatoren  sind,  sich  also  wie  Wasser  verhalten.  Im  Wasser  ist  es 
der  Sauerstoff,  der  als  potentiell  tetravalent  die  Dissociiining  einleiten 
und  erhalten  soll,  indem  er  in  Verbindung  mit  H3  noch  chemische 
Affinität  frei  hat.  Im  verflüssigten  Ammoniak,  der  „eine  enorme 
disBociirende  Kraft  besitzt  **,  spielt  der  darin  fünfwerthige  Stickstoff 
die  gleiche  Rolle,  wie  im  Wasser  der  Sauerstoff.  Aehnlich  soll  das 
Arsen  im  Arsentrichlorür  als  Ionisator  wirken.  Indessen  tritt  die 
ionisirende  Wirkung  nicht  in  allen  Fällen  ein,  denn  nun  kommt  auch 
die  Natur  des  gelösten  Stoffes  in  Betracht.  Wie  an  anderer  Stelle 
hervorzuheben  sein  wii'd,  erkennt  man  die  ionisirende  Wirkung  daran, 
dass  die  Lösung  den  Strom  elektrolytisch  leitet.  Nun  zeigt  sich,  dass 
beispielsweise  SnGl4,  SbCls,  HgGl2,  in  AsGls  gelöst,  nicht  leiteten,  die 
Stoffe  wurden  also  in  AsCls  nicht  ionisirt  (oder  wenigstens  nicht  in 
ausreichendem  Maasse  ionisirt),  wohl  aber  ist  dieses  der  Fall  bei 
anderen  Substanzen.  Das  Lösungsmittel  verhält  sich  verschieden  je 
nach  der  Natur  des  zu  lösenden  Stoffes.  Es  kommt  vor,  dass  ver- 
schiedene Stoffe  in  einem  Lösungsmittel  sich  fast  gleich  verhalten,  wie 
Fea  Gig  und  Sb  Gls  in  Methylalkohol ,  in  einem  anderen  aber  ganz 
verschieden,  wie  die  gleichen  Salze  in  Aceton. 

Die  Verhältnisse  liegen  also  sehr  complicirt  und  ein  absolutes 
Maass  für  die  ionisirende  Kraft  eines  Lösungsmittels  giebt  es  nicht, 
da  diese  Kraft  ganz  verschieden  sein  kann  für  verschiedene  Sub- 
stanzen  und   für  gleiche  Gruppen  nicht  einmal  Proportionalität  hin- 


*)  Zeit8clir.  f.  physik.  Chemie,  Bd.  30,  8.  1  ff. 
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sichtlich  verschiedener  Lösungsmittel  vorhanden  ist,  selbst  wenn  man 
von  den  ausserdem  noch  störend  eingreifenden  chemischen  Ein- 
wirkungen zwischen  Lösungsmittel  und  gelöster  Substanz  absieht. 
In  letzterer  Beziehung  kommt  es  nicht  einmal  auf  Verbindungen 
zwischen  Lösungsmittel  und  gelöster  Substanz  an,  sondern  es  sollen 
auch  intramolekulare  Umlagerungen  in  der  gelösten  Substanz  statt- 
finden, wodurch  diese,  ohne  ihre  chemische  Zusammensetzung  zu 
ftndem,  in  eine  andere  Form  übergeht.  So  hat  Herr  Brühl  ge- 
funden, dass  manche  Stoffe  in  Lösungen  in  Formen  erscheinen,  in 
Formen  sich  umwandeln,  die  sie  ausserhalb  der  Lösung  nur  unter 
bestimmten  Bedingungen  annehmen. 

Er  führt  als  Beispiel  einen  ungesättigten  Alkohol  an  von  der  Form 
RaC=CROH,  der  durch  Erwärmen  sich  in  die  Form  R2CH-CR=0 
umlagert,  dieses  aber  in  Lösungen  auch  ohne  Erwärmen  thut.  Die 
Auseinanderziehung  der  Molekeln  durch  das  Lösungsmittel  würde 
hier  wie  die  durch  Erwärmen  stattfindende  wirken.  Geprüft  hat  Herr 
Brühl  seine  Ansicht  durch  Untersuchung  der  optischen  Verhältnisse 
einer  solchen  Substanz  in  ihren  beiden  Formen  und  in  der  Lösung. 
Zeichnet  man  die  Form,  welche  frei  existirt,  durch  os,  die  andere,  die 
durch  Umlagerung  entsteht,  durch  ß  aus,  so  waren  die  Molekular- 
refractionen  für  die  Strahlen  Ha,  Na  und  betrug  die  Molekulardis- 
persion für  die  Strahlen  Hy  und  Ha,  Grössen,  die  durch  9?a,  9tjyai 
9Jy  —  5Ro  bezeichnet  werden: 

für  homogenes  oe-mesityloxyoxalsaures  Aethyl     56,20     57,11     7,31, 
„  „  /3-mesityloxyoxalsaureB  Aethyl     50,04     50,35     1,09. 

Die  Unterschiede  betragen  6,16;  6,76;  6,22.  Löste  man  nun  die  «-Sub- 
stanz in  Chloroform,  Benzol,  Schwefelkohlenstoff  und  Bromnaphtalin, 
so  blieben  die  optischen  Constanten  selbst  nach  dreimonatlichem 
Stehen  der  Lösung  fast  unverändert.  Ward  aber  Aethylalkohol  oder 
Methylalkohol  als  Lösungsmittel  benutzt,  so  fielen  die  optischen  Con- 
stanten allmählich  und  näherten  sich  sehr  stark  denen  der  /3-Substanz. 
Nach  80  Tagen  waren  die  Unterschiede  fast  auf  ein  Drittel  ihres 
Werthes  gesunken.  Es  trat  also  in  diesen  Lösungsmitteln  eine  Um- 
lagerung der  a-Form  in  die  /3-Form  ein. 

Wie  dem  aber  auch  sei,  es  wird  sich  wenig  dagegen  einwenden 
lassen,  wenn  man  bei  der  Lösung  folgende  Wirkungen  des  Lösungs- 
mittels auf  die  gelöste  Substanz  und  dieser  gelösten  Substanz  auf  das 
Lösungsmittel  annimmt: 

1.  Auseinanderziehen  der  Molekeln  zu  grösseren  Abständen, 

2.  Dissociirung,  bezw.  lonisirung  der  Molekeln, 

3.  Innere  Umlagerung  der  Atome  in  den  Molekeln, 

4.  Chemische  Umsetzung  zwischen  Lösungsmittel  und  gelöster 
Substanz. 
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Alle  vier  Wirkungen  können  neben  einander  hergeben  und  keine 
braucht  die  ganzen  Substanzen  zu  betreffen.  Sie  können  sich  auch 
in  ganz  versehiedenen  Zeitabschnitten  abspielen. 

Im  Allgemeinen  lösen  sich  in  einander  besonders  leicht  Substanzen, 
welche  chemisch  analog  sind.  So  in  Wasser  Hydroxylverbinduugen, 
selbst  solcher  Stoffe,  die  för  sich  in  Wasser  nicht  löslich  sind,  wobei 
die  Löslichkeit  um  so  grösser  wird,  je  mehr  der  Kohlen stoffgehalt 
gegenüber  dem  übrigen  Theile  zurücktritt.  Cß  Hg,  Benzol,  ist  in  Wasser 
nicht  löslich,  wohl  aber  schon  C6H(0H),  Phenol,  noch  mehr  CeH4(OH)2, 
Hydrochinon,  und  zuletzt  C8H8(OH)3  in  beinahe  allen  Verhältnissen. 
Alkohol  löst  Yomehmlich  die  ihm  analogen  anderen  Alkohole,  und 
Essigsäure  die  organischen  Säuren.  Ebenso  Benzol  die  Kohlenwasser- 
stoffe. Andererseits  ist  Aethylalkohol  mit  Wasser  in  allen  Verhält- 
nissen löslich,  ebenso  Methyl-  und  Propylalkohol ;  nicht  mehr  so  stark 
Butylalkohol ,  wenig  noch  Amylalkohol  und  gar  nicht  mehr  Hexyl- 
alkohol.  Dieses  weist  den  Einfluss  steigenden  Kohlenstoffgehaltes  nach. 
Die  hier  angeführten  Beispiele  betreffen  sämmtlich  indifferente  Stoffe, 
die  also  in  der  Lösung  keine  Aenderungen,  namentlich  keine  Disso- 
ciationen  erfahren.  Für  solche  Stoffe  sollen  nach  Carnelley  und 
A.  Thomsen  noch  die  Regeln  gelten,  dass  die  Löslichkeit  der 
Isomeren  proportional  geht  deren  Schmelztemperatur,  die 
leicbtest  schmelzenden  sind  die  leichtest  löslichen;  gleiches 
soll  bei  isomeren  Säuren  auch  für  ihre  Salze  stattfinden.  Die  Reihe 
der  Löslichkeiten  isomerer  Verbindungen  soll  auch  von  der 
Natur  des  Lösungsmittels  unabhängig  sein.  Sie  führen  als 
Beispiel  an,  dass  das  Löslichkeitsverhältniss  zwischen  m-  und  2>-Nitro- 
anilin  in  13  yerschiedenen  Lösungsmitteln  nur  zwischen  1,15  und  1,48 
schwankte.  Endlich  soll  in  homologen  Reihen  die  Löslichkeit  der  Ver- 
bindungen mit  paarer  Anzahl  von  Kohlenstoffatomen  gering,  die  der 
Verbindungen  mit  unpaarer  Anzahl  gross  sein.  Regeln  über  die  Lös- 
lichkeit der  Elektrolyte  haben  sich,  trotz  vielfacher  Versuche  dazu,  nicht 
aufstellen  lassen.  Man  weiss  nur,  dass  in  dieser  Hinsicht  die  grössten 
Unterschiede  bestehen. 

Auf  die  Löslichkeit  von  Einfluss  sind  vor  allem  Druck  und  Tem- 
peratur. Die  Lösung  ist  nämlich  ein  Vorgang  ganz  analog  dem  der 
Verdampfung  flüssiger  oder  der  Verflüchtigung  fester  Substanzen  oder 
dem  Schmelzen  fester  Substanzen.  Ein  fester  Körper  für  sich  ver- 
dunstet, indem  Molekeln  von  seiner  Oberfläche  in  den  Raum  über  ihm 
hineingestossen  werden.  Der  Dampfdruck  ist  constant,  sobald  ebenso 
viele  Molekeln  von  ihm  fortfliegen,  als  aus  dem  Dampf  zu  ihm  zurück- 
gelangen. Gleiches  findet  nan  auch  statt,  wenn  der  Körper  nicht  an 
einen  freien  oder  an  einen  mit  einem  Gas  angefüllten  Raum  stösst, 
sondern  an  eine  Flüssigkeit.  Theilchen  von  seiner  Oberfläche  werden 
in  diese  Flüssigkeit  gestossen,  ebenso  Theilchen  aus  der  Flüssigkeit  in 
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Beine  Substanz.  Zugleich  kehren  in  die  Flüssigkeit  gesiossene  Theil- 
chen  der  festen  Substanz  zu  dieser  und  in  den  festen  Körper  gestoBsene 
Theilchen  der  Flüssigkeit  in  letztere  zurück.  Gleichgewicht,  also  Auf- 
hören des  LösungBYcrganges,  tritt  ein,  sobald  zum  festen  Körper  so 
viele  feste  und  flüssige  Molekeln  fliegen,  als  von  ihm  feste  und  flüssige 
Molekeln  fortgestossen  werden.  Das  Gleichgewicht  ist  ein  dynamisches 
und  entspricht  ganz  dem  bei  Verdampfung  und  Verdunstung.  Den  Ein- 
fluss  von  Druck  und  Temperatur  auf  die  Löslichkeit  können  wir  hiemach 
thermodynamisch  verfolgen  (S.  503  fi*.).  Doch  führe  ich  hier  zunächst 
einige  experimentelle  Ergebnisse  an.  Die  Löslichkeit  von  Chlornatrium 
in  Wasser  nimmt  mit  wachsendem  Druck  zu,  ebenso  die  von  Kalium- 
sulfat; dagegen  nimmt  sie  ab  für  Natrium sulfat.  Mit  wachsender 
Temperatur  nimmt  die  Löslichkeit  in  der  Regel  zu.     VTir  haben: 


Druck 

Temperatur 

0» 

90 

15« 

20® 

25« 

30« 

1 

Löslichkeit 

1 
1 

C  h  1 0  r  n  a  t  T  i  a  m 

1 
20 
40 

35,59 
35,79 
35,95 

35,72 
35,84 

35,70 
35,84 
35,87 

35,78 
35,82 

35,81 
35,95 

36.01 
36,10 

Kaliumsulfat 

1         1 
20        ' 
30        1 

7,31 
7,68 
7,69 

— 

10,19 
10,43 

— 

— 

Natriumsulfat 

20        ll 
30    .    |i 
♦0 

4,60 
4,74 

— 

12,76 
11,88 
11,77 
11,53 

— 

— 

— 

Die  Löslichkeitszahlen  geben  die  jeweilige  Salzmenge  in  100  Thln. 
Wasser.  Der  Einfluss  des  Druckes  wird  geringer  mit  wachsender 
Temperatur.  Das  Umgekehrte  flndet  ebenfalls  statt.  Für  die  Ab- 
hängigkeit von  der  Temperatur  führe  ich  die  Verhältnisse  bei  der 
Lösung  von  Rohrzucker  in  Wasser  an  ^).     Es  ist 

bei        0  5       10         15         20         25        30         35         40       'C. 

die  Löslichkeit:    64,7     65,0     65,5     66,0      66,5      67,2      68,0      68,8      69,8     Proc. 

45         50         55         60         65       ®C. 
70,8      71,8      72,8      74,0      75,0     Proc. 


bei 
die  Löslichkeit: 


')  Plato,   Wissenscbaftlicbe   AbhandluDgen   der   Kaiserlichen   Nörraal- 
Aichungs-Commission,  Heft  II  (1900),  8.  38  ff. 
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Herr  A.  Herzfeld  stellt  diese  Löslichkeit  y  dar  darch  eine  Formel 
y  =  64,1835  +  0,134  77^2  ^  0,000  530  7  <». 

Die  Löslichkeit  wächst  also,  wie  auch  die  Yorgeführten  Zahlen  andeuten, 
stärker  an  als  die  Temperatur.  Indessen  gieht  es  auch  Fälle,  in  denen 
die  Löslichkeit  mit  wachsender  Temperatur  abnimmt,  und  andererseits 
kommt  es  vor,  dass  sie  erst  zunimmt  und  dann  wieder  abnimmt. 
Letzteres  findet  z.  B.  statt  bei  einer  grossen  Zahl  von  Sulfaten,  so  bei 
CUSO4,  wo  bis  130^  etwa  die  Löslichkeit  anwächst  und  dann  wieder 
fällt;  bei  MnS04  beginnt  das  Fallen  bereits  bei  55^.  Vielfach  ist  die 
Abhängigkeit  der  Löslichkeit  von  der  Temperatur  eine  sehr  complicirte, 
wie  bei  Calciumsulfat.  Herr  Nordenskiöld^)  setzte  für  diejenigen 
Fälle,  in  denen  die  Löslichkeit  mit  wachsender  Temperatur  anwächst, 
und  zwar  stärker  als  die  Temperatur  steigt,  die  Löslichkeit  proportional 
der  schon  gelösten  Menge  und  dem  Temperaturanstieg,  also 

dy  =  hydt, 

woraus  folgt  logy  =  a  +  ht     Diese  Formel  wird  noch  erweitert  zu 

logy  =  a  +  ht  -\-  ct^ 

und  hat  sich  als  sehr  brauchbar  erwiesen,  a  und  c  hat  Nordenskiöld 
stets  negativ,  b  stets  positiv  gefunden.  Die  beobachteten  Werthe  von  y 
stimmen  im  Allgemeinen  mit  den  berechneten  Werthen  gut  überein. 
Aber  die  Ausgangsformel  ist  mir  nicht  recht  verständlich,  man  sollte 
eine  Hypothese  erwarten,  dass  die  Löslichkeit  mit  wachsendem  Gehalt 
an  gelöster  Substanz  abnimmt,  nicht  zunimmt. 

Mit  dem  Ansteigen  der  Löslichkeit  mit  wachsender  Temperatur 
in  Zusammenhang  steht,  dass  man  Lösungen  auch  zu  übersättigen  ver- 
mag. So  kann  man  im  obigen  Falle  eine  Lösung  von  75  Proc.  Zucker- 
gehalt, die  also  erst  bei  65^  G.  herzustellen  wäre,  nachdem  sie  erlangt 
ist,  noch  bei  15^  flüssig  erhalten^).  Uebersättigte  Lösungen  ent- 
sprechen unterkühlten  Flüssigkeiten,  sie  werden  also  auch  wie  diese 
durch  Hinzufügung  einer  festen  Phase  in  den  festen  Zustand  (s.  u.)  ge- 
bracht. Die  Aufhebung  der  Uebersättigung  kann  rasch  oder  auch 
sehr  langsam  vor  sich  gehen,  letzteres  z.  B.  bei  Eisenchloridhydrat. 
Manche  Lösungen  sind  leicht  zu  übersättigen,  andere  schwer.  Ausser 
der  schon  erwähnten  Zuckerlösung  können  wir  zu  den  ersteren  noch 
rechnen  Lösungen  von  Glaubersalz,  Alaun,  Magnesiumsulfat  u.  a. 
Schwer  zu  übersättigen  sind  Lösungen  von  Ealiumnitrat  und  Salmiak. 

Wird  die  Uebersättigung  aufgehoben,  so  scheidet  sich  allmählich 
so  viel  gelöster  Stoff  aus,  bis  eine  den  Umständen  entsprechende 
Lösung  erzielt  ist.  Nicht  immer  scheidet  sich  dabei  der  Stoff  in 
gleicher  Zusammensetzung  aus,  wie  er  gelöst  wurde,  z.  B.  krystallisirt 


*)  Pogg.  Ann.,  Bd.  136,  S.  309. 
*)  Plato,  1.  c,  S.  39. 
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aus  übersättigter  wässeriger  Glaubersalzlösung  Dicht  Na^  SO4  -}-  10  H^  0 
aus,  soodern  Na3S04  -j-  TH^O,  es  findet  also  in  der  Lösung  ein  Ver- 
lust an  Natrium  Sulfat  und  eine  Anreicherung  an  Wasser  statt.  Auch 
kommt  es  darauf  an,  in  welcher  Weise  die  Uebersättigung  aufgehoben 
wird.  Je  nach  Benutzung  des  einen  oder  anderen  die  Uebersättigung 
aufhaltenden  festen  Stoffes  kann  sich  eine  oder  eine  andere  Substanz 
ausscheiden,  z.  B.  aus  Lösungen  traubensauren  Natron- Ammoniaks  rechts 
oder  links  drehendes  weio saures  Salz ,  aus  Lösungen  von  Nickelsulfat 
ein  oder  ein  anderes  Hydrat  ^). 

£ine  Lösung  kann  auch  mehrere  Stoffe  gelöst  enthalten,  wofür 
ein  classisches  Beispiel  das  Wasser  der  Meere  und  Seen  ist.  Das  des 
Todten  Meeres  z.  B.  weist  auf  die  Cblorrerbindungen  Ton  Natrium, 
Magnesium,  Calcium,  Kalium,  Mangan,  Eisen,  Aluminium,  ferner  Brom- 
▼erbinduDgen ,  Ammoniak,  schwefelsauren  Kalk,  Kieselsäure  u.  s.  f. 
Meist  stören  sich  die  verschiedenen  Stoffe  in  ihrer  Löslichkeit.  Manche 
Stoffe  verdrängen  sich  gegenseitig  aus  wässerigen  Lösungen,  so  nach 
Rüdorff  KNO3  und  NH4NO3,  BaCNOa)^  und  PbCNOs),,  K^SO*  und 
CUSO4  u.  s.  f.  In  anderen  Fällen  löst  sich  einer  oder  der  andere  Stoff, 
oder  lösen  sich  sogar  beide  Stoffe  weniger,  als  der  Löslichkeit  der  ein- 
zelnen Stoffe  entspricht,  so  NaNOs  und  NH^NOj,  wo  NaNOj  sich 
weniger,  NH4NO3  sich  stärker  löst,  ferner  NH4CI  und  NH^NOj,  wo 
beide  sich  weniger  lösen  als  sie  es  einzeln  thun. 

Hier  spielt  hauptsächlich  das  chemische  Verhältniss  der  gelösten 
Stoffe  zu  einander  und  zur  Lösung  des  einen  oder  anderen  Stoffes  eine 
Rolle.  Ganz  indifferente  Stoffe  werden  sich  zusammen  in  der  Lösung 
nicht  anders  verhalten,  als  sie  es  einzeln  thun.  Können  aber  z.  B.  zwei 
Stoffe  ein  Doppelsalz  bilden,  und  tritt  diese  Doppelsalzbildung  that- 
sächlich  ein,  so  enthält  die  Lösung  eben  auch  das  Doppelsalz,  oder  es 
scheidet  sich  das  Doppelsalz  aus,  und  dann  erscheint  die  Lösung  mit 
Bezug  auf  das  eine  oder  andere  Salz  ärmer,  als  ob  ein  Salz  durch  das 
andere  verdrängt  worden  wäre.  Wir  haben  einen  solchen  FaU,  der 
noch  durch  Bildung  von  Mischkry stallen  complicirt  war,  schon  be- 
trachtet (S.  340).  Ostwald  führt  einen  Versuch  an,  aus  dem  erhellt, 
dass  die  „ Verdrängung **  von  Stoffen  durch  solche  Doppelsalzbildung 
nicht  bis  zur  wirklichen  vollständigen  Ausfällung  dieser  Stoffe  geht^). 
Es  wurde  eine  gesättigte  Kupfersulfatlösung  hergestellt.  Indem  man 
Ammoniumsulfat  nach  und  nach  hinzufügte,  wurde  die  Lösung  durch 
Ausscheiden  eines  Doppelsalzes  immer  ärmer  an  Kupfer.  Als  jedoch 
der  Ausfall  an  Kupfer  eine  bestimmte  Höhe  erreicht  hatte,  brachte 
weiteres  Ammoniumsulfat  keine  Aenderung  mehr  hervor.  Die  Doppel- 
salzbildung kann  beide  Stoffe  ganz  aufzehren  oder  jeden  Stoff  nur  zum. 


0  Ostwald,  1.  c,  S.  1038. 
')  Ostwald,  1.  c,  8.  1078. 
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Theil;  sind  die  Stoffe  Ä,  B  und  bedeutet  (AB)  das  Doppelsalz,  so 
können  wir  also  folgende  Fälle  haben: 

Ä,  B  in  Lösung,    (AB)  fest, 
A,  B,  (AB)  in  Lösung,  (AB)  fest, 
-4,  B,  (AB)  in  Lösung, 
(AB)  in  Lösung. 

Ausserdem  kann  noch  eines  der  A,  B  in  der  Lösung  verschwinden. 
Alle  diese  Fälle  sind  beobachtet  und  richten  sieb  ganz  nach  den 
Mengenverhältnissen  und  den  übrigen  Umständen  0- 

Die  Löslich keit  von  Salzen  ist  aucb  beeinflusst  durch  die  Gegen- 
wart ihrer  Säuren,  Salzsäure  z.  B  fallt  aus  einer  Lösung  des  Baryum- 
chlorids  soviel  von  diesem  Stoff  aus,  als  ihrem  Chlorgehalt  entspricht, 
und  tritt  an  dessen  Stelle,  so  dass  die  Summe  der  Aequivalente  von 
Chlorid  und  Salzsäure  constant  bleibt.  Gleiches  gilt  für  Salpeter- 
säure in  Bezug  auf  salpetersaure  Salze.  Doch  gilt  der  Satz  in  beiden 
Fällen  nur  annähernd,  und  für  Kaliumnitrat  und  Salpetersäure  zum 
Beispiel  gar  nicht. 

Endlich  ist  zu  bemerken,  dass  Substanzen  aus  Lösungen  ausfallen, 
wenn  zu  den  Lösungen  Flüssigkeiten  hinzugefügt  werden,  in  denen 
sie  sich  gar  nicht  oder  nur  schwer  lösen,  z.  B.  Bleiverbindungen  aus 
Schwefelsäure,  wenn  Wasser  hinzugefügt  wird.  So  sinkt  die  Löslich- 
keit des  Wassers  für  KCi,NaCl  und  eine  grosse  Reihe  anderer  Sub- 
stanzen, wenn  es  mit  Alkohol  gemischt  wird.  SOproc.  Branntwein 
löst  kaum  Vso  ▼on  derjenigen  Menge  KCl  auf,  welche  Wasser  für  sich 
aufzulösen  vermag;  von  MnS04,  welches  in  Wasser  sehr  leicht  löslich 
ist  und  wovon  Wasser  mehr  als  die  Hälfte  seines  Volumens  aufzu- 
nehmen vermag,  sogar  überhaupt  nichts.  Die  Abnahme  der  Löslichkeit 
ist,  wie  man  sieht,  viel  grösser  als  die  Abnahme  an  Wassergehalt. 

Der  gleiche  Stoff  kann  sich  in  Flüssigkeiten  lösen,  die  selbst  sich 
mit  einander  nicht  mischen.  Schüttelt  man  zwei  solche  Flüssigkeiten, 
von  denen  eine  einen  Stoff  gelöst  enthält,  so  vertheilt  sich  dieser  in 
beiden  nach  bestimmtem  Verhältniss.  Dieses  Verbältniss,  für  gleiche 
Volumina  beider  Flüssigkeiten  gerechnet,  heisstTheilungscoeffcient. 
Bernsteinsäure  in  Wasser  gelöst  und  mit  Aether  geschüttelt,  vertheilte 
sich  zwischen  Wasser  und  Aether.  Maass  man  die  Mengen  Baryt- 
wasser,  welche  alsdann  zur  Neutral isirung  der  Säure  in  der  Wasser- 
und  der  AetherlÖsung  erforderlich  war,  so  standen  diese  immer  im 
Verhältniss  von  6  zu  1 ;  6  wäre  also  der  Theilungscoöfficent  für  diesen 
Fall.  Indessen  hängt  dieser  Coefficient  von  der  Temperatur  ab  und 
von  der  Concentration.  War  die  Menge  Bernsteinsäure  in  100  com 
Wasser  5,59  g,  so  betrug  sie  nach  der  Durchschüttelung  im  Wasser  4,86, 


*)  Vergl.  auch  Rüdorff  in  Wiedem.  Ann.,  Bd.  25,  8.  626  ff. 
Weinst  ein,  Thermodynamik.    II.  29 
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im  Aether  0,73,  der  TheilungscoSfficient  war  also  6,6.  Wenn  jedoch 
im  Wasser  nur  0,286  g  gelöst  waren ,  kam  naoh  der  Darchschüttelung 
auf  Wasser  0,24,  auf  Aether  0,046,  der  Theilungscoefficient  findet  sich 
also  zu  5,2.  Er  nimmt  hier  ab  mit  fallender  Concentration.  In 
anderen  Fällen  nimmt  er  zu  mit  steigender  Verdünnung,  so  für  Oxal- 
säure, Aepfelsäure,  Essigsäure  u.  s.  f.  In  verdünnten  Lösungen  meh- 
rerer Stoffe  sollen  die  Theilungscoefficienten  so  sein,  als  ob  jeder  Stoff 
für  sich  allein  vorhanden  wäre  ^).  Der  Theilungscoefficient  kann  unter 
Umständen  so  gross  sein,  dass  einer  Lösung  der  ganze  gelöste  Stoff 
durch  ein  anderes  Lösungsmittel  entzogen  zu  werden  vermag;  so 
Alkaloide  einer  wässerigen  Lösung  durch  Schütteln  mit  Chloroform-,  Jod 
und  Brom,  gleichfalls  einer  wässerigen  Lösung,  durch  Schütteln  mit 
Schwefelkohlenstoff  u.  s.  f.  Herr  Ostwald  schliesst  noch,  dass  der 
Theilungscoefficient  „eines  in  zwei  nicht  mischbaren  Flüssigkeiten  ge- 
lösten Gases  gleich  dem  Verhältniss  der  Absorptionscoefficienten  des 
Gases  in  den  beiden  Flüssigkeiten  ist*'. 

Amalgame  verhalten  sich  wesentlich  wie  andere  Lösungen. 

Die  letzten  Mischungen  oder  Lösungen,  die  hier  zu  betrachten 
wären,  sind  die  festen,  die  auch  als  Legirungen  bezeichnet  werden. 
Ueber  diese  ist  nicht  viel  bekannt.  Bei  den  Legirungen  in  den 
verschiedenen  Eisen-  und  Stahlsorten  betrachtet  Herr  Benedicks^) 
die  grössere  oder  geringere  Löslichkeit  der  verschiedenen  dem  Eisen 
zugefügten  Stoffe,  wie  Kohlenstoff,  Wolfram,  Chrom,  als  für  die  Härte 
bestimmend.  Er  setzt  nach  anderen  Forschern  die  Härte  von  Sub- 
stanzen überhaupt  als  proportional  dem  Verhältniss  der  Dichte  zum 
Atomgewicht,  welches  Verhältniss  als  Atomeoncentration  bezeichnet 
wird.  So  hat  Kalium  mit  einer  Atomeoncentration  von  0,023  nur  eine 
Härte  von  0,023,  dagegen  Mangan  mit  einer  Atom  concentration  von 
0,146  eine  Härte  von  ebenfalls  0,146. 

Die  obige  Annahme  entspricht  der  Avoga droschen  Regel,  wonach 
der  Druck  eines  Gases  proportional  der  Molekelzahl  wächst.  Die  Härte 
wird  also  einem  Drucke  äquivalent  gesetzt.  Dieser  Druck  nun  soll 
sich  wie  der  osmotische  Druck  in  flüssigen  Lösungen  vermehren,  sowie 
ein  fester  Stoff  eine  in  ihm  lösliche  Substanz  aufnimmt,  und  es  wird 
einfach  als  Regel  aufgestellt,  dass  die  Härte  der  festen  Lösungen 
(Legirungen)  mit  Zunahme  des  osmotischen  Druckes  wächst. 

Nicht  alle  Legirungen  sind  physikalische  Mischungen,  manche 
müssen  als  chemische  Verbindungen  aufgefasst  werden,  wie  ZnSb^, 
Zn4  Ag,  Zu)  Cu,  Sn  Ag4,  Sn  Cu:{  und  wohl  auch  einige  Legirungen  des 
Eisens  mit  Kohle  ^).  Dieses  hat  man  in  ähnlicher  Weise  geschlossen, 
wie   bei   den   flüssigen    Lösungen   auf  Hydrate  u.  s.  f.   (S.  442).    Die 

*)  Berthelot  bei  Ostwald,  Stöchiometrie,  1891,  8.  809  ff. 
*)  ZeitBchr.  f.  physik.  Chemie,  Bd.  36,  8.  529  ff. 

*)  Literatur  bei  Herach  ko  witsch ,  Zeitschr.  f.  physik.  Chemie, 
Bd.  27,  8.  123  ff. 
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Legirungen  von  Metallen  wenigstens  entstehen,  indem  ein  homogenes 
flüssiges  Gemisch  yon  Metallen  sich  bis  zum  Erstarren  abkühlt,  falls 
nicht  beim  Erstarren  Trennen  der  Metalle  stattfindet.  Das  Gleich- 
gewicht der  flüssigen  Losung  setzt  sich  also  dann  in  den  festen  Zu- 
stand fort.  Doch  sind  selbstverständlich  auch  Uebergänge  möglich, 
indem  das  Gleichgewicht  nur  für  bestimmte  Mengenverhältnisse  be- 
wahrt bleibt.  Es  kann  dann  beim  Erstarren  ein  Gemenge  der  Metalle 
zugleich  mit  einer  Legirung  entstehen.  Der  Uebergang  aus  dem 
flüssigen  Zustande  in  den  festen  ist  also  entscheidend,  hierüber  ist 
aber  von  vornherein  nichts  auszusagen,  wenngleich  jetzt  festzustehen 
scheint,  dass  auch  hier  die  Lehren  der  Thermodynamik  Anwendung  zu 
finden  haben,  worauf  später  zurückzukommen  ist  (S.  579). 


76.    Zustandsgleiohung  und  Conoentration« 

Es  bestehe  ein  Gemisch  oder  eine  Lösung  aus  zwei  Bestandtheilen, 
die  den  betreffenden  Raum  beide  völlig  gleichartig  ausfüllen.  Es  sind 
damit  Dissociationen  zunächst  ausgeschlossen,  da  dann  mindestens  drei 
Bestandtheile  in  Frage  kommen.  Wir  gehen  wieder  vom  Virialprincip 
aas  und  betrachten  das  innere  Virial.  Dieses  ist  nach  den  Angaben  auf 
Seite  45  des  ersten  Bandes  dieses  Werkes: 

1)  Vi=-  ^  '^{XiX  +  YiV  +  Ziz). 

Der  Ausdruck  zerföUt  zunächst  in  zwei  Theile  für  jeden  der  beiden 
Bestandtheile;  jeder  dieser  Theile  giebt  abermals  zwei  Theile  nach  den 
Kräften,  die  der  Bestandtheil  auf  sich  selbst  ausübt  oder  vom  anderen 
Bestandtheil  erfährt.     Hiemach  haben  wir 

-  -  2"  {K  ^" + K  y" + ^r '") 


2- 

X  \    Y^^ ,  Z"  sind  die  Gomponenten  der  Kraftwirkung  der  Molekeln  des 
ersten  Bestandtheile  auf  einander,  ebenso  X    ,  F    ,  Z     die  der  Molekeln 

i  %  % 

des  zweiten  Bestandtheile  auf  einander,  X    ,  F    ,  Z     bedeuten  die  Com- 

i  i  i 

ponenten  der  Kraftwirkung  der  Molekeln  des  zweiten  Bestandtheile  auf 

20* 
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die  des  ersten,  X*\   T",  Z^^  die  der  Kraftwirkunff  der  Molekeln  des 

i  i  i 

ersten  Bestandtheils  auf  die  des  zweiten.  Endlich  bedeuten  x',  y,  /  die 
Coordinaten  einer  Molekel  des  ersten  Bestandtheils,  x",  f/\  e"  die  einer 
Molekel  des  zweiten  Bestandtheils;  £*  giebt  eine  Summe  über  alle 
Molekeln  des  ersten,  2?'  eine  solche  über  alle  Molekeln  des  zweiten 
Bestandtheüs.  Sind  (i")i  (^").  (^")  ^^^  ^^^  X^"...  entsprechen- 
den Componenten  der  Wirkung  einer  Molekel  des  zweiten  Bestand- 
theils auf  eine  Molekel  des  ersten,  so  haben  wir 

und  analog 

Zugleich  muss  sein 

(x;')  =  -(x->  (r")  =  -(!->  {z-:)  =  -{^:y 

Trotz  dieser  Beziehungen  lassen  sich  die  zweite  und  vierte  Summe  im 
Allgemeinen  nicht  zu  einer  Summe  vereinigen ,  weil  die  Molekelzafalen 
der  beiden  Bestandtheile  ganz  yerschieden  sein  können.  Da  indessen 
noch  so  kleine  Theile  des  Gemisches  bezw.  der  Lösung  homogen  sein 
sollen,  müssen  sich  auch  überall  beide  Bestandtheile  vorfinden,  wenn 
auch  in  verschiedener  durchschnittlicher  Dichte.  Verfahren  wir  also 
bei  der  Berechnung  so,  als  ob  jeder  der  beiden  Bestandtheile  den 
ganzen  Raum  t;,  den  ihr  Gemisch  einnimmt,  continuirlich  mit  der 
Dichte  Q\  bezw.  q^  ausfüllt,  so  haben  wir  ganz  so  wie  früher 
(Bd.  I,  S.  72): 

Aber  hierin  ist  zunächst 

3i)       K  =  Q,Q,  (ä:h)  +  g^  p^  (^la^  ^  g^  g^  (jj^ai)  ^  g^  g^  (y|^«), 

4i)      H=  Q,Q^  (i/ii)  4-  p,  92  (i/^*0  +  92  9i  (H^')  +  9^.  92  (^"). 
oder  indem  man 

\  Z"  =  K\     Z"  =  K",     iT"  -f  A'»'  =  2K0; 
1  H»  =  H',    Ä"  =  H",     H»  4-  H"  =  2  HO 
setzt, 

3,)  K  =  Q-^iK')  +   29,  y,  (A'o)  +  Q^HK"), 

4,)  H  =  Q,HH')  +  2(»,  9,  (HO)  +  9,'(H"). 
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Diese  Darstellung  der  Gapillaritätscoefficienten  rührt,  wenn  auch 
nicht  YoUständig  in  dieser  Form,  yon  Poisson  her  ^),  sie  ist  später  all- 
gemein angenommen  worden,  auch  von  van  der  Waals').  Es  war 
aber  Poisson  bereits  bekannt,  dass  sie  nicht  immer  genügt,  der  Er- 
fahrung über  die  Gapillarität  von  Mischungen  zu  entsprechen,  worüber 
im  nächsten  Abschnitt. 

Die  Grösse  Ä  entspricht  dem  Stossvirial.     In  der  einfachsten  Ge- 

h^S  m 
stalt  war  der  Ausdruck  für  einen  einheitlichen  Körper  Ä  = 

nnd  es  bedeutete  darin  9  ein  Achtel  yon  dem  Volumen  der  Wirkungs- 
sphären aller  Molekeln  (Bd.  I,  S.  377)  und  m  die  Masse  einer  Molekel. 
Wenn  zwei  Bestandtheile  vorhanden  sind,  geschehen  die  Stösse  zwischen 
Molekeln  gleicher  Art  und  zwischen  Molekeln  ungleicher  Art.  A  be- 
steht alsdann  aus  drei  Theilen,  die  dem  Obigen  entsprechend  zunächst 
mit  Ä^\  Ä^^,  A^^  bezeichnet  werden  können. 

Indem  die  Grössen  N,  m,  a,  u^  für  die  beiden  Bestandtheile  aus- 
gezeichnet werden  durch  die  Indices  1,2,  wird  zunächst  nach  For- 
mel 13}),  Seite  61  des  ersten  Bandes,  unter  Fortlassung  des  Gliedes, 
welches  von  der  Deformation  der  Molekeln  beim  Zusammenstoss  her- 
rührt, und  indem  Ni  -\-  N^  z=  N  gesetzt  wird : 

^^'  =  -  ^  ^i  «1  ^'«?.     ^2«  =  —  3^  rn^  alNl^. 

A^'^  erhalten  wir  in  gleicher  Rechnung  wie  A^^y  A^^^  wenn  in  Glei- 
chung 10/),  Seite  60  des  ersten  Bandes,  nach  bekannten  Lehren  statt 

m  U'  gesetzt  wird         \—^ —  TJ'  und  statt  a  ein  Mittelwerth  — — - — -  • 

Hiernach  wird,  wie  Herr  Lorentz  bewiesen  hat  3) 


3«; 
Zusammen  haben  wir 


»»«1  -I-  mj      ^      ^  '  *''  V        2       / 


6,)  A  =  -  ^  [iY? «/  [m,  i^)  +  Ni^i  (m,  «7) 

Wir  nehmen  jetzt  an,  dass  ntiuf  und  m^ul  beide  proportional  sind 
der  absoluten  Temperatur,  setzen  also 


•    *)  Nouvelle  Theorie  de  l'aotion  capillaire. 
*)  Die   Oontinuität    des    gasförmigen    und    flüssigen   Zustandes    (1900), 
2.  Tlieil,  8.  3. 

«)  Wiedem.  Ann.,  Bd.  12,  S.  133  flf. 


454  Dreizehntes  Capitel. 

-  »«,  üf  =  El  ^,     -  m^u^  =  R^d^ 
nnd  bekommen  so 

6.)    ^  =  -2J^[i^,i^>»  +  i^,^7a•^  +  2A^li^,(?^^y 

(r         ^^g        4-  R         *^i      \] . 

Darf  man,  wie  bei  idealen  Gasen,  allgemein 

JBj  =  JRj 
ansetzen,  so  wird  einfacher 

6,)      Ä=-2^  B,»[Ni'a!  +Nia,^  +  ^^^^'»{-^  "*)]• 

Das  ist  die  von  Herrn  Loren tz  und  nunmehr  auch  von  Herrn 
yan  der  Wa als  angenommene  Darstellung  für  den  Fall  eines  binären 
Gemisches  oder  einer  binären  Lösung.     Setzen  wir  noch 

SO  wäre  hiernach,  indem  mit  A(p,q)  der  Werth  des  Stossyirials  für 
eine  Molekelzahl  p  und  einen  Radius  q  bezeichnet  wird, 

64)  Ä  =  Ä(N,,cc,)  +  Ä(N^.o^)  +  2A(N,a'y 

N  ist  das  geometrische  Mittel  der,  N,  od  das  arithmetische  der  a. 
Dabei  ist  noch  zu  beachten,  dass  die  oc  die  Radien  der  Stossspbären 
der  Molekeln  bedeuten.  Sie  sind  gleich  den  Radien  dieser  Molekeln 
selbst,  falls  die  Molekeln  sich  beim  Zusammenstossen  wirklich  berähren. 
Berühren  sich  die  Molekeln  nicht,  so  geben  «  diejenigen  Abstände  der 
Mittelpunkte  der  Molekeln,  bei  denen  diese  auf  einander  stossartige 
Wirkungen  ausüben.     Setzen  wir  hiemach 

woselbst  also  die  @  die  Volumina  der  Stossspbären  der  Molekeln  der 
beiden  Bestandtheile  angeben  und  &  eine  entsprechende  Bedeatong 
für  einen  Bestandtheil  yon  der  Molekelzabl  N  und  dem  Stossradias  «' 
hat,  60  wird  auch 

6,)  ^  =  -  i^  (N,  e,  +  N^&^  +  2N@% 

als  wenn  drei  Molekelgattungen  mit  gleicher  lebendiger  Kraft,  jede 
nur  in  sich,  Zusammenstösse  erlitten. 

Sind  die  im  ersten  Bande,  Seite  377,  378  angestellten  Betrach- 
tungen auch  hier  zulässig,  so  hätte  man  hiernach  weiter 


Zostaudsgleichung  der  Misclmngeu  uud  Löaiiugen.  455 

7fc|— B  7fct  — 6  7^-6 

6.)    ^  =  -(A).(J        -WHt)        -2<^')'(7)      • 

kl,  k^  wären  die  Verhältnisse  der  beiden  specifischen  Wärmen  fär  die 

beiden  Bestandtheile  in  dem  Zustande,  in  dem  sie  sich  in  der  Lösung 

befinden,  kf  wäre  eine  Art  Mittelwerth  zwischen  den  hi,  kf.  Die  D 
sind  proportional  den  N. 

Die  linke  Seite  der  Zustandsgieichung  giebt  T-rv(^i  Wi  t*i^+-^f  WjU^^), 
also  auch  den  Werth  —  (Ni  R^  +  N^  B^)  ^  oder  für  R^  =  JBj,  den  R^  d; 

Ich  setze  jetzt 

Ni  _  N.2  _  ^  _  - 

^-Ci.     --c„     -_c 

2  —  i?!«»  =  6i,   2  —  R,cc,'  =  6,,   2  —  ii,  (^  ^  ^     ^- j    =  ^2^ 
und  erhalte  für  die  Zustandsgieichung 

7i)       Ä,^  =  I  jpi;  +  [Q^m   +-  2p.  Q,(KO)  +  Qi(E^')]v 

—   -(^l^^l'    +    ^2^2^    +    2Ö12C1C2). 

Die  c  sind  die  Goncentrationen  der  beiden  Bestandtheile. 

Hierin  können   wir  noch,  indem   mit  Q  die  Dichte   der  ganzen 
Mischung  bezw.  Lösung  bezeichnet  wird, 

c  c 

8)  pi  =  fj  p  =  -1,     (>j  =  cj  p  =  -1 


setzen.     Ist  noch 

(A")  =  a„     (K")  =  a^,     (A'oj  =  «,, 


9) 

SO  wird 


7i)  B, »  -  I  [p»  +  i  (a,  c»  +  a, c/    i-  2 a.^ r,  c,) 
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Für  Mischungen    und   Lösungen   von    beliebig  vielen    Bestandtheilen 
würde  man  ansetzen: 

10)  B,»  =  ^^pv  +    -^    (^^a„c2  +  '^'^OikdCi^ 

indem  man  sich  darauf  berufen  kann ,  dass  bei  der  Virialberechnung 
immer  nur  Paare  von  Molekeln  in  Frage  kommen.  Zu  beachten  aher  ist, 
dass  alle  Grössen  sich  auf  den  Zustand  der  Bestand- 
theile  beziehen,  in  welchem  diese  Bestaudtheile  sich 
in  der  Mischung  bezw.  der  Lösung  befinden.  Ihre 
Werthe  können  durchaus  verschieden  von  denjenigen 
sein,  welche  ihnen  zukommen,  wenn  die  Bestaudtheile 
gesondert  für  sich  vorhanden  sind. 

Es  sind  nun  die  einzelnen  Grössen  in  dieser  Beziehung  an  der 
Hand  der  Erfahrungen  zu  discutiren. 

Zunächst  die  Goncentrationen,  sie  bedeuten  die  Zahl  Molekeln 
in  der  Volumeneinheit.  Haben  wir  ein  Volumen  Vi  eines  Bestand- 
theils,  welches  eine  Masse  Mi  dieses  Bestandtheils  enthält,  und  ein 
Volumen  Fg  eines  zweiten  Bestandtheils  mit  einer  Masse  M^  dieses  Be- 
standtheils, so  sind  die  Concentrationen  vor  der  Mischung  der  beiden 
Volumina 

11)  Ci  =  — ^,     Ca  = 


♦Wi  Vi  Wg  Fj 

Nach  der  Mischung  haben  wir 
^  ^  .  _   Ml  _    Mi 

w?i  F  WjF 

oder 

F  V 

122)  Ci  =  -~  ci ,       Ca  =:  -^  d 

Wäre  nun  V  =  Vi  -{'  F2,  so  dass  wir  bekämen 
13)  c,=r^-lL_^-^ei,     c,  =  yl^^ci, 

SO  Hessen  sich  die  Concentrationen  in  der  Mischung  bezw.  Lösung  ans 
ihren  Werthen  und  den  Volumina  im  gesonderten  Zustande  ermitteb. 

Das  ist  nun  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall.  Die  Mischungen  und 
Lösungen  sind  dichter,  oder  weniger  dicht,  als  ihrer  Zusammensetzung 
nach  der  Fall  sein  sollte.     Das  trifft  schon  für  Gasgemische  zu. 

Ich  führe  einige  Beobachtungen  an ,  zuerst  für  Mischung  von 
Gasen.  Andrews  fand,  dass  Kohlendioxyd  und  Stickstoff,  unter  höheren 
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Drucken    gemischt,    zusammen  eine  Ausdehnung  erfuhren.      E^  war, 
wenn  auf  4  Vol.  Kohlendioxyd  3  Vol.  Stickstoff  genommen  wurden  ^), 

beim  Druck     .     .     50       60       70       80  Atm. 
die  Ausdehnung  .       9        12       29        39  Proc. 

Sie  wuchs  also  mit  zunehmendem  Druck  und  war  recht  erheblich. 

Herr  F.  Braun ^)  hat  eine  eingehendere  Untersuchung  über  diese 
Verhältnisse  angestellt.  Er  findet,  dass,  wenn  man  zwei  Gase  mischt, 
ihr  gemeinschaftlicher  Druck,  welcher  die  Summe  ihrer  Partialdrucke 
sein  sollte ,  bald  verkleinert ,  bald  vergrössert  erscheint.  Seine  Be- 
rechnungsweise stützt  sich  auf  folgende  Betrachtung.  Mischt  man 
zwei  gleiche  Volumina  zweier  Gase,  so  dehnen  sie  sich  beide  aus. 
Ihr  Gesamrotdruck  sollte  ungeändert  bleiben,  wenn  sie  dabei  das  doppelte 
Volumen  einnehmen.  Indem  sich  aber  jedes  von  ihnen  auf  das  doppelte 
Volumen  dehnt,  erleidet  sein  Druck  eine  Abnahme  nicht  um  die  Hälfte, 
sondern  um  etwas  mehr,  etwas  weniger,  weil  es  vielleicht  dem  Boyle- 
Gay-Lussac'flchen  Gesetze  nicht  gehorcht.  Diese  Abweichung  sei 
für  das  eine  Gas  d«,  für  das  andere  d^.  Nun  kann  noch  der  Gesammt- 
druck  deshalb  von  der  Summe  der  Einzeldrucke  abweichen,  weil  die 
Gase  eben  gemischt  sind,  zwischen  ihnen  also  V^irkungen  stattfinden. 
Ist  diese  Abweichung  £„{,,  so  beträgt  die  ganze  beobachtete  Ab- 
weichung gegen  den  theoretischen  Druck  Ä«  +  ^ft  +  ^ab-  Herr 
Braun  giebt  nun  nach  Untersuchungen  von  Regnault  und  Fuchs 
für  die  8a,  Si  und  nach  seinen  eigenen  Beobachtungen  für  da  -\-  d 
-\-  Sah  f«ir  die  vier  Gase  SO/,  COj,  Luft,  H2,  die  er  mit  1,  2,  3,  4  be- 
zeichnet, die  Zusammenstellung 


Gas 

;            <fa,   ifb              cfa  +  «^6  +  cTa  6 

1 
2 
3 

4 

i  cf.  =  +  5,5  ,  cf,,  =  +  1,15 
<f ,  =  +  0.93  <fi,  =  +  3,94 
<f 8  =  —  0,22  1  tf,,  =  4-  0,97 
cf ,  =  0               1   (f,,  =  +•  0,35 

1   <f  8^  —  0 

1 

woraus  folgt 

Mischung  SO2/CO2,  Ö  =  —  5,28  mm 

SOj/Ha^     ö  =  -  1,56    „ 

COa/Luft,  *  =  —  0,36    „ 

CO,/ Ha,     d  =  +  0,04    „ 

Ha    Luft,  d  =  +  0,22    „ 


*)  Ostwald,  Stüchiometrie,  1891,  8.  608. 
«)  Wiedem,  Ann  ,  Btl.  34,  S.  943  ff. 
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Die  Angaben  gelten  für  0^  und  gewöhnlichen  Atmosphärendruck 
und  bedeuten  also  die  allein  in  Folge  des  Mischens  gleicher  Volu- 
mina der  Gase  eintretende  Aenderung  des  Gesammtdruokes.  Und  man 
sieht,  dass  diese  Aenderung  unter  Umständen  nicht  unbeträchtlich  ist. 
Die  Druckabnahme  bedeutet,  dass  zwischen  den  Molekeln  der  ge- 
mischten Gase  eine  grössere  gegenseitige  Anziehung  besteht,  als 
zwischen  den  Molekeln  der  betreffenden  Gase  selbst.  Ausserdem  be- 
deutet es  eine  Zusammenziehung  der  Gase  beim  Mischen,  eine  Con- 
traction.  Das  positive  Zeichen  würde  das  entgegengesetzte  angebeo. 
Herrn  Blümcke's  Untersuchungen  über  die  Dampfspannung  von  SOj, 
wenn  die  Verdampfung  in  GO^  geschieht,  vermag  ich  mit  den  eben 
behandelten  Brau  naschen  Ergebnissen  nicht  recht  in  Einklang  zu 
bringen  *). 

Ueber  die  Volumen-  und  Dichtigkeitsänderungen  bei  der  Lösung 
von  Gasen  in  Flüssigkeiten  führe  ich  die  von  E.  Angström  ermittelten 
Zahlen  vor.  In  allen  Fällen  bewirkte  die  Absorption  von  Gasen  eine 
Volumenzunahme  der  Flüssigkeit,  die  jedoch  durchschnittlich  kaum 
Viooo  vom  Volumen  des  absorbirten  Gases  betrug.  Die  folgende  Ta- 
belle giebt  nähere  Auskunft. 


Flüssigkeit 


I  Absorbirtes  Gas 

I  Kohlensäure  Luft  Wasserstoff 


Yolumenzunahme  pro  1  com  Gas 


Chloroform      ,       0,00188 

Nitrobenzol ,              168 

Wasser 130 

Benzol 200 

Methylalkohol     .    .    .    .  |             184 

Aethylalkohol     ....  185 

Aether 0,00200 


0,00205 


0.00160 


143 

106 

216 

170 

201 

157 

203 

152 

0,00240 

0,00184 

Die  Zahlen  sind  also  abhängig  von  der  Natur  des  Gases  sowohl,  als 
von  der  der  Flüssigkeit,  so  jedoch,  dass  die  Verhältnisse  für  verschiedene 
Gase  durch  die  Natur  der  Flüssigkeit  nur  wenig  bestimmt  werden. 
Diese  Verhältnisse  liegen  für  Kohlensäure  und  "WasserstoflF  zwischen 
1,09  und  1,29,  für  Luft  und  Wasserstoff  zwischen  1,27  und  1,35. 
Ferner  ergab  sich,  dass  die  Volumenvermehrnng  durch  Absorption 
mehrerer  Gase  die  Summe  war  der  Volumen  Vermehrungen  durch  Ab- 
sorption der  einzelnen  Gase;  die  Gase  störten  sich  also  gegenseitig 
nicht. 


^)  Wiedem.  Ann.,  Bd.  34,  S.  10  ff. 
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Die  Dichte  der  Flüssigkeit  nahm,  je  nach  der  Natur  des  Gases 
und  der  Flüssigkeit,  ab  oder  zu,  wie  folgende  Zusammenstellung  lehrt. 


Absorbirtes  Gas 


Flüssigkeit 

Dichte 

Kohlens&ure 

Luft 

Wasserstoff 

Dichteänderung 
(+ Zunahme,  —Abnahme) 

Chloroform 

Nitrobenzol 

Wasser 

Benzol 

Methylalkohol.   .    .   . 
Aethylalkohol  .... 
Aether . 

1,51706 
1,22283 
0,99987 
0,90008 
0,81002 
0,80715 
0,73681 

—  0,00088 

—  0,00008 
+  0,00067 
+  0,00017 
+  0»00048 
+  0,00048 
+  0,00050 

—  0,00182 

—  0,00014 

—  0,00065 

—  0,00034 

—  0,00035 

—  0,00038 

—  0,00234 

—  0,00097 

—  0,00144 

—  0,00118 

—  0,00114 

—  0,00126 

Ostwald ^)  hat  darauf  hingewiesen,  dass  die  von  Ängström 
festgestellte  VolumenTermehrung  proportional  geht  der  Constante  h 
der  Tan  der  Wa  als 'sehen  Zustandsgieichung  des  betreffenden  ab- 
sorbirten  Gases,  also  wächst  mit  wachsender  Grösse  der  Volumina  der 
Molekeln.  Daraus,  in  Verbindung  mit  der  Kleinheit  der  Volumen- 
änderung, sohliesst  er,  ,,dass  die  Compression  durch  die  Absorption 
dermaassen  gewaltig  ist,  dass  das  Volumen  des  nbsorbirten  Gases  fast 
▼ollständig  auf  das  Volumen  seiner  Molekeln  selbst  reducirt  ist^.  Diese 
Behauptung  bedarf  wohl  einer  gewissen  Einschränkung.  Denn  da  die 
Gasmolekeln  sich  zwischen  die  Flüssigkeitsmolekeln  schieben,  und 
zwar  gleichmässig  durch  die  ganze  Flüssigkeit,  so  würde  sie  zur  Folge 
haben,  dass  entweder  die  Flüssigkeitsmolekeln  sich  gleichfalls  fast  be- 
rühren, oder  dass  sie  ausserordentlich  viel  kleiner  sind,  als  die  Gas- 
molekeln. Beides  wird  man  nicht  gern  zugestehen,  und  letzteres  wäre 
für  die  Brauchbarkeit  der  van  der  Wa  als 'sehen  Gleichung,  in  der 
doch  die  Grösse  h  eine  Constante  sein  soll,  sehr  ungünstig,  denn  die 
Flüssigkeitsmolekeln  gehen  aus  den  Gasmolekeln  hervor.  Auch  die 
Thatsache  von  Molekularassociationen  bei  Verflüssigung  dürfte  damit 
schwer  zu  vereinbaren  sein.  Uebrigens  ist  die  Verdichtung,  welche 
die  Gase  bei  der  Absorption  erfahren  und  die  also  zwischen  Viooo  ^^^ 
Vsoo  ihres  Anfangsvolumens  beträgt,  nicht  grösser,  als  sie  auch  durch 
Druckvermehrung  erzielt  werden  kann;  für  Kohlensäure  z.  B.  würde 
bei  20®  ein  Druck  von  300  bis  400  Atmosphären  genügen,  diese  Ver- 
dichtung zu  erzielen. 


*)  Stöcbiometrie,  1891,  S.  634. 
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Ostwald  macht  noch  darauf  aufmerksam,  dass  Lösungen  von 
Halogenwasserstoffen  und  noch  anderen  Gasen  in  Wasser  bei  Ver- 
dünnung mit  Wasser  eine  Volumencontraction  aufweisen,  woraus 
folgt,  dass  die  Volumenzunahme  bei  der  Absorption  von  Gasen  nicht 
proportional  der  absorbirenden  Gasmenge  sein  wird,  sondern  rascher 
als  diese  wachsen  muss. 

Wenn  Flüssigkeiten  sich  mischen,  entstehen  gleichfalls  Concen- 
trationsänderungen.  Eines  der  bekanntesten  Beispiele  bietet  die 
Mischung  von  Wasser  und  Aethylalkohol.  Hierbei  findet  eine  Con- 
traction  statt,  welche  bis  zu  3,6  Proc.  des  ursprünglichen  Volumens 
der  beiden  Flüssigkeiten  geht.  Gleiches  findet  statt  beim  Mischen  von 
Schwefelsäure  mit  Wasser,  worüber  ich  aus  Versuchen,  die  in  der 
Kaiserlichen  Normal -Aichungs-Commission  ausgeführt  sind,  folgende 
Zahlen  anzugeben  vermag:  Wenn  man  zu  1000  ccm  Wasser  hinzufügt 
occm  H2SO4  vom  specif.  Gewicht  1,84,  so  erhält  man  nicht  1000 
4-  accm,  sondern  1000  -\-  a  —  h  SchwefelsäurelÖsung,  und  es  ist 


■  --  ■  -■■■ 



0 

1 

a 

5 

9 

3 

623 

101 

55 

16     1 

768 

116 

107 

30     1 

943 

132 

165 

42     ] 

1163 

160 

231 

54 

1448 

172 

307 

65 

1837 

199 

397 

77     1 

2411 

232 

501 

88     1 

3418 

277 

1 

6581 

339 

Die  Schwefelsäure  ist  noch  in  anderer  Hinsicht  interessant.  Da 
sie  dichter  ist  als  Wasser,  sollte  man  vermuthen,  dass,  wenn  man  sie 
zu  Wasser  mehr  und  mehr  hinzufügt,  die  Dichte  der  Lösung  stetig 
bis  zum  Betrage,  den  die  Säure  selbst  hat,  zunimmt.  Das  ist  bekannt- 
lich nicht  der  Fall;  die  Dichte  wächst  bis  zu  einem  gewissen  Procent- 
gehalt der  Lösung  an,  wo  sie  noch  grösser  ist,  als  für  reine  Schwefel- 
säure und  nimmt  dann  bei  weiter  wachsendem  Gehalt  wieder  ab.  Das 
Maximum  der  Dichte  mit  1,84135  bei  4-  1^^  G.  gehört  zum  Procent- 
gehalt 97,25,  während  reine  Schwefelsäure  bei  gleicher  Temperatur  eine 
Dichte  von  1 ,83570  hat.  Aus  den  specifischen  Gewichten  der  Lösungen 
hätte  man  also  auf  eine  höhere  Dichte  der  Schwefelsäure  geschlossen, 
als  letzterer  thatsächlich  zukommt. 

Eine  Volumenvergrösserung  ist  durch  Bussy  und  Buignet^ 
bei  dem  Mischen  von  Alkohol  mit  Schwefelkohlenstoff  und  ebenso   für 


*)  Ann.  de  cliimie  et  de  physique  1865,  Tom.  4,  p.  21  ff. 
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Chloroform  und  SchwefelkohleDBto£f  festgestellt  worden.  Sie  war  für 
die  beiden  ersten  Flüssigkeiten  grösser  als  für  die  beiden  anderen, 
nämlich : 


Mischungsverhältniss 
in  Aequivalenten 


Schwefelkohlenstoff ,       Alkohol 


1 
1 
1     . 

1 

ly* 
ly. 

2 
3 
4 
5 
6 


3 
2 

1% 
1 

1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 


Volumen- 

vergrösserung 

iii  Proc. 


0,6 

0,66 

0,82 

0,91 

1,04 

0.8 

0,75 

0,71 

0,66 

0,58 

0,57 


1  Aeq.  Schwefelkohlenstoff  ist  zu  38,00  g,  1  Aeq.  Alkohol  zu 
46,00  g  gerechnet.  Die  Dilatation  nimmt  zu  mit  wachsendem  Gehalt 
an  Alkohol  und  besteht  für  eine  Lösung  sowohl  von  Schwefelkohlenstoff 
in  Alkohol,  wie  von  Alkohol  in  Schwefelkohlenstoff.  Beim  Mischen 
nahezu  gleicher  Mengen  ist  die  Dilatation  am  grössten. 

Ueber  die  Dichtigkeit  von  Lösungen  fester  Körper  in  Flüssig- 
keiten liegen  eine  grosse  Zahl  von  Untersuchungen  vor  ^).  Die  Lösung 
von  Salzen  ist  in  der  Regel  mit  einer  relativen  Verdichtung  (Contrac- 
tion)  verbunden.  Doch  giebt  es  auch  Fälle,  in  denen  der  Lösung  eine 
relative  Abnahme  der  Dichte  (Dilatation)  folgt.  Lösungen  von  Salmiak 
und  Ammoniaksalzen  gehören  hierher.  Nach  den  Untersuchungen 
von  H.  Schiff  und  U.  Monsacchi  war  z.B.  für  Lösungen  vonAmmo- 
niumnitrat  in  Wasser  8): 

(Siehe  Tabelle  auf  folgender  Seite.) 

Ebenso  findet  eine  Ausdehnung  statt,  wenn  die  Lösung  geschieht 
in  Salpetersäure.  Sie  betrug  in  einer  Salpetersäure  von  14,15  Proc. 
NHO3,  wenn  42  Proc.  Ammoniumnitrat  genommen  wurden,  auf  100  Vol. 
2,893,  und  bei  19  Proc.  0,851,  in  beiden  Fällen  also  noch  mehr  als  für 
die  wässerige  Lösung.  So  auch  in  Salpeterlösung  und  in  einer  Salmiak- 
lösung.   Dehnung  trat  auch  ein  für  wässerige  Lösungen  von  Ammo- 


*)  Eine   sehr  reichhaltige   Zusammenitellung   hietet  z.  B.  G.  Th.  Ger- 
lach  in  Freaemus,  Zeitschr.  f.  analyt.  Chemie,  Bd.  21,  S.  271. 

*)  Zeitschr.  f.  physik.  Chem.,  Bd.  21,  S.  277  ff.  und  Bd.  24,  S.  513  ff. 
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Procentr    i  Volumen  von  100  g  Ausdehnung 

gehalt 

der  Lösung  I     der  Lösung     j  der  Bestandthle.  1        ab^ulute 


procentische 


63 
42 
28 
21 
14 
7 
4 


77,1878 
84,5479 
89,4842 
92,0815 
94,7000 
97,4673 
98,7103 


74,2082 
82,8297 
88,6725 
91,5664 
94,4583 
97,3511 
98,5834 


2,9796 
1,7182 
0,8117 
0,5151 
0,2417 
0,1162 
0,1769 


II 


4.052 

2,0741 

0,9154 

0,5625 

0,2569 

0,1193 

0,1790 


niumchlorid  und  Ammoniumbromid.  Ammoniumjodid  verhielt  sich  ent- 
gegengesetzt, Lösungen  sowohl  in  Wasser  als  in  Alkohol  zeigten 
Contraction.     Ich  gebe  hier  die  Zahlen  für  Wasser. 


Procent- 

Volumen 

von  100  g 

Contraction 

gehalt 

der  Lösung 

der  Bestandthle.' 

1 

absolute 

procentische 

60,44       i 

62,7054 

63,6079 

0,9025 

1,42 

58,46 

63,7423 

64,8028 

1,0605 

1,64 

54,64 

66,1844 

67,1082 

0,9238 

1,38 

30,50 

öl,0331 

81,6768 

88,«708          ' 

0,6437 

0,79 

18,58 

88,7696 

0,1012 

0,11 

13,42 

91,7515 

91,9848          1 

0,2333 

0,25 

12,67 

92,1914 

92,4365          ; 

0,2451 

0,27 

10,92 

93,3357 

93,4936          ; 

0,1579 

0,17 

6,71 

95,9324 

96,0344          1 

0,1020 

0,11 

3,355 

98,0200 

98,0542 

0,0342 

0,04 

Die  Zahlen  verlaufen  nicht  sehr  regelmässig,  vielleicht  ist  die 
Angabe  für  18,58  Proc.  nicht  zutreffend.  In  Alkohol  war  die  Con- 
traction erheblich  grösser. 

Ein  sehr  merkwürdiges  Verhalten  zeigte  Hydroxylaminchlor- 
hydrat,  N  Hg  OH  HCl.  In  höheren  Procenten  bestand  Dilatation,  in 
niederen  Contraction.  Beide  waren  jedoch  geringfügig,  wie  die  fol- 
gende Zusammenstellung  auf  nebenstehender  Seite  zeigt. 

Gleicherweise  soll  sich  Natriumhyposulfit,  Na^SfOs  -|-  öHjO,  in 
Wasser  verhalten.  Von  100  bis  etwa  80  Proc.  soll  Dilatation,  spÄter 
bis  40  Proc.  zunehmende,  dann  abnehmende  Contraction  bestehen. 
Indessen  ist  die  Dilatation  nicht  selbst  beobachtet,  sondern  aus  einer 
Formel,  durch  Extrapoliren  gewonnen,  denn  bei  mittleren  Temperaturen 
tritt  die  Sättigung  schon  bei  51  Proc.  ein.      Von  Interesse  ist  dahei 
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Procent- 


Volumen  von  100  g 


Dilatation  und  Contractlon 


^^  ^        ;!    der  Lösung       derBestandthle. ;'         absolute        1     procentisohe 


40 
28 
20 
14 
10 

7 

5 

3,5 


84,873 
88,805 
91,841 
94,198 
95,814 
97,056 
97,898 
98,553 


83,950 
88,799 
92,033 
94,457 
96,075 
97,287 
98,095 
98,698 


+  0,423 
-1-  0,006 

—  0,192 

—  0,259 

—  0,261 

—  0,231 

—  0,197 

—  0,145 


+  0,500 
-i-  0,006 

—  0,209 

—  0,274 

—  0,272 

—  0,237 

—  0,201 

—  0,147 


noch  Folgendes.  Es  wurde  die  Dichte  yerschiedener  Lösungen  bei 
19®  bestimmt  und  in  der  Form  dargestellt: 

p  =  1  +  0,005  131  ic  +  0,000  015  28  a;2, 

wo  X  den  Procentgehalt  der  Lösung  bedeutet.  Für  05  =  100  erhält 
man  hieraus  Q  =  1,6659.  Das  wftre  also  die  Dichte  des  Salzes  selbst. 
Das  feste  Salz  zeigt  aber  als  Dichte  1,743.  Deshalb  wird  das  in  der 
Lösung  enthaltene  Salz  auch  dann  noch  als  flüssig  bezeichnet  und  mit 
dem  geschmolzenen  Salze  verglichen,  wenn  es  allein  vorhanden  ist. 
In  der  That  soll  das  geschmolzene  Salz  eine  Dichte  von  etwa  1,65 
haben.  Ein  ähnliches  Verhältniss  findet  statt  bei  Zucker.  Aus  den 
Dichten  der  Lösungen  in  Wasser,  untersucht  bis  zu  Lösungen  von 
75  Proc.  Zuckergehalt  extrapolirt,  fand  man^)  für  eine  Lösung  nur 
von  Rohrzucker  bei  15^  die  Dichte  1,5549.  Die  Dichte  des  festen 
krystallinischen  Zuckers  bei  gleicher  Temperatur  ist  dagegen  1,5886, 
also  grösser.  Die  Dichte  des  geschmolzenen  Zuckers  zu  ermitteln,  bot 
sehr  grosse  Schwierigkeit,  weil  der  Zucker  sich  caramelisirt.  Eine 
grosse  Menge  von  Bestimmungen  ergab  1,4667,  bei  etwa  145^,  also 
sehr  viel  weniger,  als  selbst  die  Dichte  des  Lösungszuckers  beträgt. 
Die  Zahl  ist  selbst  dann  noch  sehr  viel  kleiner,  wenn  man  sie  auf  16^ 
reducirt,  sie  giebt  dann  immer  noch  höchstens  1,5077.  Bei  Zucker 
wird  sich  also  nicht  behaupten  lassen,  dass  er  in  der  Lösung  flüssigem 
Zucker  entspricht,  er  steht  vielmehr  dem  festen  Zucker  viel  näher  als 
dem  flüssigen,  und  das  ist  sehr  auffallend,  da  er  doch  im  flüssigen 
Zustande  als  amorph  anzusehen  ist,  während  der  feste  Zucker  krystalli- 
nisch  war. 

Andere  Substanzen  verhalten  sich  wie  das  Natriumhyposulfit; 
festes  Ammoniumnitrat  z.  B.  hat  die  Dichte  1,7,  aus  der  Lösung  in 
Wasser  berechnet  er  giebt  sich  dagegen  (freilich  in  starker  Extra- 
polation) 1,4  und  davon  nicht  sehr  abweichend  fand  Poincare  für 
das  geschmolzene  Salz  1,36. 


*)  Plato,  1.  c.  66. 
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Ueberhaupt  jedoch  scheint  die  Dichte  einer  festen  Substanz,  aus 
ihren  Lösungen  berechnet,  kleiner  auszufallen,  als  der  festen  Substanz 
au  sich  zukommt,  und  zwar  nicht  bloss  im  Falle  einer  durch  die  Lö- 
sung eintretenden  Dehnung,  sondern  auch  bei  Contraction. 

Uebrigens  betreffen  die  Fälle,  die  hier  mitgetheilt  sind,  Salze, 
welche  sich  meist  in  der  Lösung  zum  Theil  dissociiren,  jedoch  ohne 
dabei  in  Ionen  zu  zerfallen,  die  Ammoniaksalze  würden  sich  in  Säure 
und  Ammoniak  zertheilen. 

HerrCharpy  ^)  entnimmt  aus  seinen  und  anderen  Untersuchungen, 
dass,  wenn  man  die  Concentration  durch  die  Zahl  Molekeln  der  gelösten 
Substanz  im  Verhältniss  zu  der  Zahl  Molekeln  der  Lösung  misst  und 
die  Contraction  (bezw.  Dilatation)  als  Function  der  so  definirten  Con- 
centration darstellt,  man  besonders  einfache  Curven  erhält,  die  sieb 
für  analoge  Verbindungen  nach  der  Grösse  des  Molekulargewichts 
ordnen.  Das  steht  mit  einer  Regel  von  Valson^)  im  Zusammenhange. 
Vergleicht  man  nämlich  Lösungen  yerschiedener  Salze,  die  im  Liter 
1  g-Aeq.  aufgelöst  enthalten,  so  zeigt  sich,  dass  die  Unterschiede  der 
specifischen  Gewichte  solcher  Salzlösungen,  welche  zwei  Metalle,  ver- 
bunden mit  derselben  Säure,  enthalten,  immer  gleichen  Werth  haben, 
welches  auch  die  Säure  sei,  und  ebenso  dass  der  Unterschied  bei  je 
zwei  Salzen  derselben  Säure  mit  irgend  einem  Metall  gleichfalls  an- 
abhängig von  dem  Metall  ist.  Nach  Bender^)  ist  überhaupt  der 
Unterschied  der  Dichte  zweier  solcher  Lösungen  proportional  der  Zahl 
der  Grammäquivalente.  Die  Dichte  einer  Salzlösung  bestände  hier* 
nach  aus  zwei  Tbeilen  (Moduln),  einem  der  durch  das  Metall,  einem 
anderen,  der  durch  die  Säure  bestimmt  ist.  Nach  Bender  sind  diese 
Moduln  für  wässerige  Lösungen  bei  18® 

für     NH4  K  Na  Li  VaBa  VjS, 

0  296  235  72  739  522 

für     VaCa     \/^Ug      V2  Zn      Va^d         ^/i^^  V2  Ag 

282  221  410  606  413  1069 

für       Cl  Br  J  N0:<  VaS04 

0  370  733         160  200. 

Die  Vergleichslösungen  sind  Salmiaklösungen  und  die  Zahlen 
sind  mit  10~^  zu  multipliciren.  Eine  Bromcalciumlösung  mit  3  g-Aeq. 
im  Liter  Lösung  hat  also  zur  Dichte  (>'  +  3  (370  +  282)  10"*,  wo- 
selbst q'  die  Dichte  der  entsprechenden  Salmiaklösung  ist.  Letztere 
ist  für  die  Aequivalentzahlen  1,  2,  3,  4  angegeben  zu  1,0153,  1,0299, 
1,0438,  1,0577.  Wir  haben  die  dritte  Zahl  für  p'  zu  nehmen  und 
erhalten  zuletzt  1,0438  +  0,1956  =  1,2394.  Unmittelbar  gefunden 
wurde  1,2395. 

^)  Annalea  de  chimie  et  de  physique,  Tom.  29,  p.  43. 

')  Ostwald,  1.  c,  8.  784. 

^)  Wiedem.  Ann.,  Bd.  20,  S.  560. 
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Herr  Heritsoh^)  stellt  als  Gleichung  für  die  Contraotion  d 
( Volumen verfinderang  für  100  g  der  Lösung)  einer  wässerigen  Lösung 
als  Function  des  Procentgehaltes  (x  g  Substanz  in  100  g  der  Lösung) 

14)  d  =  C(100  — a;)  x, 

wo  C  eine  bei  gleich  bleibender  Temperatur  sich  gleich  bleibende 
Grösse  ist.  Wie  die  Formel  entstanden  ist,  lehrt  schon  ihr  Anblick. 
Sie  scheint  bei  Salzlösungen  brauchbar  zu  sein ,  wie  sich  an  28  vom 
Genannten  mitgetheilten  Beispielen  erweist.  Ausnahmen  finden  sich 
für  LiCl  und  NH4NO3,  woselbst  das  G  mit  wachsender  Goncentration 
wächst  (allerdings  sprungweise).  Auch  für  Zuckerlösungen  soll  nach 
Wohl 2)  die  obige  Formel  nicht  gelten. 

Nach  der  Formel  würde  das  Maximum  der  Gontraction  in  der 
Mitte  bei  x  =  50  liegen.  Das  ist  sicher  nicht  immer  der  Fall,  z.  B. 
nicht  bei  SchwefelsAuremischungen,  wo  das  Maximum  auf  etwa  68  Proc. 
fällt').  Ebenso  wenig  bei  Wasser- Alkoholmischungen,  wo  es  bei  etwa 
40  Proc.  sich  befindet,  und  in  vielen  anderen  Fällen. 

Eine  eigenartige  Betrachtun gs  -  und  Darstellungsweise  dieser 
Verhältnisse  rührt  von  Grosshans ^)  her.  Es  sei  eine  Lösung  ge- 
geben, welche  auf  n  Grammmolekeln  des  Lösungsmittels  1  Grammmol. 
einer  gelösten  Substanz  enthält.  Dividirt  man  n  -\'  l  durch  die  Dichte 
der  Lösung,  so  erhält  man  das  Volumen  derselben;  wenn  man  davon 
das  Volumen  des  Lösungsmittels  abzieht,  so  bleibt  eine  Zahl  übrig, 
welche  nach  Thomson  als  „Rest^  bezeichnet  wird  und  als  Molekular- 
Tolumen  der  gelösten  Substanz  im  Lösungsmittel  angesehen  werden 
kann.  So  haben  wir  für  Wasser,  wofür  eine  Grammmolekel  18  g  und 
für  Kochsalz,  dessen  Grammmolekel  58,5  g  ergiebt : 


Zahl 

der  Molekeln 

Wasser 

Molekulargewicht 
der  Lösung 

Dichte 
bei  18®  bez. 
auf  Wasser 

vou  18« 

Molekular- 

Yolumen 

der  Lösung 

Rest 

10 

180  -f-  58,5  =     238,5 

1,1872 

200,9 

20,9 

20 

360  +  58,5  ==     418,5 

1,1033 

379,3 

19,3 

30 

1    540  +  58,5  =     598,5 

1,0718 

558,4 

18,4 

50 

'    900  +  58,5  =     958.5 

1,0444 

917,8 

17,8 

100 

1800  -h  58.5  —   1858,5 

1,0234 

1816,1 

16,1 

200 

3600  +  58,5  =  3658,5 

1,0118 

3616,0 

16,0 

*)  Wiedem.  Ann.,  Bd.  36,  B.  115  ff. 
•)  Ber.  d.  Deutsch.  Chem.  Ges.  1897,  8.  455. 
')  Pickering,  Journ.  of  the  chem.  Boc.  1890,  Tom.  57,  p.  14. 
*)  Des  dissolutions  aqueuses,  Berlin,  Friedländer,  1888;  vergl.  auch  Ger - 
lach,  Zeitschr.  f.  analyt.  Chem.,  Bd.  28,  8.  290  ff. 

Weinstein,  Thennodynamik.    IL  3Q 
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Die  nicht  yerzeichneteD  Volumina  des  Lösungmittels  (Wasser) 
waren,  wie  sich  von  selbst  versteht,  180,  360,  540  u.  s.  f. 

Für  eine  Lösung  von  Zucker,  C^^U^iOn,  in  Wasser,  wofür  die 
Grammmolekeln  also  18  und  342  g  betragen,  war 

f ür     n  =      0  7  10  11  12  13 

der  Rest     r  =  218,3       215,4        214,5        214,4        214,1        213,9 

für     »  ==     20  30  50  100  200 

der  Rest     r  =  211,9       211,6       211,0         210,4         210,1 

Die  Zahlen  für  den  Rest  nehmen  mit  wachsender  Verdünnung  ab, 
und  zwar  um  so  langsamer,  je  weiter  die  Verdünnung  fortschreitet. 
Wir  bezeichnen  den  Rest  für  unendliche  Verdünnung  als  die  eigent- 
liche Restzahl. 

Die  beiden  Grenzen  sind  also  das  Molekularvolumen  der  festen 
Substanz  an  sich  (z.  B.  218,3  für  Zucker),  bei  der  Verdünnung  0,  osd 
das  Molekular  Volumen  der  festen  Substanz  in  der  Lösung  bei  unend- 
licher Verdünnung;  letzteres,  weil  dann  die  Lösung  dieselbe  Dichte 
hat  wie  das  Lösungsmittel,  bei  der  Subtraction  des  Volumens  des 
Lösungsmittels  vom  Volumen  der  Lösung  also  das  Volumen  der  ge- 
lösten Substanz  in  der  Lösung  übrig  bleibt. 

Von  diesen  Resten  nun  sind  einige  besondere  Eigenschaften  be- 
kannt: Für  analoge  Salze  mit  gleichem  Metall  sind  sie  von  der  Säure, 
für  solche  mit  gleicher  Säure  vom  Metall  unabhängig  (vergl.  S.  464). 
Ferner  sind  sie  für  Lösungen  von  Doppelsalzen  gleich  der  Summe  der 
Reste  der  einzelnen  Salze,  z.  B.  für  HgCl)2NH4Gl  fand  sich  der  Rest 
gegen  122,  während  Hg  Gl]  und  NH4GI  einzeln  in  Wasser  die  Reste 
46,9  und  37,6  ergaben,  woraus  als  Summe  folgen  würde  46,9  -f  37,6 
-\-  37,6  =  122,1,  mit  der  beobachteten  Zahl  übereinstimmend. 

Herr  Grosshans  hat  nun  noch  eine  andere  Eigenschaft  entdeckt, 
indem  er  die  Restzahl  mit  der  von  ihm  eingeführten  Densitäts- 
zahl  verband.  Letztere  ist  die  Summe  der  Atome,  z.  B.  3  für  H^O, 
45  für  CiaHaaOu,  p  -^  q  +  r  filT  CpH^Or  u.  s.  f.  Er  fand  zunächst: 
Die  Dichten  9,  Q^  zweier  Körper  sind  unter  sonst  gleichen 
Umständen  proportional  den  Densitätszahlen.  Nennt  mas 
diese  Densitätszahlen  B,  B\  so  wäre  also 

15)  ==  —  oder  auch  —  =r        • 

Beziehen  sich  q\  B*  auf  Wasser,  so  haben  wir  für  eine  Lösnng 
mit  n  Molekeln  dieses  Stoffes  B*  =  3n,  also  als  Densitätszahl  S" 
einer  wässerigen  Lösung 

16)  B''  =  Sn-\-B 
und  als  Dichte  einer  solchen  Lösung 
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Diese  Formel  reicht  Dach  Herrn  Grosshans  nicht  immer,  er  hat 
sie  darum  mannigfach  abgeändert.  Lassen  wir  die  Accente  fort, 
indem  wir  eben  unter  Q  die  Dichte  einer  Lösung  verstehen,  so  schreibt 
er  in  allgemeinerer  Form 

18)  (,  =  1   +       ^' 


n  +  A 

V  und  A  sind  zwei  Gonstanten.  So  findet  er  für  Kochsalzlösungen 
aus  den  Dichten  für  «  =  10  und  n  =  200,  v  =2,3938,  A==  2,7822, 
und  nun  als  Abweichungen  der  für  n  =  20,  30,  50,  100  beobachteten 
Dichten  von  den  berechneten  +  0,0017,  +  0,0012,  -|-  0,0009, 
—  0,0001,  Zahlen,  die  immerhin  klein  sind.  Aehnlich  ist  die  Ueber- 
einstimmung  für  Lösungen  von  Zucker  und  anderen  Substanzen.  Be- 
zeichnet man  mit  m  das  Molekulargewicht  des  gelösten  Stoffes,  mit  r 
die  Restzabl  in  unendlich  verdünnter  wässeriger  Lösung,  so  ist  nun 
eine  von  Herrn  Grosshans  gemachte  Annahme  für  wässerige  Lö- 
sungen 

w  —  r 
^  ~       18      ' 

also 


m  —  r 

18 

n  +"A' 


r 

18 


20)  Q=l   + 
Bei  dieser  Annahme  soll  dann 

21)  A  = 

sein. 

Da  V  sich  aus  der  Dichte  zweier  Lösungen  berechnen  lässt,  erhält 
man  auch  r,  die  kleinste  Restzahl.  Für  Kochsalzlösung  z.  B.  bekommt 
man  aus  r  =  m  —  18  v  mit  dem  obigen  Werth  von  v.  weil  m=  58,5 
ist,  für  r  die  Zahl  15,43,  während  die  kleinste  beobachtete  16,0  betrug, 
aber  noch  nicht  für  unendliche  Verdünnung  galt.  Fbenso  hat  man 
für  Zucker  r  ber.  =  209,62,  r  beob.  =  209,8. 

Eine  andere   Darstellung  ist 

also,  indem  die  Molekelzahl  des  Wassers  um  eine  Grösse  M  vermehrt 
wird.     Es  folgt 

30* 
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Auch  diese  Formel  wird  noch  erweitei*t  zu 

_  3n  +  By  _       ,      3 

^  ^  ^  3{n  +  M)  ~      ^    n  +  M" 

Das  Interesse  knüpft  sich  ausser  an  die  Ermittelung  des  Restes 
als  Molekularyolumen  der  gelösten  Substanz  in  der  Lösung  bei  unend- 
licher Verdünnung  besonders  an  die  der  Densit&tszahlen,  weil  diese  auch 
für  andere  Eigenschaften  der  Substanzen  von  Wichtigkeit  sein  sollen. 
So  wird  für  die  absoluten  Siedetemperaturen  ^g  yieler  Verbindungen 
nach  der  Formel  CpH^Or  die  Beziehung  angegeben: 

^.  =  62,2  ^  ,  B-  =  62,2 

B  m 

und  an  Toluol»  Anisol,  Aether  und  neun  anderen  Substanzen  bewahr- 
heitet. Bei  anderen  Gruppen  ändert  sich  die  Constante.  Sie  soll 
gleich  sein  für  die  Aether  C^Hap  +  aO  und  die  Ester  CpHspO)  einer- 
seits und  die  Alkohole  und  Fettsäuren  andererseits,  wenn  der  Alkohol 
3  CH3  mehr  zählt  als  der  Aether  und  die  Säure  3  CH]  mehr  zählt  als  der 
Ester.  Aehnliche  Gesetzmässigkeiten  sollen  für  die  Schmelzpunkte  be- 
stehen, sodann  für  die  Verdampfungswärme,  Verbren nungs wärme  u.  s.  f., 
worüber  auf  die  Originalabhandlung  oder  Gerlach^s  Referat  zu  ver- 
weisen ist. 

Für  manche  Stoffe  sind  die  Densitätszahlen  unmittelbar  bekannt, 
z.  B.  betragen  sie  für  C,  H,  0  je  1.  Für  andere  wird  man  sie  aas 
der  Formel  für  Q  genähert,  zumal  unter  Berücksichtigung,  dass  sie 
ganze  Zahlen  sein  müssen,  berechnen  können.     So  ist 

24)  v  =  -^--M,        X  =  M, 
also 

25)  £  =  3(A  +  r)  =  i|  =  |. 

58  5 
Für  Kochsalz  folgt  B  =  — ^-  =  9,75 ,  also    10.      Thatsächlich 

b 

soll  freilich  ^  =  8  sein.  Herr  Gross hans  giebt  folgende  Densitäts- 
zahlen für  die  Elemente  (siehe  nebenstehende  Tabelle  I): 

Lösungen  gleicher  Densitätszahl  und  gleicher  Ver- 
dünnung (gleicher  Molekelzahl  Wasser)  haben  gleiche 
Dichte,  sind  isobar  ^).  So  haben  die  drei  Substanzen  LiNOs,  Na  Gl 
undNaCHOa  die  Densitätszahlen  2  +  3  +  3,  4  +  4,  4+  1  +  1+2» 
also  immer  8;  die  folgende  Tabelle  II  zeigt,  dass  auch  die  Dichten  bei 
gleicher  Verdünnung  nahezu  gleich  sind. 


Zeitflcbr.  f.  physik.  Chem.,  Bd.  18  (1901),  S.  163. 


Densitätszablen  nach  Gross  bans. 
Tabelle   I. 
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Element 

Densitäts- 
zabl 

Element 

Densitäts- 
zabl 

Element 

Densitäts- 
'      zahl 

H 

1 

K 

5 

Cu 

11 

C 

1 

M|C 

5 

Zn 

11 

0 

1 

Ca 

7 

Co 

11 

Li 

2 

8e 

7 

Ni 

11 

Be 

2 

Ar 

8 

ßr 

13 

8 

2 

Br 

9 

8n 

14 

N 

3 

Mn 

9 

J 

14 

P 

3 

Fe 

9 

C 

16 

B 

3 

Cr 

9 

Ajr 

Iß 

Fl 

4 

Ba 

19 

Cl 

4 

Hg 

26 

Na 

4 

Pb 

29 

Tabelle  II. 


Molekel-  |l 
zabl  des  i' 
Wassers   l 

L 


Dicbten 


LiNOa 

bei  19,5^ 


NaCl 
bei  18" 


NaCHOa 
bei  20* 


10 

1,1834 

1,1872 

-— 

20 

1,1005 

1,1033 

— 

30 

1,0698 

1,0718 

— 

50 

1,0427 

1,0444 

1,0456 

100 

1,0218 

1,0234 

1,0234 

200 

1,0110 

1,0118 

— 

Ebenso  findet  man  für  die  Lösungen  scbwefelgaurer  Salze  bei  gleicher 
Densitätszahl  und  gleicher  Verdünnung  gleiche  Dichte.  Und  dieses 
wird  noch  für  eine  grosse  Menge  anderer  Substanzen  nachgewiesen. 

Aus  den  Densit&tszahlen  kann  man  auch  die  Re^tzahl  berechnen. 
Man  hat  nach  Gleichung  19)  und  23) 

26)  r  =  m  +  IBM  —  6By. 

Die  Grösse  y  soll  meist  gleich  ^1,5  =  1,225,  in  vielen  Fällen  1 
sein.  M  ist  Null  für  Verbindungen  R'OH,  R"(0H)2,  R" (0103)2. 
Einwerthige  Fettsäuren  und  ihre  Salze  haben  M  =  l  -\-  1,25  a;.  Der 
Werth  1  gilt  für  CH3O2,  Ameisensäure,  und  x  ist  die  Zahl  des  hinzu- 
kommenden CH^.  Bei  zweiwerth  igen  Fettsäuren  verdoppelt  sich  das  Jf. 
Die  Zahl  für  M  kann  auch  negativ  sein.  Isobare  Verbindungen  haben 
gleiches  M. 
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Zuletzt  ergiebt  sich  noch  aus  der  Formel  f&r  n  =  0  als  Dichte 
der  betreffenden  Substanz  für  sich 

27)  9  =  1+^, 

z.  B.  fOr  Ameisensäure  ber.  1,223,  beob.  1,218,  fOr  Glycerin  her.  1,270, 
beob.  1,264,  für  Rabenzucker  ber.  1,594,  beob.  1,69  u.  s.  f.  Aber 
dass  diese  Formel  nicht  immer  die  Dichte  der  festen  Substanz  als 
solche  darstellen  kann,  ist  nach  früheren  Angaben  klar,  Glaubersalz 
z.  B.  giebt  ber.  1,37,  beob.  1,47. 

Ueber  die  Dichtigkeit  und  das  Molekularvolumen  yon  Substanzen 
in  verdünnten  wässerigen  Lösungen  haben  die  Herren  E.  EohlrauBch 
und  W.  Hallwachs  eine  eingehende  Untersuchung  angestellt^):  Ist  8 
die  Dichte  einer  Lösung,  bezogen  auf  Wasser  gleicher  Temperatur,  m  das 
Molekulargewicht  der  betreffenden  Substanz,  x  die  Zahl  der  von  dieser 
Substanz  gelösten  Molekeln,  6  die  Dichte  des  Wassers  bei  derVersuchs- 
temperatur,  so  wird  das  Molekularvolumen  der  gelösten  Substanz 
definirt  durch 

28)  „  =  5_iool^. 

Ö  X 

Es  ist  eine  Grösse  derselben  Art,  wie  die  vorhin  behandelten 
Reste.  Wie  diese  fällt  sie  mit  wachsender  Verdünnung  und  strebt 
einem  Endwerthe  zu.  Die  Abweichung  des  Anfangs werthes  von  dem 
Endwerthe  ist  für  Elektrolyte  grösser  als  für  Nichtelektroljte.  Zucker, 
ein  Nichtelektrolyt,  beginnt  mit  215  und  endet  bei  209,  NaCl  beginnt 
mit  27  und  endet  mit  16,5.  Noch  grösser  ist  der  Unterschied  bei 
Schwefelsäure,  wo  er  für  VaH2S04  beträgt  27  —  3  =  24  u.  s.  f. 
Auch  fällt  das  Molekularvolamen  nicht  stetig  mit  wachsender  Ver- 
dünnung, NaCl  hat  z.  B.  bei  x  =  Ofil  ein  Minimum,  Zucker  zwischen 
X  =  0,0025  und  x  =  0,00125,  HCl  bei  x  =  0,025.  Ferner  ist  es 
abhängig  von  der  Temperatur,  es  wächst  mit  steigender  Temperatur. 
Ich  theile  einige  Zahlen  in  nachfolgender  Zusammenstellung  mit 

(Siehe  Tabelle  auf  folgender  Seile.) 

Die  Zahlen  für  Magnesiumsulfat  sind  bis  x  =  0,1  negativ;  in 
der  Tbat  handelt  es  sich  bei  der  obigen  Definition  des  Molekular- 
volumens nicht  um  eine  bestimmte  physikalische  Grösse,  denn  es  ist 
vorausgesetzt,  dass  das  Lösungsmittel,  Wasser,  bei  der  Lösung  keine 
Aenderung  seines  Molekularvolumens  erfährt,  nicht  dissociirt  wird,  was 
natürlich  nicht  zuzutreffen  braucht  und  auch  nicht  zutreffen  wird. 
Die  Molekularvolumina  aus  den  Lösungen  auf  den  Stoff  selbst  be- 
rechnet, stimmen  nicht  immer  mit  den  wirklichen  Molekularvolumina 


»)  Wiedem.  Ann.,  Bd.  50,  8.  118;  Bd.  53,  S.  U;  Bd.  58,  S.  177. 
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X  g*Aeq. 
im  Liter 

1        Zucker            Magnerium-    | 

\                                     sulfat 
m  =  341,1      ;     m  =  60,27 

,1                              1 

Essigsäure 
m  =  60,00 

,      Schwefel- 
1          säure 
;     m  =  49,04 

6,0» 

18«      !     6,3» 

18» 

5,5» 

18» 

6,0» 

18» 

0,0002 

,207        ,      —         —  4,5 



51,3 

6,1 



0,0006 

207,3     '     —       1  —  4,5 

— 

50,0 

'     5,5 

— 

0,001 

■  207,32     209          —  4,6 

— 

49,8 

— 

6,5 

— 

0,002 

'207,41     209        1  —  4,6 

—  3,4 

49,61 

— 

'     5,9 

6,9 

0,005 

207,48  1  209,5    ;'  —  4,14 

—  8,21 

49,69 

50,7 

6,92 

7,94 

0,01 

207,56     209,59    —3,91 

—  2.65 

49,72 

50,88 

7,71 

9,32 

0,03 

207,70     209,71  i  — 8,37 

—  2,15 

49,85 

51,00 

9,75 

11,80 

0,05 

207,8       209,77    —  3,03 

-1,74 

49,88 

51,04 

10,75 

12,77 

0,1 

208,0     1  209,89  '  —  2,45 

—  1,21 

49,93 

51,10 

12,03 

14,05 

1 

209,9       211,5     ;  +  0,9    .  +  1.68 

50,21 

51,34 

15,54 

16,96 

5 

— 

215,9     1  +  6,0 

1 

+  6,58 

51,05 

52,14 

17,57 

18,52 

dieser  Stoffe  überein,  beispielsweise  nicht  bei  Salzsäure,  wo  nur  etwa 
die  Hälfte  (23  statt  44)  herauskommt,  ebensowenig  bei  Natriumcarbonat. 
Nach  Herrn  Wade^  soll  die  ContractionX  sich  darstellen  lassen 
durch 


29) 


a 


woselbst  n  die  Zahl  Grammäquivalente  gelöster  Substanz  ist,  und  &,  a 
Constanten  bedeuten.  Bezieht  man  alles  auf  lOOOOOccm  Lösung, 
80  ist 


für:          KCl 

NaCl 

SrClj 

CaCl 

LiCl 

HCl 

C,,H},0,i 

a  =  19,1 

25.0 

12,59 

13,27 

19,28 

29,45 

57,15 

b  ==     1,64 

1,7 

1,54 

1,52 

1,53 

1,49 

200 

Das  scbeinbare  Molekularrolumen  des  gelösten  Stoffes  wird  de- 
finirt  durch  seine  Aenderuug  bei  Verdünnung  auf  dieselbe  Molekelzahl, 
also  durch 


30) 


X            M^-» 
t)2n  Dn  =  —  = ' 

n  a 


Im  Uebrigen  soll  die  Contraction  unter  gleichen  Umständen  dem 
Molekulargewichte  parallel  gehen;  es  werden  acht  Fälle  namhaft  ge- 
macht, in  denen  es  in  der  That  zutrifft. 

Im  Ganzen  sind  die  Verhältnisse  doch  noch  recht  undurchsichtig, 
und  dieses  hat  auch  Einfluss  auf  die  theoretischen  Betrachtungen. 


')  Joum.  of  the  chemical  society  1899,  Tom.  75  (l),  p.  271  flf. 
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Wir  gehen  nuD  über  za  den  anderen  Zustandsänderangen  der 
Mischungen  und  Lösungen  und  betrachten  in  diesem  Abschnitt  noch 
die  Gompressibilität  und  thermische  Ausdehnung.  Ueber  beide  ist 
nicht  viel  zu  sagen,  entscheidend  ist  der  Aggregatzustand.  Mischungen 
und  Lösungen  in  Gasform  yerbalten  sich  wie  Gase,  solche  in  Flüssig- 
keitsform wie  Flüssigkeiten,  die  Legirungen  wie  feste  Körper.  Von  Inter- 
esse ist  jedoch  die  Frage,  wie  sich  die  Eigenschaften  reiner  Stoffe  dnrch 
die  Beimengungen  ändern.  In  der  Regel  ist  die  Aenderung  nicht 
Torauszusehen,  da  sie  nicht  additiv  auftritt. 

Die  Zusammendrückbarkeit  der  Lösungen  fester  Stoffe  nimmt 
nach  allen  bisherigen  Versuchen  mit  wachsendem  Gehalt  an  gelöster 
Substanz  ab.  Folgende  Angaben  sind  den  Untersuchungen  des  Herrn 
H.  Gilbault  entnommen^). 


Aether 


Druck 

Atm. 


139,5«  C.  Ii 


188,4®  C. 


Volumen 


Druck 
Atm. 


'    Volumen 


5proc.  Lösung  von 

Benzoesäure  in  Aether 

221,1®  0. 


Druck 
Atm. 


Volumen 


45 
50 
100 
150 
200 
250 


2,05512 
1,98987 
1,70660 
1,58790 
1,51356 
1,46030 


20 

50 

100 

150 

200 

250 


1,37786 
1,35143 
1,31409 
1,28809 
1,25687 
1,28437 


50 
100 
150 
200 
250 


1,88747 
1,68540 
1,56234 
1,47470 
1,40727 


Wasser 
20»  C. 

30proc.  Lösung  von 

Jodkalium  in  Wasser 

20°  C. 

Druck 
Atm. 

1 
Volumen 

Druck 
Atm. 

Volumen 

1 

1,0000 

1 

1,0000 

50 

0,99766 

50 

0,99797 

100 

0,99537 

100 

0,99598 

150 

0,99314 

150 

0,99405 

200 

0,99096 

200 

0,99216 

250 

0,98881 

250 

0,99030 

Die  Volumina  der  beiden  Lösungen  nehmen  weniger  rasch  ab.  als 
die  der  beiden  Lösungsmittel,  die  Aenderungen  der  Volumina  für  je 


M  Zeitschr.  f.  physik.  Chem.,  Bd.  24,  S.  414. 
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eine  Atmosphäre  Druckzanahme   wird  um    so  kleiner,   je  höher  der 
Dmck  ist.     Ferner  ist  für  wässerige  Lösungen  ^) : 


N 

a 

s 

0 

m 
I 

o 


Procentgehalt 


10 


15 


20 


26 


Temperatur  °C. 


16 


16 


16 


16 


15 


CompresBibilität 


NaCl 

!  456 

425  i 

397 

375 

348 

337 

306 

309 

258 

263 

KCl 

460 

431 

437 

403 

386 

367 

351 

354 

— 

— 

AuCl 

487 

446 

447 

423 

424 

413 

400 

383 

— 

CaCl, 

464 

480  ' 

396 

427 

356 

358 

328 

325 

283 

296 

BaCl, 

465 

440 

440 

421  : 

411 

400 

377 

364 

— 

— 

SrCl, 

479 

489 

426 

412 

i 

381 

385 

344 

368 

317 

331 

Bei  allen  Lösungen  nimmt  die  Compressibilität  ab  mit  wachsen- 
dem Salzgehalt.  Mit  wachsender  Temperatur  nimmt  sie  bei  einigen 
Lösungen  ab,  bei  anderen  zu.  Jedoch  hat  hierauf  auch  der  Salzgehalt 
Einfluss ,  mit  steigendem'  Salzgehalt  scheint  der  Einfluss  der  Tempe- 
ratur mehr  und  mehr  einem  Anwachsenlassen  der  Compressibilität  zu- 
zuneigen; Beispiele  hierfür  sind  die  Lösungen  von  NaCl  und  SrCl), 
die  Compressibilität  nimmt  erst  ab,  dann  zu.  Ausserdem  hängt  selbst- 
yerständlich  alles  noch  ab  Yom  Lösungsmittel.  Lösungen  in  Wasser 
werden  sich  wegen  der  S.  28  dieses  Bandes  dargelegten  Eigenheiten 
dieser  Flüssigkeit  anders  verhalten,  als  Lösungen  z.  B.  in  Aether.  Bei 
yerdünnten  Lösungen  wird  der  Einfluss  des  Lösungsmittels  natur- 
gemäss  am  grössten  sein. 

Lösungen  von  Schwefelsäure  in  Wasser  zeichnen  sich  noch  darin 
aus,  dass  ihre  Compressibilität  mit  wachsendem  Säuregehalt  bis  zu 
einem,  bei  etwa  80  Proc.  HsS04  eintretenden,  Minimum  abnimmt,  um 
dann  wieder  zu  steigen. 

Was  die  analytische  Darstellung  anbetrifft,  so  benutzt  Herr  Gil- 
bault^)  als  Interpolationsformel : 


31) 


fdv\  __  _ 


-■^  +  c. 


Ä^  B,  C  sind  Grössen,  die  noch  von  der  Temperatur  abhängen, 
soll  rationeller  sein: 


Doch 


0  Winkelmann,  Bncyklopädie  der  Physik,  Bd.  1,  S.  362. 
*)  L.  c,  S.  423. 
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32) 


a—h^, 
fcv\  ^  p 


d^'  p' 


'&',  p'  Bind  kritische  Temperatur  und  kritischer  Dmck  der  betreffenden 
Substanz,  a,  b,  e  bedeuten  Constanten.  Die  letztere  Formel  passt 
sich  vielfach  gut  den  ermittelten  Werthen  an,  meist  jedoch  nur  in 
beschränkten  Temperaturintervallen,  so  dass  die  a,  b,  c  doch  nicht  von 
der  Temperatur  unabhängig  sind.  Ausserdem  sind  Wasser  und  wässe- 
rige Lösungen  bis  zu  Temperaturen  von  60^  G.  und  mehr  auszunehmen. 
Für  die  Abhängigkeit  von  der  Concentration  giebt  der  Genannte 
die  Formel 

33)  Jog^  =  C^i. 

r  y 

li\  II  sind  die  molecularen  Compressibilitäten ,  bezogen  auf  Volumins 
gleicher  Molekelzahl  des  Lösungsmittels,  bezw.  der  gelösten  Substani, 
q\  q  bedeuten  die  Dichten  der  beiden  Stoffe,  g  steht  für  die  molecolare 
Concentration  und  G  ist  eine  Constante.  Auch  diese  Formel  scheint 
ganz  brauchbar  zu  sein;  für  Kochsalzlösung  z.  B.  liegen  die  Werthe 
Ton  G  bei  Lösungen  von  0  Proc.  bis  26,2  Proc.  zwischen  1,7005  und 
1,7099  und  ist  ein  Gang  mit  wachsendem  Procentgehalt  nicht  zu  be- 
merken, für  Jodkaliumlösung  von  0  Proc.  bis  60,2  Proc.  sind  die 
Grenzwerthe  0,7373  und  0,7399  u.  s.  f. 

Aus  der  Zustandsgieichung  ist  nichts  zu  entnehmen,  weil  weder 
die  Constanten  a,  h  bekannt  sind,  noch  angegeben  werden  kann,  wie 
die  Dichte  der  Lösungen  von  der  Concentration  abhängt. 

Röntgen  und  Schneider  gehen  Yon  der  Annahme  aus,  dass 
man  die  Compressibilität  ß  einer  Lösung,  welche  in  der  Yolumen- 
einheit  v'  ccm  Wasser  und  v"  ccm  Salz  enthält,  darstellen  darf  durch 

3i^)  ß  =  ß'v'  +  ß"v", 

wobei  v'  -}-  v"  =  l  und  ß'  die  Compressibilität  des  Wassers,  ß"  die 
des  Salzes  bedeutet.     Die  Gleichung  ergiebt  auch : 

34,)  (ß  -  ß")  (l  +  ^)  =  iß'  -  ß")  ^, . 

welche  bequem  ist  zur  Berechnung  der  scheinbaren  CompreBsibilitat, 
falls  bei  der  Untersuchung  für  /5,  ß\  /3"  immer  das  nämliche  Geflss 
benutzt  ist.  Die  Formel  hat  sich  für  Kochsalzlösungen  gut  bewährt 
Für  solche  Lösungen  geben  die  Herren  folgende  Vergleichsreihe,  welche 
für  180  c.  gilti): 


*)  Wiedem.  Ann.,  Bd.  29,  S.  194. 


Ausdehnung  der  Lösungen.  475 

Procentgehalt  ....  0  4,05  8,27  14,07  20,06  26,40 

Molekelzahl      ....  0  724  1544  2805  4300  6145 

relat.  scheinbare  f  beob.  1,000  0,914  0,833  0,737  0,648  0,566 

Compressibüität  i  her.  1,000  0,915  0,835  0,737  0,648  0,566. 

Nach  J.  Drecker  ^)  besteht  Uebereinstimmung  mit  der  Erfahrung 
auch  für  Chlorcalciumlösungen.  Gleichwohl  wird  der  Werth  der  For- 
mel nur  ein  beschränkter  sein  können. 

Da  die  thermische  Ausdehnung  der  Lösungen  vom  Lösungsmittel 
und  von  der  gelösten  Substanz  abh&ngen  muss,  werden  sich  Lösungen 
auch  in  dieser  Hinsicht  mehr  dem  einen  oder  anderen  Stoffe  nähern, 
je  nachdem  der  eine  oder  der  andere  vorherrscht.  Namentlich  werden 
wässerige  Lösungen  bei  nicht  zu  grosser  Goncentration  ein  Dichte- 
maximum,  wie  Wasser,  haben,  und  Lösungen  mit  anderen  Lösungs- 
mitteln können  ein  solches  Dichtemaximum  bekommen,  falls  die  ge- 
löste Substanz  ein  solches  besitzt.  In  wässerigen  Lösungen  ist  die 
Temperatur  des  Dichtemaximums  um  so  niedriger,  je  höher  der  Salz- 
gehalt ist.     Für  Kochsalzlösung  liegt  sie 

im  Procentgehalt  r=0  1  2  4  6  8 

bei:  +4,00     +1,77     —0,58     —5.63    —11,07    — 16,62®C. 

und  ist      "^  * :        —        —2,23     —2,29     —2,41    —    2,51    —    2,58   „ 

X 

sie  fallt  also  sehr  rasch.  Die  Zahlen  der  dritten  Zeile  thun  dar,  dass 
die  Fmiedrigung  der  Temperatur  des  Dichtemaximums  dem  Procent- 
gehalt fast  proportional  geht  und  nur  etwas  ansteigt  mit  wachsendem 
Procentgehalt.  Vielleicht  hat  Kochsalz  selbst  ein  sehr  tief  liegendes 
Dichtemaximum.  Doch  zeigen  auch  andere  wässerige  Lösungen  ein 
starkes  Fallen  der  betreffenden  Temperatur,  kohlensaures  Natron 
sogar  ein  solches  von  fast  3^  C.  für  je  1  Proc.  der  gelösten  Substanz. 
Das  soll  auch  für  Flüssigkeitsmischungen  gelten,  wie  von  Wasser  und 
Alkohol,  Wasser  und  Schwefelsäure. 

Im  Uebrigen  hängt  der  Ausdehnungscoefficient  von  der  Goncen- 
tration der  Lösungen  ab.  Für  Gblorkalium-  und  Ghlorcalciumlösung 
genügt  eine  Darstellung  als  quadratische  Function  der  Goncentration 
bezw.  des  Procentgehaltes.  J.  Drecker  findet  dabei  den  Factor  des 
quadratischen  Gliedes  negativ;  der  Goefficient,  welcher  in  den  beiden 
Fällen  mit  wachsendem  Gehalt  an  Salz  zunimmt,  könnte  also  ein 
Maximum  erreichen  und  durch  Null  gehen.  Ersteres  fände  statt  für 
ChlorkaliumlöBung  bei  etwa  33  Proc,  für  Ghlorcalciumlösung  bei  83  Proc, 
solche  Lösungen  sind  nicht  untersucht.      Aehnliches  hat  Plato^)  für 


*)  Wiedem.  Ann.,  Bd.  34.  8.  967. 

')  Wissenschaftliche  Abhandlung    der   Kaiserlichen    Normal -Aichun^s- 
Commission,  Heft  in. 
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Rohrzuokerlösungen  ermittelt.     Stellt  man  die  Dichte  dar  durch 

BO  ist  nach  ihm 


Procentgehalt 

«  10' 

ß   10* 

10,15 

—  8079 

4-3850 

21,94      1 

—  15616 

—  3070 

29,26 

—  19850 

—  2625 

40,43 

—  26543 

—  1831 

50,59 

—  30263 

—  1414 

60,71      i 

—  33290 

—  1092 

69,34      j 

—  35365 

—  808 

Der  Coefficient  a  des  linearen  Gliedes  steigt  absolut  mit  wachsen- 
dem Procentgehalte  x  und  lässt  sich  darstellen  durch 

108«  =  —  160  +  834,15  a;  —  4,6329  a;«, 

welche  Formel  für  a  ein  Maximum  bei  90  Proc.  etwa  angiebt.     Der 
Coefficient  ß  dagegen  fällt  mit  wachsendem  Procentgehalt  und  es  ist 
109 /J  =  4730  _  87,1  p  +  0,441i?». 

Sein  Minimum  läge  bei  99  Proc,  also  praktisch  bei  reinem  Zacker. 
Hiernach  wird  die  Darstellung  der  Ausdehnung  um  so  einfacher,  je 
höher  die  Conoentration  ist,  und  dieses  findet  gleichfalls  für  andere 
Lösungen  statt  ^). 

Indessen  lässt  sich  auch  in  Bezug  auf  die  Ausdehnung  der  Mischungen 
und  Lösungen  nichts  Yoraussageo.  So  giebt  es  nach  den  bekannten 
Untersuchungen  von  Herrn  Ch.  £d.  Guilleaume  Legirungen  von  Nickel 
und  Stahl,  welche  nicht  einmal  die  Ausdehnung  des  Stahles  aufweisen, 
sondern  eine  so  geringe,  dass  sie  als  fast  ausdehnungslos  angesehen 
werden  können;  ja,  es  können  Legirungen  hergestellt  werden,  welche 
sich  mit  wachsender  Temperatur  zusammenziehen,  statt  sich  aussudehoen, 
was  im  höchsten  Grade  auffallen  muss  und  nur  durch  besondere  intra- 
moleculare  Vorgänge,  wie  sie  beispielsweise  Herr  E.  Wiedemann^] 
bei  gewissen  Salzen  und  ihren  Lösungen  festgestellt  hat,  eiklärt 
werden  kann. 

76.     Capillarität  und  Reibung  der  Misohungen  und  Lösungen. 

Für  die  Grösse,  welche  in  der  Zustandsgieichung  den  inneren 
Kräften  Rechnung  tragen  soll,  haben  wir  bei  einer  Mischung  oder 
Lösung  aus  zwei  Bestandtheilen 


*)  Vergl.  auch  C.  Bender  in  Wiedem.  Ann.,  Bd.  22,  8.  179  ff. 
•)  Wiedem.  Ann.,  Bd.  17,  8.  561  ff. 


1) 
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Es  ist  schon  bemerkt,  dass  diese  Darstellung  von  Poisson  her- 
rührt. Es  bestimmt  nämlich  a  auch  die  capillaren  Wirkungen,  und 
Poisson  giebt  für  diese  die  Formel 


2) 


P  (ä  +  0  =  ««/  +  ««7,  +  «'«/'. 


f«,  tt'  stehen  an  Stelle  von  c,  1  —  c;/,  /n  /'  an  Stelle  yon  an,  2ai,, 
»n,  h  bedeutet  die  Steighöhe  der  Mischung  in  einem  engen  Rohre. 
Der  genannte  Forscher  hat  seine  Formel  selbst  an  zwei  Mischungen 
geprüft,  an  Wasser-Salpetersäure  und  Wasser- Alkohol.  Der  Radius  r 
des  Rohres  war  im  ersten  Falle  0,6565  mm,  im  zweiten  0,6480.  Fol- 
gende Zusammenstellung  enthält  alle  Angaben.  Die  Beobachtungen 
rühren  von  Gay-Lussac  her. 


Wa8fler-8alpetersäure 


Zusamm 

Bnsetznng 
Salpeters.    , 

Dichte 

Steighöhe 

Wasser 

beob. 

ber.         , 

Diff. 

1 

0 

1,0000 

22,68 

22,68 

0,00 

% 

% 

1.0891 

20.52 

20.49 

+  0,03 

% 

V» 

1,UV4 

1         19,17 

19,17 

0,00 

y. 

V. 

1,2151 

17,66 

17,68 

-0,02 

Va 

y. 

1,2751 

16.35 

16,36         1 

—  0,01 

0 

1 

1,3691 

14,08 

14,08         1 

0,00 

WaBBer-Alkohol 


Zusammensetzung 


Wasser 


Alkohol 


Dichte 


Steighöhe 


beob. 


ber. 


Diff. 


1 

% 

*/ 
/» 

y. 
y, 
% 

0 


0 

% 
% 

V. 
\ 

0 


1,0000 
0,9779 
0,9657 
0,9415 
0,9068 
0,8726 
0,819« 


23,16 
13,77 
11,31 

10,00 
9,56 
9,40 
9,18 


23,16 

16,60 

13,13 

10,00 

8,23 

7,87 

9,18 


0,00 

—  2,83 

—  1,82 
0,00 

+  1,33 

+  1,53 

0,00 


Hiernach  stimmt  die  Formel  für  die  erste  Mischung  und  ist  nur 
wenig  brauchbar  für  die  zweite.  Poisson  selbst  bat  das  bemerkt  und 
auch  schon  angegeben,  dass  die  Berechnung  nur  für  die  Mischungen 
gilt,  welche  bei  ihrer  Herstellung  keine  Wärmeanderung  erfahren.    Er 
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wundert  sich  deshalb  nicht  darüber,  dass  sie  für  Wasser- Alkohol- 
mischungen nicht  ausreicht,  sondern  eher,  dass  sie  für  Wasser-Salpeter- 
säure genügt,  da  doch  in  beiden  Fällen  Erwärmung  und  Contraction 
stattfindet. 

Bezeichnet  man  die  wahre  Cohäsion  der  Lösung  1  also  — r(A-f-]p 

mit  a,    so    ist    nach  Gleichung   4|)  auf  S.  452,     indem    man   noch 

2Qig2H  =  2  Ois  setzt 

3)  a  =  «iC«  +  «2  (1— c)2  +-  2 «1,0(1— c). 

Aus  dieser  Gleichung  erhellt,  dass  über  a  aus  den  Werthen  von 
«1  und  a,  nichts  vorausgesagt  werden  kann,  da  die  Grösse  Oxj  u°' 
bekannt  ist.  Es  kann  also  a  grösser,  gleich  oder  kleiner  als  a^  oder 
«2  oder  als  deren  Mittelwerth  sein  und  braucht  auch  nicht  der  pro- 
centischen  Zusammensetzung  der  Mischung  oder  Lösung  zu  ent- 
sprechen. Herr  Volk  mann  hat  diese  Formel  auf  Salzlösungen  an- 
gewendet^). Bezieht  sich  a^  auf  die  gelöste  Substanz,  a^  auf  die 
Lösungsflüssigkeit,  Wasser,  so  betrachtet  er  a^  und  a^^  als  unbekannte 
Grössen ,  Oj  und  a  als  bekannte ,  berechnet  durch  Ausgleichung  jene 
beiden  und  bildet  die  Differenzen  der  berechneten  Grössen  2oii^c{l — c) 
4-  «a  c^  gegen  die  beobachteten  a  —  os^  c^,  denen  sie  gleich  sein  sollten. 
Er  findet  in  allen  yon  ihm  untersuchten  Lösungen  eine  sehr  gute 
Uebereinstimmung  zwischen  Theorie  und  Erfahrung,  da  die  Diffe- 
renzen selten  1  Proc.  der  Grössen  selbst  erreichen.  Ich  stelle  hier 
einige  seiner  Angaben  zusammen. 


Chlornatriui 

u 

,            Chlorcalcium 

1 

1       Kohlensaures  Kali 

«  —  a 

'                            «-«,Ci« 

«  —  «i  Cj 

Ct 

^2         , 

c*      1                     1 

beol).,  bei*. 

Diff. 

1             'beob.tber.  1    Diff. 

[  beob.    ber.    Diff. 

0,1372 

2  87 

1 
2,88  1-  0,01 

0,2019    4,56     4,60    —  0,04 

10,1868    3,95    3,93    +  CM 

0,1126 

2,34 

2,34         0,00 

0,1582    3.56     3,53    +0,03 

0,1367    2,77  ,2,81    —0.04 

0,0727 

1,49 

1.52  —0,03 

0.1011    2,20     2,19    +0,01 

0,0787    1,57     1,58    —0,01 

0,0498 

1,02  1  1,01  [+-0,01 

0,0545     1,15     1,16  1  —  0,01 

0.0400    0,81  '  0.79   +  0,o2 

0,0251 

0,54 

0,54  1       0,00 

0,0306'  0,61     0,64  .—0,03 

0,0196    0,39  :  0,38  1  4- O.Ol 

,0,0107    0.22     0,22  t        0,00 

1      1  ■   .     : 

i      1 

Die  Differenzen  sind  in  der  That  klein  genug,  und  das  trifft  auch 
zu  für  wässerige  Lösungen  yon  Chlorbaruym,  salpetersaurem  Kali, 
salpetersaurem  Natrium,  kohlensaurem  Natron,  schwefelsaurem  Kali  u.s.  f. 

Die  Berechnung  der  Grössen  «ij  und  «j  hat  den  Genannten  noch 
zu  folgenden  Ergebnissen  geführt.     £r  findet 


^)  Wiedem.  Ami.,  Bd.  17,  S.  885  ff. 
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Gelöste 
Sabstanz 


(«.) 


1 


BaCl,  . 
SrCl«  . 
Ca  Gl,  . 
KCl.  . 
NaCl  . 
K,003. 
NajOOa 
KjSO^. 
Na,804 
KNO3  . 
NaNOa 


10,6 
10,3 
10,7 

9,6 
10,4 

9.5 
10,1 
10,6 
10,2 

8,6 

9,0 


10,3 
10,3 
10,0 


8,4 
9.1 


15 
30 
28 
13 
22 
30 
12 

10 

8 

12 


31 


27 


11 


15,3 

11,3 

10,1 

7,1 

6,8 

16,8 

18,3 

16,7 

18,6 

7,1 

8,0 


15,3 
11,6 


21,0 


10,0 


Die  durch  1,  2  unterschiedenen  Unterahtheilungen  beziehen  sich 
auf  zwei  verschiedene  Untersuchungsreihen.  Ferner  geben  die  unter 
(O))  aufgeführten  Werthe  die  you  Quincke  unmittelbar  bestimmten 
specifischen  Cohäsionen  der  geschmolzenen  Salze.  Zunächst  fallt  auf, 
dass  die  Werthe  von  a^,  verhältnissmässig  wenig  variiren,  der  Mittel- 
werth  Beträgt  10,0  und  die  grösste  Abweichung  von  ihm  1,4.  Viel 
veränderlicher  sind  die  oCj.  Befinden  sich  die  Salze  in  der  Lösung  im 
gleichen  Zustande  wie  ausserhalb  derselben,  so  sollten  die  0^  den  (a^) 
gleich  sein.  Das  ist  nur  bei  BaCl^  und  vielleicht  ENOs  der  Fall, 
sonst  sind  die  Abweichungen  sehr  bedeutend.  In  den  Lösungen  sind 
die  Cohäsionen  grösser,  als  im  geschmolzenen  Zustande.  Eigentlich 
hätte  man  das  Umgekehrte  erwarten  sollen,  da  doch  die  Salze  in  den 
Lösungen  viel  mehr  zertheilt  sind,  als  wenn  sie  für  sich  geschmolzen 
bestehen. 

Zur  Darstellung  der  Gapillaritätsverhältnisse  von  Mischungen  und 
Lösungen  sind  auch  noch  andere  Formeln  herangezogen  worden,  von 
Rodenbeck  und  Volk  mann  für  die  Oberflächenspannung 


4) 

von  Roth  er  die 

5) 


a  =  Ci«!  +  CjCCa, 


« =  «1  +  («2  —  «i)  !^  -  ^^ 

Ö2    —   ^l 


welche  gelten  soll,  wenn  die  betreffenden  Substanzen  keine  Contrac- 
tion  oder  Dilatation  beim  Mischen  oder  Lösen  erfahren.  Die  erst  be- 
zeichnete Gleichung  etwas  abändernd,  setzt  Whatmough  für  die 
Oberflächenspannung 


6) 


Ci  =  B  (t'i  o,  +  Cj,  «2), 
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wo  B  also  eine  für  jeden  Fall  zu  ermittelnde  Constante  sein  8ollO> 
Geprüft  ist  diese  Formel  zunächst  an  folgenden  Mischungen:  Aceton 
und  Chloroform,  Aether  und  Chloroform,  Methylalkohol  und  Isobutyl- 
acetat,  Benzol  und  Toluol,  Benzol  und  Aceton,  Wasser  und  Chlor- 
wasserstoff, Wasser  und  Salpetersäure.  Die  Unterschiede  zwischea 
Berechnung  und  Beobachtung  sind  nur  bei  den  beiden  erstgenannten 
Mischungen  erheblicher,  wo  sie  bis  zu  1  Proc.  und  etwas  mehr  an- 
steigen. Aber  bei  vielen  anderen  Mischungen,  namentlich  solchen, 
welche  Essigsäure  enthalten  (mit  Jodäthyl,  Benzol,  Tetrachlormethftn, 
Choroform),  giebt  die  Formel  immer  bis  um  7  Proc  zu  kleine  Werihe. 
Zuletzt  erwähne  ich  noch  eine  auf  Grund  kinetischer  Betrach- 
tungen abgeleitete  Formel  von  Sutherland^).  Sind  Pi,  J?2  die  Bmcfa- 
theile  Gramm  zweier  in  einander  gelöster  Substanzen  in  1  g  der 
Lösung,  haben  (>,  pi,  9.2,  m^,  nig  die  früher  angegebenen  Bedeutungen 
(S.  452),  so  soll  sein 


+  2 


-^^2   _.^,^^^    l/«.«2       >?!_/ \^J_ 

V-4„  ^22       '  f    9l92  ,        vi     /        xF 

K^)  fö) 


Ai»  -^2«i  -^12  sind  proportional  den  betreffenden  Moleknlarkräften  und 
der  vierten  Potenz  des  Abstandes  der  Molekeln.  Es  wird  aus  der  Er- 
fahrung nachgewiesen,  dass 

8)  A12  =  ^11  Äi2 

ist,  und  da  man  ausserdem  angenähert  hat 

(if)'-(^/=K7fK# 

SO  geht  der  obige  Ausdruck  über  in 


9) 

das  heisst  also  in 

9    -^'    9.    +''9.- 

*)  Zeitachr.  f.  physik.  Chem.  (190J),  Bd.  39,  8.  129  ff. 

*)  Phil.  Magazine,  1894,  Bd.  38,  8.  188,  und  1895,  Bd.  40,  8.  477. 
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Für  wässerige  Lösungen  soll  Äi^  von  y ^n  Ä^^  verschieden  sein ,  für 
solche  wird  gesetzt 

10)  -5-  =  «iPi'  +  ct^pS  +  2aia|)ii>a, 

eine  Gleichung,  die  nur  scheinbar  mit  der  Poisson' sehen  übereinstimmt, 

welche  ja  für  a,  nicht  für  —  gelten  soll. 

Zur  Yerificirung  dieser  Formel  benutzt  Herr  Sutherland  zu- 
nächst Volkmann's  oben  citirte  Ermittelungen  für  w&sserige  Lösungen 
von  Na  Gl  und  GaCl2  und  findet,  wenn  p^  sich  auf  das  Salz  bezieht: 


Q 

beob. 
ber. 


•I 


für  NaCl-Lösung  (200C.) 

0,255       0,214       0,144       0,101       0,052  0,000 

1,1932     1,1596     1,1074     1,0720     1,0362  1,0000 

8.41  8,20         7,89          7,74         7,61  7,44 

8.42  8,22         7,93         7,73         7,57  — 

für  CaCla-Lösung  (19<>C.) 


Pa    .    .    :  0,360  0,294  0,200  0,1135  0,065  0,024  0,000 

9     .    .    :  1,3511  1,2773  1,1789  1,0971  1,0540  1,0179  1,0000 

(beob.:  9,31  8,84  8,22  7,81  7,61  7,51  7,45 

"iber.:  9,41  8,83  8,21  7,81  7,63  7,48         — 

Die  Uebereinstimmung  ist  gut,  die  Poisson'sche  Formel  kann  also  a 

und  —  darstellen;  aber  es  sind  eben  mindestens  zwei  Constanten  zur  An- 

passung  an  die  Erfahrung  vorhanden,  und  es  lässt  sich  deshalb  nicht 
entscheiden,  welche  Grösse  darzustellen  ist,  wenn  es  auch   auffallen 


,  dass  «  und  —  in  gleicher  Weise  von  ihren  Componenten  f  «j,  a^, 
a.«  und  -4,-4,  — ^1  abhängen  sollen.     Uns  interessiren  noch  die 

Werthe  für  ^  und  für  ^^  (^^L^\  .    Sie  betragen  6,47,  bezw. 

3,61,  Die  erste  Grösse  würde,  nach  der  Dichte  der  Salze  zu  urtheilen, 
für  «a  ungefähr  den  Volkmann' sehen  Werth  ergeben.  Aus  der 
zweiten  folgt  dann 

^^'     ^  =  0,52  für  Na  Gl  und  =  0,38  für  GaGl^. 
Für  andere  Salze  ist  dieses  Verhältniss  noch  grösser. 

Weinstein,  Thermodynamik.    II.  31 
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Auf  Grund  von  Betrachtungen,  die  ich  hier  übergehen  muss,  wird 
die  Formel  noch  mannigfaltig  abgeändert.  Warum  ich  diesen  Betrach- 
tungen und  den  sich  anschliessenden  Entwickelnngen  einen  grössenn 
physikalischen  Werth  nicht  beimessen  kann,  hat  seinen  Grund  darin,  dass 
eben  für  die  einzelnen  Grössen  die  Werthe  nicht  im  Lösungszustande, 
sondern  ausserhalb  desselben  genommen  werden  und  gegenwärtig  nur 
genommen  werden  können.  Jedenfalls  spricht  vorläufig  nichts  gegen 
die  Richtigkeit  der  Pois so  naschen  Formel,  wenn  diese  nur  gehörig 
interpretirt  wird,  doch  mögen  andere  Formeln  Aehnliches  leisten. 

Der  Capillaritätscoöfficient  wässeriger  Mischungen  und  Lösungen 
nimmt  im  Allgemeinen  ab  mit  abnehmendem  Wassergehalt,  doch  giebt 
es  auch  Ausnahmen  von  dieser  Regel,  bei  Chlorammonium-Lösungen 
findet  Zunahme,  bei  MgCl^  und  E^GOs  erst  Abnahme,  dann  Zunahme 
statt.  Ist  die  Dichte  der  Lösung  geringer  als  die  des  Wassers,  so  wird 
auch  die  Cohäsion  mit  wachsender  Verdünnung  zunehmen.  Ist  sie 
grösser,  so  lässt  sich  nichts  voraussehen.  Bei  Salzlösungen  scheint  die 
Cohäsion  mit  wachsendem  Salzgehalt  stets  zuzunehmen,  wiewohl  die 
capillaren  Wirkungen  abnehmen.  Die  Dichte  nimmt  also  rascher  za, 
als  die  capillaren  Wirkungen  fallen.  Folgende  Zusammenstellung  aus 
Herrn  Volkmann's  Arbeit  enthält  Beispiele  für  die  drei  Fälle: 


Na  Gl  (20°  C.) 

2NH 

«C1(16»C.) 

Mg  Cl,  (16«  C.) 

Salz- 

,    Salz- 

• 

Salz-            , 

gebalt 

a* 

« 

gehalt 

a' 

a 

gehalt         « 

34,19 

14,09 

8,41 

i      35,94 

15,36 

8,26 

34,60 

14,31 

8,83 

27,29 

14,14 

8,20 

22,42 

15,21 

8,01 

23,76 

14,29 

8,36 

16,82 

14,25 

7,89 

10,71 

15,04 

7,73 

10,95 

14,50 

7,86 

11,25 

14.44 

7,74 

— 

— 

— 

4,59 

14,76 

7,65 

5,54 

14,70 

7,61 

'         — 

— 

— 

— 

— 

Bei  wässerigen  Lösungen  von  Schwefelsäure  soll  die  Cohäsion  mit 
wachsendem  Gehalt  an  Schwefelsäure  erst  zunehmen,  dann  abnehmen. 
Nach  Whatmough^)  hat  man  nämlich: 

Frocente:        0  10         20         80         40         45  50 

a     7,557     7,614     7,723     7,863     7,988     8,062     8,044 

Procente:       60  70  80  90         98,5 

«     7,986     7,846     7,552     6.858     5,721 

Das  Maximum  liegt  zwischen  45  Proc.  und  46  Proc,  und  dieser  Gang 
mag  mit  dem  eigenthümlichen  Verhalten  der  Dichte  solcher  Lösungen 
zusam  menhängen. 

Abnahme  der  Cohäsion  und  darauf  folgende  Zunahme  nnd  um- 


*)  S.  164. 
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gekehrt  findet  man  auch  bei  nicht  wässerigen  Lösnngen,  wie  Schwefel- 
kohlenstoff und  Dichloräthyl,  Essigsäure  und  Jodäthyl,  Essigsäure  und 
Chloroform  u.  s.  f.  In  anderen  Fällen  findet  wiederum  gar  keine  oder 
nur  sehr  geringe  Aenderung  der  Cohäsion  statt,  wie  bei  Mischungen 
▼on  Aethylacetat  mit  Amylalkohol,  von  Benzol  und  Jodäthyl,  Tetra- 
chlormethan und  Chloroform  u.  s.  f. 

Nach  Poisson's  Formel  tritt  ein  Grenzwerth  far  a  ein,  wenn 

a,Ci  —  0,(1  —  c,)  +  aia(l  —  2Ci)  =  0, 
also 

«»  «12  1 


Ci  = 


«1  +  «a  —  2aia        «i  —  «u    , 


«2    —   «12 

ist  Da  nun  c  höchstens  1  betragen  darf,  so  kann  ein  Grenzwerth 
schon  sicher  stattfinden,  wenn  ai^  negativ  ist.  Für  ein  positives  Oja 
kann  ein  Grenzwerth  nur  vorhanden  sein,  wenn  a]2  entweder  kleiner 
oder  grösser  ist  als  jedes  der  beiden  a.  Also  ein  Grenzwerth  für  n 
kann  vorhanden  sein  bei 

«u  <  0; 

«it  >  Ö,     «12  <  «n     «12  <  «2; 

«12  >  0,     a,a  >  «1,     «ja  >  a^. 

Ausgeschlossen  sind  hiemach  Fälle ,  in  denen  a,,  positiv  ist  und 
zwischen  den  beiden  a  liegt  Beispielsweise  kann,  da  «]  für  Wasser 
7,5  etwa  beträgt,  nach  der  Tabelle  auf  Seite  479  für  die  dort  auf- 
geführten Salze  ein  Grenzwerth  für  a  nur  vorhanden  sein  für  die 
Lösungen  von  NaaSO«  und  KNO). 

Die  Fälle,  wo  die  Grenzwerthe  gerade  auf  einen  der  Endpunkte 
der  Lösungen  fallen,  auf  Ci  =  0  oder  Ci  =  1,  geben  «jj  =  «^  oder 
CC12  =  «1-  Sind  beide  Bedingungen  erfüllt,  so  tritt  die  gleichfalls  als 
festgestellt  bezeichnete  Erscheinung  ein,  dass  a  überhaupt  von  der 
Zusammensetzung  der  Lösung  unabhängig  ist.  Doch  sollten  alsdann 
die  beiden  Bestandtheile  gleiche  Cohäsion  haben.  Haben  sie  gleiche 
Cohäsion,  so  ist  nach  der  Formel  a  stets  von  der  Concentration  unab- 
hängig.    Ob  das  den  Thatsachen  entspricht,  weiss  ich  nicht. 

Für  wässerige  Lösungen  von  Chloriden  hat  Herr  Quincke^)  die 
Abhängigkeit  vom  Salzgehalt  y  dargestellt  durch  eine  lineare  Formel 

«  =  «1  +  ay, 

wo  »i  die  Cohäsion  des  Wassers  und  a  eine  für  alle  Chloride  gleiche 
Constante  ist.  Letztere  beträgt  nach  ihm  0,1783,  wenn  man  y  durch 
die  Zahl  Salzäquivalente  auf  100  H2O  ausdrückt.  Yolkmann  hat 
diese  Formel    allgemeiner   geprüft,    er   hat   sie   für  die  früher  schon 


*)  Pogg.  Ann.,  Bd.  160,  8.  337,  560. 

31^ 
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erwähnten  Lösungen  mit  grosser  Annäherung  als  solche  bestätigt  ge- 
funden. Doch  sind  Abweichungen  zwischen  Beobachtung  und  Berech- 
nung vorhanden,  die,  wenn  auch  klein,  doch  nicht  den  Beobachtungs- 
Unsicherheiten  zuzuschreiben  waren.  Endlich  fand  sich  die  Constante  a 
far  Salze  gleicher  Art  meist  nur  annähernd  gleich.     So  war: 

I 


für  BaCl«:      «  =  0,174 

.  SrCl«: a  =  0,187 

,  CaCl,: a  =  0,204 

,  MgCl,: g  =  0,197 

„  2KN0a:      ....  o  =  0,105 

„  2NaN0a:     .    •    .    .  a  =  0,111 


für    2  KCl: a  =  0,159 

,     2NaCI: a  =0,181 

,     K,S04: a  =  4).16S 

„     Na^SO^:      .    .    .    .    o  =0,152 

„     K.CO,: a  =  0,190 

„     Na,  CO.:      ....    a  =  0,112 

Nach  Herrn  Whatmough  soll  Quincke^s  Behauptung  hinsichtlich 
der  Gleichheit  der  Constante  a  für  Chloride  doch  zu  Recht  bestehen. 
Er  findet  für  alle  Chloride,  die  Cl  oder  CI9  enthalten : 

a=  7,557  +  0,1857  y. 
Ausgenommen  sollen  sein  NH4CI  und  CaCIg.  Lösungen  des  letzteren 
Salzes  weichen  auch  nach  Yolkmann  am  meisten  von  Quincke'« 
Regel  ab.  Ausserdem  soll  a  für  Sulfate  0,1585,  für  Nitrate  0,1535  sein. 
Doch  soll  die  Regel  auf  Lösungen  relativ  geringer  Concentration  be- 
schränkt werden  müssen. 

Mischt  man  verschiedene  Lösungen  mit  einander,  so  soll  die  Ober- 
flächenspannung nach  Rother^)  sich  gemäss  der -Mischungsregel  be- 
rechnen lassen.  Da  die  Spannungen  für  Chloride  gleichen  Salzgehalts 
gleich  sind,  so  folgt  z.B.,  dass,  wenn Chloridlösnngen  zu  immer  gleichem 
Gesammtsalzgehalt  vermischt  werden,  die  Oberflächenspannung  keine 
Aenderung  erfährt  Dieses  hat  Herr  Whatmough  2)  für  Gemische 
von  KCl-  und  Na  Cl- Lösungen  nachgewiesen.  In  anderen  Fällen,  so 
z.  B.  für  Gemische  dreier  Componenten,  soll  die  erweiterte  Gleicbun 

11)  a  =  pi  «1  +  jp,aj  +  p^  «3, 

wo  pi  -^  P2  -\-  Pa  =  1-  ist,  gelten.  Die  Richtigkeit  wird  an  Mischungen 
aus  Chloroform,  Benzol  und  Aceton  dargethan.  Endlich  ist  noch  zu 
bemerken,  dass  der  gleiche  Forscher  auch  das  Verhalten  von  Lösungen 
solcher  Stoffe  untersucht  hat»  die  sich  nicht  in  allen  Verhältnissen 
mit  einander  mischen,  für  die  es  aber  eine  Temperatur  giebt,  die 
kritische  Mischung8temperatiir(S.  439  ff.),  bei  welcher  eine  Vermischung 
in  allen  Verhältnissen  stattfindet  Die  gesättigte  Lösung  eines  Stoffes  a 
in  h  zeigte  eine  andere  Spannung  als  die  des  Stoffes  b  in  a;  aber  je 
mehr  die  Temperatur  sich  jenem  kritischen  Betrage  näherte,  desto 
mehr  näherten  sich  auch  die  Werthe  der  Spannungen  der  beiden  ge- 
sättigten Lösungen. 


M  Wiedem.  Ann.,  Bd.  21,  S.  576. 
•)  1.  c,  8.  185. 
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Da  Lösungen  und  Mischungen  in  ihrem  physikalischen  Verhallen 
sich  von  den  einfachen  Körpern  nicht  wesentlich  unterscheiden,  werden 
zwischen  ihren  Capillarit&tserscheinungen  und  anderen  Erscheinungen 
ähnliche  Beziehungen  bestehen,  wie  bei  den  einfachen  Körpern. 
Röntgen  und  Schneider^)  haben  dieses  für  die  molekulare  Com- 
pression  nachgewiesen,  sie  finden,  dass  innerhalb  gewisser  Gruppen 
▼on  Salzlösungen  gleicher  Molekelnzahl  der  Lösung  mit  grösserer  mole- 
kularer Compressibilit&t  immer  die  kleinere  Oberflächenspannung  zu- 
kommt Dem  entsprechend  fallt  auch  bei  einer  und  derselben  Lösung 
die  molekulare  Compressibilität  mit  wachsender  Concentration  und 
steigt  die  Oberflächenspannung.  Folgende  Zahlen  mögen  als  Beispiel 
för  beides  gelten.  Die  Einheiten  sind  willkürlich  gewählt,  da  es  nur 
auf  Yergleichung  ankommt. 


Gelöste  Substanz 


700  Mol.  in  LösUDg       |      1500  Mol.  in  Lösung 
molekulare    Oberflächen- >  molekulare     Oberflächen- 


Compression      Spannung     Compression '    spannunf^ 


LiJ  . 
Li  NO. 
LiBr  . 
LiCl  . 
Li  OH 
Li,804 


I' 


0,955 
0,945 
0,94S 
0,933 
0,888 
0,827 


112,27 
112,81 
112,89 
113,20 
1 13,27 
114,23 


0,918 
0,893 
0,887 
0,868 
0,782 
0,682 


113,23 
114,22 
114,43 
115,01 
115,21 
117,61 


Gleiches  gilt  für  Wasser -Schwefelsäurelösungen;  die  Oberflächen- 
spannungscurve  ist  fast  genau  das  Gegenbild  der  Compressibilität s- 
curve. 

Man  hat  geglaubt,  dieses  reciproke  Verhältniss  aus  van  der 
Waals'  Theorie  ableiten  zu  können,  aber  das  trifll  nicht  zu. 

Endlich  erwähne  ich  noch,  dass  auch  die  molekulare  Oberflächen- 
spannung (Seite  51,  Gleichung  22)  nach  den  Untersuchungen  von 
Ramsay  und  Aston  ^),  sowie  nach  denen  von  Pekar^)  von  Mi- 
schungen und  Lösungen  sich  ganz  so  verhält  wie  die  von  einfachen 
Flüssigkeiten,  falls  man  das  Molekulargewicht  auf  Grund  des  mole- 
kularen Mischungsverhältnisses  ermittelt.  Ob  nicht  für  Lösungen  mit 
dissociirten  oder  ionisirten  Molekeln  eine  Ausnahme  zu  machen  ist, 
steht  dahin.  Für  solche  Lösungen  soll  nach  M.  Gregor  und  £.  H.  Ar- 
chibald^)  eine  Eigenschaft  £>£  in  einer  Lösung  mit  der  gleichen  Eigen- 
schaft Sw  ^  reinem  Wasser  in  der  Beziehung  stehen: 


*)  Wiedem.  Ann.,  Bd.  21,  8.  208  flf. 

^  Zeitsohr.  f.  physik.  Chemie,  Bd.  15,  8.  89. 

")  Ebendas.,  Bd.  39,  8.  433. 

*)  Citirt  nach  Forch,  Wiedem.  Ann.,  Bd.  68,  8.  814. 


486  Dreizehntes  Capitel. 

12)  Sl  —  Sw  =  Ä(l  —  S)C  +  Idc, 

woselbst  ö  den  Dissociationsgrad  festsetzt  und  k  und  l  Constanten 
sind.  Wendet  man  diese  Gleichung  an  auf  die  Aendemng  der  Ober- 
flächenspannung, indem  man  setzt 

c 
so  wird  also 

13)  w  =  k(l  —  d)  +  Id. 

Die  Formel  würde  für  kleine  d  ergeben  w  =  k,  und  das  entspricht 
nicht  der  Erfahrung.  Für  stark  dissociirte  Salze  soll  sie  nach  Herrn 
Forch^)  gute  Dienste  leisten. 

In  ähnlicher  Weise,  wie  es  von  Poisson  für  die  Capillaritäts- 
yerhältnisse  geschehen  ist,  hat  0.  E.  Meyer  auch  die  Reibung  tod 
Mischungen  und  Lösungen  durch  die  der  Bestandtheile  darzustellen 
versucht.     Er  setzt  den  Reibungscoefficienten 

14)  ri  =  (rjw  -h  2yfiws  +  y^Vs)  {y^r^J ' 

Hierin  ist  Q  die  Dichte,  y  der  Gehalt  der  Lösung  an  gelöster  Sub- 
stanz, i]w  ist  der  Reibungscoöfficient  des  Lösungsmittels,  r^s  derjenige 
der  gelösten  Substanz,  i]wa  dei^  entsprechende  Goefficient  zwischen 
Lösungsmittel  und  gelöster  Substanz.  Die  17  müssen  sich  auf  den 
Zustand  des  Lösungsmittels  und  der  gelösten  Substanz  in  der 
Lösung  beziehen,  sonst  hätte  die  Formel  keinen  rechten  Sinn,  da,  wenn 
die  gelöste  Substanz  fest  ist,  r^s  unendlich  gross  sein  würde.  Dieses 
hervorzuheben  ist  noth wendig.  Man  hat  nämlich  geglaubt,  die  Formel 
anfechten  zu  müssen,  weil  wässerige  Salzlösungen  bekannt  sind,  zum 
Beispiel  solche  von  KCl,  NH^Cl,  NH4NOS,  deren  Reibungscoefficient 
kleiner  ist  als  derjenige  des  Wassers^).  Identiflcirte  man  nun  rjw  ^^^ 
dem  letzteren  Coefficienten,  so  müsste  tjs  oder  rjws  negativ  sein  sicher 

in  denjenigen  Fällen,  in  welchen  ——7- —  grösser  war  als  1.     Das  ist 

aber  nach  der  Bedeutung  der  Reibungscoöfflcienten  nicht  möglich,  also 
—  schloss  man  —  kann  die  Formel  physikalisch  nicht  zutreffen.  Aber 
fjw  ist  nicht  der  Reibungscoefficient  des  Wassers,  sondern  der  des 
Wassers  in  der  Lösung,  ebensowenig  17^  der  Cogfflcient  des  Salzes, 
sondern  der  des  Salzes  in  der  Lösung,  und  diese  Coefflcienten  können 
und  werden  (bei  Salzen  müssen  sie  sogar)  kleiner  sein  als  im  freien 
Zustande  der  Substanzen,  riws  braucht  also  nicht  negativ  zu  sein. 


*)  Wiedem.  Ann.,  Bd.  68,  B.  815. 

*)  Sprung,   Pogg.   Ann.,   Bd.    159,    8.    27;    Slotte,    Wiedem.  Ann., 
Bd.  14,  S.  19. 
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0.  E.  Meyer  fand  z.  B.,  wenn  fjw  gleich  dem  ReibungscoSfficienten 
für  Wasser  angesetzt  wurde,  was  nur  ffir  ganz  yerdünnte  Lösungen 
zulässig  ist,  bei  Lösungen 

yonNa,S04:  ....  1^5  =  0,186,  i]  ws  =  0ftll2 

„    KaS04:  ....  1J5  =  0,000,  riws  =  Ofil27 

„    NaNOg:  ....  1^5=0,033,  r^ws  =  Ofl07  8 

„    KNO3:  ....  125=0,000,  12  TFS  =  0,0029 

in  C.  G.  S.- Einheiten  bei  IT^C.  Die  Zahlen  für  rjs  bei  KaS04  und 
KNO3  thun  schon  dar,  dass  es  sich  hier  nicht  um  die  Reibungscoöffi- 
cienten  der  Salze  selbst  handeln  kann. 

Svante  Arrhenius^)  hat  eine  andere  Formel  zur  Darstellung 
des  Reibungscogfficienten  von  Lösungen  aufgestellt.  Sind  y  und  ^  die 
Grammäquivalente  des  Lösungsmittels  und  der  gelösten  Substanz,  so 
setzt  er 

15)  ti  =  Äv  Bv  =  Ay  B^-y. 

Für  y  =  0  wäre 

ri  =  B, 
ivLT  y  =  l  dagegen 

V  =  Ä, 

also  sollten  Ä  und  B  die  Reibungscoefficienten  der  gelösten  Substanz, 
bezw.  des  Lösungsmittels  sein,  so  dass  wäre 

Setzt  man  den  Werth  für  das  Lösungsmittel  gleich  1,  so  bleibt 

Die  Vergleichung  mit  den  Beobachtungen  ergab  vielfach  gute  Ueberein- 
Btimmung,  wiewohl  nur  eine  Constante  B  zu  ermitteln  ist.  Ich  führe 
einige  Zahlen  für  Lösungen  in  Wasser  an : 

(Siehe  Tabelle  auf  folgender  Seite.) 
Diese  und  noch  21  andere  untersuchte  Lösungen  betrafen  alleNioht- 
elektrolyte.  In  allen  diesen  Fällen  ist  E  ^  1  gefunden  worden,  so  dass 
durch  die  Hinzufügung  der  Nichtelektrolyte  die  Reibung  des  Wassers 
vergrössert  wurde.  Arrhenius  macht  darauf  deshalb  besonders 
aufmerksam,  weil  sich  unter  den  untersuchten  Substanzen  auch  solche 
befanden,  welche  eine  geringere  Reibung  haben  als  Wasser,  wie  zum 
Beispiel  Methylalkohol,  Aceton,  Aethylformiat,  Propylformiat,  Methyl- 
acetat,  Aethylacetat,  Propylacetat.  Wiewohl  femer  die  innere  Reibung 
der  untersuchten  Stoffe  selbst  von  oo  bis  0,4  oder  0,3  herabging,  fand 
sich  doch  die  Grösse  B  bei  0^  nur  zwischen  1,068  (für  Lösung  von 

*)  Zeitschr.  f.  physik.  Chemie,  Bd.  1,  S.  285  ff. 
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beobachtet 


berechnet 


24,7« 
beobachtet  berechnet 


10 
5 


10 
5 


7.41 
8,56 
4,39 
4,58 


1,834 
1,159 


1,556 
1,241 


1,290 
1,167 


Methylalkohol 

1.155 
Aethylalkohol 

I  1>247 

Glycerin 


1,163 


1,227 
1,114 


1,348 
1,167 


1,315 
1,161 


1,112 


1,161 


1,158 


Rohrzucker  r^s  =  oq)  und  1,011  (für  Lösung  von  Methylformiat,  wo- 
für tjs  vielleicht  0,4  beträgt)  liegen.  Arrhenius  sagt  darum  mit 
Recht,  dass  ein  Zusammenhang  zwischen  der  Grösse  JB  und  der  Rei- 
bung der  gelösten  Substanzen  kaum  zu  existiren  scheint,  wenngleich 
naturgemäss  B  für  Lösungen  fester  Körper  grösser  sein  wird  als  für 
solche  flüssiger.  Ausserdem  nimmt  B  ab  mit  wachsender  Temperatar, 
wie  bei  Flüssigkeiten  die  Reibung  überhaupt  (S.  79). 

Die  Formel  ist  auch  für  Elektrolyte  verwendbar,  ebenso  für 
Mischungen  von  Elektrolyten  und  Nichtelektrolyten.  Unter  den 
Elektrolyten  giebt  es  einige,  welche  die  innere  Reibung  des  Wassers 
yerringem.  Auch  hier  nimmt  der  Einfluss  der  gelösten  Substanz  ab 
mit  wachsender  Temperatur. 

Eine  sehr  eingehende  Prüfung  der  Arrhenius 'sehen  Formel  hat 
A.  Kanitz^)  ausgeführt,  Mischungen  und  Lösungen,  sowie  Gemische 
von  solchen  in  grosser  Zahl  sind  untersucht  worden.  Es  ergab  sich 
eine  gute  Uebereinstimmung  zwischen  Rechnung  und  Beobachtoog, 
so  lange  durch  die  Concentration  das  Verhältniss  der  dissociirten 
Molekeln  zu  den  nicht  dissociirten  nicht  geändert  wurde.  Traten 
Aenderungen  in  diesem  Verhältnisse  ein,  so  kamen  Abweichungen  bis 
zu  mehreren  Procent  vor. 

Die  Ermittelung  der  Gonstante  B  ergab: 


^)  Zeitschr.  f.  phys.  Chem.,  Bd.  22,  8.  336  ff. 
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Gelöste  Substanz 


berechnet  aus 
Normal-Lösung 


NHa      .    .  .    . 

NH4CI     .  .    . 

NH4NO,  .    . 

NHSO4    •  •    • 

KOH    .    .  .    . 

K,COa      .  .    . 

K,Cr07  .  .    . 

NäOH.    .  .   . 

Na^COs    .  .    . 
CHCI.COOH 


1,0288 
0,9931 
0,9709 
1,1164 
1,1282 
1,1652 

1,2348 
1,2861 
1,2707 


berechnet  aus 
y,  Kormal-LösuDg 


1,0227 
0,9960 
0,9693 
1,1120 
1,1287 
1,1642 
1,0054 
1,2389 
1,2879 
1,2773 


Die  Abweichungen  der  beiden  Reihen  sind  fast  durchweg  ge- 
ringfügig. 

In  Bestätigung  der  Ergebnisse  Yon  Reyher')  und  J.  Wagner') 
und  der  entsprechenden  Angabe  von  Arrhenius  fand  sich  zugleich, 
dasB  die  Vermehrung  der  Molekelnzahl  durch  Dissociation  bald  eine 
Vergrösserang,  bald  eine  Verkleinerung  der  Reibung  ergab  und  dass 
vielfach  die  Reibung  mit  steigendem  Atomgewicht  der  gelösten  Sub- 
stanz abnimmt,  was  eigentlich  sehr  auffallend  ist. 

Arrhenius  selbst  hat  schon  hervorgehoben,  dass  seine  Formel 
nur  für  schwach  concentrirte  Lösungen  gelten  kann. 


77.    Speoiflsohe  Wärme  der  Mischungen  und  Lösungen. 

Ein  erster  Versuch,  die  specifische  Wärme  der  Mischungen  und 
Lösungen  aus  den  specifischen  Wärmen  der  Bestandtheile  zu  ermitteln, 
kann  nach  der  einfachen  Mischungsregel  gemacht  werden.  Sind  die 
Mengen  zweier  in  einander  gelöster  Stoffe  Mi,  M^  und  die  specifischen 
Wärmen  dieser  Stoffe  Cx,  c^,  so  lautet  also  der  einfachste  und  nächst- 
liegende Ansatz  für  die  specifische  Wärme  c  der  Lösung 


1) 


MiCi  +-  Jlfj  Ca 


Diese  Formel  genügt  in  der  Thai  in  manchen  Fällen,  so  namentlich 
bei  Lösungen  fester  Körper  in  einander,  den  Legirungen.  Nach 
Regnault  ist  z.  B.  für  die  Legirungen 


^)  ZeitMihr.  f.  physik.  Chem.,  Bd.  2,  S.  744. 
•)  Ebendas.,  Bd.  5,  B.  30. 
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.     .     0,0400,      berechnet 


BiSn:     c  beobachtet     .     .     0,0400,      berechnet     .     .     0,0399 
BiSna:   c  „  .     .     0,0460,  „  .     .     0,0452. 

Doch  muss  die  Legiruog  sich  hinreichend  weit  Yom  Schmelzpunkt  be- 
finden, wobei  sie  fest  oder  flüssig  sein  kann. 

Aach  bei  gewöhnlichen  Lösungen  lässt  sich  c  manchmal  nach  der 
Formel  1)  berechnen.  Als  Beispiel  0  führe  ich  die  von  Schüller  er- 
mittelten Zahlen  für  Mischungen  yon  Chloroform  und  Benzin  an. 


Speci fische  Wärme  bei  coDstantem 

Gewichtflthejle  Benzin 

Druck 

auf  100  Gewichts- 

theile  Chloroform 

beobachtet 

berechnet 
nach  l) 

Differenz 

24,20 

0,2782 

0,2700 

-f  0.0082 

50,50                 1 

0,2959 

0,2959 

0,0000 

75,74                 1 

0,3147 

0,3186 

+  0,0011 

97,10 

0,3257 

0,3252 

+  0,0005 

196,62 

0,3556 

0,3563 

—  0,0007 

294,66                 1 

0,3727 

0,3726 

+  0,0001 

386,66 

0,3793 

0,3814 

—  0,0021 

Die  Differenzen  sind  klein  genug,  im  Mittel  ergeben  sie  etwa 
4-  0,0011,  doch  scheint  es,  als  ob  mit  zunehmendem  Gehalt  an  Benzin 
die  specifische  Wärme  erst  grösser  ist  nnd  dann  kleiner  wird,  als  sie 
nach  der  Zusammensetzung  sein  sollte. 

In  der  Regel  jedoch  reicht  die  Formel  1)  nicht  aus.  Mischungen, 
welche  Alkohole  enthalten,  zeigen  eine  grössere  specifische  Wärme,  als 
dieser  Formel  entspricht.  Dies  ist  für  Mischungen  aus  Wasser  and 
Aethylalkohol  schon  lange  bekannt  und  findet  auch  z.  B.  statt  für 
Mischungen  aus  Alkohol  und  Chloroform,  wie  folgende  Zusammen- 
stellung ergiebt,  die  auch  die  Zahlen  für  Alkohol  und  Wasser  enthält: 
(Siehe  neben  stehende  Tabelle). 

Die  specifischen  Wärmen  der  Bestandtheile  bei  lÖ^^C.  sind  für 
Chloroform  etwa  0,234,  für  Alkohol  0,540,  für  Wasser  1.  Hiernach 
haben  zwar  die  Chloroform  -  Alkoholmischungen  durchgängig  kleinere 
specifische  Wärmen  als  der  Bestandtheil  mit  der  grösseren  speci- 
fischen Wärme,  dagegen  zeigen  Wasser -Alkoholmiscbungen  bis  au 
35  Proc.  und  darüber  eine  höhere  specifische  Wärme,  als  selbst  dem 
Wasser  zukommt.  Ferner  ändert  sich  die  specifische  Wärme  der 
ersten  Mischung  immer  im  gleichen  Sinne,  die  der  zweiten  dagegen 
steigt  erst  an,  um  darauf  abzunehmen.  Das  Verhältniss  der  beobach- 
teten specifischen  Wärme  zur  berechneten  wächst  in  beiden  Fällen  erst 


^)  Wegen  der  Literatur,  wo  sie  hier  nicht  angegeben  ist,  wird  auf  die 
Lehrbücher  der  Physik  verwiesen. 
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Chloroform  u 

od  Alkohol 
Lfiiche  Wärme 

Wasser  und  Alkohol 

GewichtB- 

Speci 

1  Gewicht», 
procente 

Specifische  Wärme 

procente 

heoh. 

her. 

C 

beob. 

ber. 

C 

Alkohol 

=  c 

z=d 

c' 

'  AJkohol 

=  c' 

e 

16.75 

0,3348 

0,2962 

1,1303 

14,90 

1,0391 

0,9424 

1,1026 

28,77 

0,3919 

0,8410 

1,1495 

20,00 

1,0456 

0,9227 

1,1331 

38,92 

0.4130 

0,4002 

1,1466 

22,56 

1,0436 

0,9128 

1,1433 

39,78 

0,4315 

0,3821 

1,1290 

28,56 

1,0354 

0,8896 

1,1639  . 

47,00 

0,4539 

0,4090 

1.1098 

35,22 

1.0076 

0,8638 

1,1665 

56,46 

0,4841 

0,4443 

1,0896 

44,35 

0,9610 

0,8285 

1,1599 

72,8 

0,5331 

0,5052 

1,0552 

49,46 

0,9162 

0,8103 

1,1307 

49,93 

0,9096. 

0.8061 

1,1284 

54,09 

0,8826 

0,7909 

1,1159 

54,45 

0,8793 

0,7895 

1,1189 

58,17 

0.8590 

0,7751 

1,1082 

73,90 

0,7771 

0,7172 

1,0771 

83,00 

0,7168 

0,6817 

1,0515 

an  und  nimmt  später  ab.  Die  Bedeutung  dieser  Ergebnisse  wird 
später  erhellen.  Die  Formel  aber  zeigt  sich  in  diesen  Fällen  als  gänz- 
lich unanwendbar,  sie  würde  Fehler  bis  zu  1 5  Proc.  und  mehr  ergeben, 
die  Abweichungen  von  ihr  steigen  rasch  an,  um  hierauf  langsam  zu 
sinken. 

Auch  auf  Lösungen  findet  jene  Formel  keine  ausreichend  genaue 
Anwendung  1).  Kochsalzlösungen  und  die  meisten  anderen  Lösungen 
haben  kleinere  specifische  Wärmen,  als  der  Berechnung  zu  Folge  sein 
sollte.  Doch  giebt  es  auch  Lösungen  mit  grösserer  specifischer  Wärme. 
So  haben  wir  zur  Darstellung  beider  Fälle  ^): 


Mg  80. 

1  =  Wasser 

NaC.H  8  0,=  Wasser 

Gewichtsproc. 

i       ■  , 

Gewichtsproc. 

des  wasserfreien 

des  wasserfreien        c 

c' 

/.' 

Salzes 

Salzes           1 

11,8 

0,857 

0,909 

0,943 

8,35 

0,938  '  0,942 

0,996 

27,0 

0,730 

0,791 

0,923 

18,55 

0,870  '  0,871 

0,999 

29,4 

0,709  1  0,772 

0,918 

23,30 

0,855     0,837 

1,045 

30,8 

0,697  1  0,762 

0,915 

31,30                0,815  i  0,782 

1,046 

33,9 

0,669 

0,737 

0,908 

1 
1 

35,7 

0,652 

0,723 

0,902 

! 

37,7 

0,633 

0,708 

0,894 

')  Eine  grosse  Zahl  von  Angaben  findet  der  Leser  in  Gerlach^s  Seite  461 
eitirter  Arbeit. 

')  Bindel  in  Wiedem.  Ann.,  Bd.  40,  S.  388. 
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Wässerige  Lösungen  von  NH4  AICSO«)]  und  KAI (804)2  stehen  insofern 

in  der  Mitte,  als  f&r  sie  das  Yerhältniss  -7  erst  abnimmt,  dann  zunimmt. 

c 

In  sehr  eigenartiger  Weise  hat  Herr  Tammann^  versucht,  die 

specifische  Wärme  Yon  Lösungen  aus  den  Wärmen  der  Bestandtheile 

2U  ermitteln.     Er  bemerkt  zunächst,  dass  für  die  letzteren  Wärmen 

diejenigen    Beträge    zu    nehmen    sind,    welche  den    Stoffen    in  der 

Lösung  zukommen.    Ist  also  y^  die  molekulare  specifische  Wärme  des 

Lösungsmittels    in    der  Lösung,   y^   die  des   gelösten   Stoffes   in  der 

Lösung,  so  hätte  man 

2)  c  =  Wi  yi  +  n,  y^- 

ni  ist  die  Zahl  Grammmolekeln  des  Lösungsmittels,  n^  die  der  gelösten 
Substanz,  beide  in  der  Masseneinheit  Lösung.  Bei  yerdünnten 
Lösungen  betrachtet  man  (S.  430)  den  gelösten  Stoff  als  im  Zustande 
eines  idealen  Gases  befindlich.  Ist  der  Stoff  in  Ionen  dissocürt, 
so  wird  man  ihn  in  der  Lösung  auch  als  einatomig  ansehen.  Da 
nun  bei  Gasen  m(Cp  —  c«)  =  1,98  und  bei  einatomigen  Gasen  ausser- 
dem Cp  =  1,667  Cv  ist,  so  hätte  man  mCv  =  2,97.  Hiemach  nimmt 
Herr  T  a  m  m  a  n  n  als  molekulare  Wärmecapacität  bei  constantem  Vo- 
lumen einer  Grammmolekel  Ion  in  runder  Zahl  3  Gramm -Galorien  aa. 
Für  das  Lösungsmittel  haben  wir  zunächst  (Bd.  I,  S.  87,  Gleichung  61) 

_  l    ^dp   dv 

Andererseits  ist  (Bd.  I,  S.  88,  Gleichung  68): 

Er  betrachtet  nun  das  Lösungsmittel  in  der  Lösung  wie  dieses  Mittel 
im  freien  Zustande,  aber  unter  höherem  Drucke  stehend.  Ist  dieser 
Ueberdruck  ^  K^  so  wird  also  sein 

3)  (c.),^  =  Cp  =  o-]:*j(|^)^^dj>, 

und  wir  bekommen 

4)  (yx)v  =  (yp=o)  -  7 ^»^1 1(1^0^^''^  +  ^'**' 

woselbst    1»!    das    Molekulargewicht     des    Lösungsmittels    bedeutet. 

(rrsT  )        ist,  streng  genommen,  auf  die  Lösung  zu  beziehen.    Bei  ver- 

dünnten  Lösungen  darf  man  jedoch  für  diese  Grösse  die  Werthe,  die 
sie  für  das   Lösungsmittel  hat,  annehmen.       Wie  Herr  TammaBfi 


*)  Zeitschr.  f.  physik.  Chem.,  Bd.  18,  8.  625  ff. 
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Formeln  für  diese  Grösse,  für  Wasser,  berechnet,  ist  Seite  146  dieses 
Bandes  dargethan.  Die  Formeln  stellen  sich  als  Functionen  des 
Druckes,  in  unserem  Falle  somit  als  solche  von  ^ K  d^r.  Es  bedarf 
also  noch  der  Kenntniss  dieser  Grösse.  Wegen  der  Betrachtnngen,  die 
dem  genannten  Forscher  zu  dieser  Kenntniss  yerhelfen,  mnss  ich  auf 
die  Originalabhandlnng  yerweisen,  entscheidend  ist  dabei  die  Con- 
traction,  welche  bei  der  Lösung  eintritt.  Ich  führe  zwei  Beispiele  seiner 
ToUständigen  Berechnung  an: 


n,     . 
JK 

CJK 

Yi    • 


y  her 
y  beob, 


200 

130 

0,992 

3571 

2 

6 


3677 
r3565 


Lösun 

g  KCl 

in  Wasser 

100 

50 

30 

16 

260 

607 

801 

1304 

Atmosphären 

0,984 

0,972 

0,960 

0,947 

Calorien 

1772 

875,0 

518,7 

256,6 

» 

2 

2 

2 

2 

6 

6 

6 

6 

1778 

881,0 

624,7 

261,6 

1775 

881,0 

522,6 

262,4 

nach  Thomsen, 

1770 

880,0 

— 

— 

„     Marignac. 

Lösung  HCl  in  Wasser 


JK 

CJK 

Yi    ' 
na     . 

Y2      ' 


200 

86 

0,995 

3580 

2 

6 


100 

180 

0,989 

1780 

2 

6 


50 

350 

0,980 

882 
2 
6 


25 

652 

0,966 

434,7 

2 


12,5 

1400 

0,947 

213,0 

2 

6 


Atmosphären 
Calorien 


y  her. 
y  beob. 


3586      1786         888     440,7     219,0 
(3561      1770         873        —  —      nach  Thomsen, 

\  1772         874      427,5       —         „      Marignac. 


Die  üebereinstimmung  der  beobachteten  Werthe  mit  den  berechneten 
ist  eine  ausgezeichnete,  wenn  auch  die  Differenzen  zwischen  Beobach- 
tung und  Berechnung  in  den  Beispielen  und  in  mehreren  anderen  F&Uen 
alle  nach  einer  Richtung  fallen. 

Im  Uebrigen  ist  die  Abhängigkeit  der  specifischen  Wärme  von 
der  Goncentration  vielfach  eine  recht  yerwickelte.  So  nimmt  diese 
Wärme  für  eine  Lösung  von  Aetznatron  in  Wasser  zuerst  ab  (bis  zu 
50  Proc.  Natrongehalt),  darauf  steigt  sie  (bis  gegen  75  Proc.  Natron - 
gehalt),  zuletzt  sinkt  sie  wieder  ^).    Die  Interpolationsformeln,  die  man 


^}  Blümcke,  Wiedem.  Ann.,  Bd.  25,  S.  418. 
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aufgestellt  hat,  sind  die  üblichen.  Für  Chlorkaliumlösang  in  Wasser 
soll  z.  B.  nach  Herrn  Dreoker  i)  sein 

c  =  1,022  —  0,01603y  +  0,00016y«. 

y  ist  der  prooentische  Salzgehalt  der  Lösung.  Für  geringe  Procent- 
gehalte kann  die  Formel,  wie  Herr  Drecker  selbst  bemerkt,  nicht 
stimmen,  da  für  Wasser  c  =  1,022  herauskommen  würde,  was  viel  zu 
viel  ist.  Mit  dem  Werthe  c  =  1  für  Wasser  Hess  sich  aber  die  Formel 
den  Ermittelungen  nicht  anpassen. 

Eine  andere   von   Mathias  für  verdünnte  Lösungen  gegebene 
Formel  lautet 


B) 


a  -^  n 

c  =  - Ci. 

h  +  n 


n  bedeutet  die  Zahl  Gramm  äquivalente  des  Lösungsmittels  auf  ein 
Gramm  äquivalent  gelöster  Substanz,  a  und  h  sind  Constanten.  Bei- 
spielsweise hat  man 


Na  Cl= Wasser 
a  =  11,65,    6  =  20 


HCl= Wasser 
a  =  2,63,     b  =  10.71 


n 

c  beob. 

c  ber. 

Differenz 

n 

c  beob. 

c  ber. 

Differenz 

40 

0,863 

0,861 

+  0,002 

40 

0,855 

0,852 

+  0,003 

60 

0,895 

0,895 

0,000 

100 

0,932 

0,932 

0,000 

100 

0,931 

0,930 

+  0,001 

200 

0,964 

0,965 

~  0,001 

200 

0,962 

0,962 

0,000 

400 

0,979 

0,982 

—  0,003 

400 

0,978 

0,978 

0,000 

Die  Uebereinstimmung  zwischen  Rechnung  und  Beobachtung  ist  gut 
Je  kleiner  n,  desto  mehr  nähert  sich  der  berechnete  Werth  dem  Ver- 

hältniss  -rCi^  das  wäre  also  die  specifische  Wärme  des  Salzes.    Fflr 

Kochsalz  käme  0,58  heraus,  während  der  thats&chliche  Werth  nur  0,21 
beträgt.  Geht  man  von  diesem  letzteren  Werthe  aus,  so  dass  a  =  Ofilh 
wäre,  und  berechnet  nun  a  aus  dem  Betrage  von  c  für  n  =  400,  so 
folgt  b  =  11,46,  a  =  2,41  und  damit  für  n  =  40,  c  =  0,822,  was 
um  0,041  zu  klein  ist.  Aus  dem  Werthe  des  c  für  n  =  40  fände  sieh 
b  =  8,39,  a  =  1,76  und  für  n  =  400  ergäbe  sich  c  =  0,984,  was 
gegen  den  beobachteten  Werth  nur  um  0,006  zu  gross  ist.  Doch  soll 
die  Anwendbarkeit  der  Formel  auf  Lösungen  beschränkt  sein,  welche 
mindestens  25  Molekel  Lösungsmittel  auf  1  Molekel  gelöster  Substanz 


enthalten. 


Setzt  man  rr-Ci  =  c^  und  bezieht  die  Mathias'sche  Glei- 


*)  Dreck  er,  Wiedem.  Ann.,  Bd.  34,  8.  958. 
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chang  auf  molekulare  specifische  Wärme,  indem  man  mit  m,  mj,  m^  die 
betreffenden  Molekulargewichte  bezeichnet,  so  hätte  man 

.V  Wa  Ca  4-  n  Wt  (^ 

b)  C  = j • 

Das  ist  die  Wo  st  jn 'sehe  Regel,  doch  muss  man  alsdann  unter  fni, 
fitj,  e^i  ^1  dio  Werthe  dieser  Grössen  im  L  ö  s  u  n  g  s  zustande  der  be- 
treffenden Stoffe  verstehen,  denn  mit  den  Werthen  für  die  Stoffe  selbst 
entspricht  diese  Regel  der  Erfahrung  im  Allgemeinen  nicht.  Es  ist 
nämlich  nach  jener  Regel 

(f»i  +  nii  Ui)  c  —  nmiCi  ^=  m2  Ca« 

Die  links  stehende  Grösse  müsste  also  für  alle  Lösungen  einer  Sub- 
stanz, die  eine  Molekel  von  ihr  enthalten,  denselben  Werth  haben. 
Das  ist  aber  nicht  der  Fall,  wenn  man  mit  denjenigen  Beträgen  von 
1»!,  m^i  Ci,  Ci  rechnet,  welche  den  Substanzen  selbst  zukommen.  Man 
findet  dann  nämlich,  dass  in  wässerigen  Lösungen  diese  Grösse  mit 
wachsendem  n,  wachsender  Verdünnung,  im  Allgemeinen  stark  abnimmt 
und  sogar  negative  Beträge  bekommen  kann.  So  fällt  sie  für  eine 
SOs- Lösung,  wenn  7*  von  5  bis  200  steigt,  vom  Betrage  +  2,7  bis 
zu  dem  — 5,0,  für  eine  NH4NOJ- Lösung  unter  gleichen  Umständen 
vom  Werthe  +  28,7  bis  auf  6  oder  2. 

Gerlach^)  hat  noch  für  wässerige  Lösungen  das  Verhalten  der  Grösse 

\  c 

verfolgt,  wo  g  die  Dichte  bedeutet;  er  findet,  dass  dieselbe  mit 

wachsender  Verdünnung  im  Allgemeinen  zunimmt,  die  specifische 
Wärme  unter  diesen  Umständen  also  rascher  wächst  als  das  specifische 
Gewicht.  So  für  Lösungen  von  Na  Gl,  KCl,  NH4CI,  NaNGj,  KNGg 
und  eine  grosse  Zahl  anderer  Salze.  Doch  giebt  es  auch  hier  Aus- 
nahmen, indem  die  Grösse  mit  wachsender  Verdünnung  erst  ansteigt 
und  dann  abnimmt,  z.  B.  für  Lösungen  von  Salzsäure.  Ausserdem  soll 
bei  gleicher  molekularer  Concentration  die  specifische  Wärme  wachsen 
mit  wachsendem  Molekulargewicht  des  gelösten  Salzes. 

Was  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Volumen  anbetrifft, 
so  ist  zunächst  auf  Tammann^s  oben  mitgetheilte  Berechnungs- 
methode zu  verweisen.  Herr  J.  Drecker ^)  hat  sie  für  wässerige 
Lösungen  von  Chlorkalium  und  Chlorcalcium  aus  der  Formel 


Cv  —  ^  "r  "7 


1  * 


J         dv 
dp 


')  Fresenius,  ZeiUchr.  f.  analyt.  Cliem.,  Bd.  27,  S.  343  ff. 
*>  Wiedem.  Ann.  ,  Bd.  34,  S.  968. 
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dv  d  V 

abgeleitet.     ^  und  —  hat  er  aus  seinen  Beobachtungen   über  die 

thermische  Ausdehnung  und  Compression  der  genannten  Lösungen 
entnommen,  Cp  aus  entsprechenden  Ermittelungen.  Er  findet,  dass 
die  genannte  specifische  W&rme  mit  wachsendem  Salzgehalt  sUndig 
abnimmt,  und  zwar  in  beiden  Fällen  stärker  als  die  specifische  Wärme 
bei  constantem  Druck.  Ausserdem  ist  sie  stets  kleiner  als  die  nach 
der  Mischungsformel  1)  zu  berechnende  und  weicht  yon  dieser  mehr 
ab,  als  das  bei  der  specifischen  Wärme  unter  constantem  Druck  der 
Fall  ist.  Daraus  folgt,  „dass  die  innere  Aasdehnungsarbeit  in  den 
Lösungen  eine  grössere  ist  als  die  Summen  dieser  Arbeiten  bei  den 
Bestandtheilen  der  Lösung^. 

Endlich  erwähne  ich,  dass  die  molekulare  specifische  Wärme  Ton 
wässerigen  Lösungen,  d.  h.  die  Grösse  c'  =  (n^  m^  4'  n^  18)  c  für 
Lösungen  mit  einer  Molekel  Salz  (n^  =  1)  sich  als  lineare  oder  qua- 
dratische Function  von  n^  soll  darstellen  lassen.  BindeP)  giebt  zum 
Beispiel  für  Lösungen  von  MgSO«,  EGlOs,  ^^(NOa)^  die  Formeln 

c'  =  17,86«  +  8,338,     18  ^  n  ^  11, 

(/  =  17,8n  —  20,  100  ^  n  ^  20, 

d  =  0,268  n2  -|-  3.54  n  +  214,9. 

Viel  schliessen  lässt  sich  aus  solchen  Formeln  nicht,  nur  die  Gleichung 
für  die  Lösung  von  MgSO«  giebt  dem  Genannten  zu  einer  interessanten 
Bemerkung  Anlasp.     Man  kann  sie  angenähert  schreiben 

c'=  100  +  18  (n  —  5), 

d.  h.  in  den  betreffenden  Mischungen  sind  auf  1  Molekel  Salz  nicht  n, 
sondern  n  —  5  Molekeln  Wasser  zu  rechnen,  oder,  es  gmppiren  sich  am 
1  Molekel  Salz  5  Molekeln  Wasser.    Die  Formel  gilt  für  stark  concen- 
trirte  Lösungen.     Für  schwache  Lösungen  soll  nach  Pagliani  sein 
c'=  100  +  18  (n  —  7). 

Also  wäre  die  Zahl  der  um  eine  Salzmolekel  sich  lagernden  Wasser- 
molekeln von  der  Concentration  abhängig,  und  zwar  würde  sie  mit 
wachsender  Concentration  abnehmen.  Letzteres  kann  durch  die  mit 
wachsender  Verdünnung  zunehmende  Dissociirung  der  Salzmolekeln 
erklärt  werden. 

78.    Lösungs-,  Verdünnungs-  und  XJmwandltingsw&rme. 

In  unmittelbarem  Zusammenhange  mit  der  specifischen  Wärme  der 
Mischungen  und  Lösungen  steht  deren  Mischungs-  und  LösungB- 
wärme,  worunter  man  diejenige  Wärme  versteht,  welche  bei  der 
Mischung  oder  Lösung  von  Stoffen  entwickelt  oder  verbraucht  wird. 

')  Wiedem.  Ann.,  Bd.  40,  B.  388  ff. 
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Es  seien  zwei  Massen  3f|,  M^  zun&cbst  getrennt  vorbanden.  Bei 
ihrer  Vereinigung  zu  einer  einheitlichen  Substanz  soll  die  Temperatur  d 
auf  ^  +  d^  steigen. 

Nach  der  Vereinigung  entziehen  wir  der  Lösung  oder  dem  Ge- 
misch, oder  der  chemischen  Verbindung,  in  die  sie  übergegangen  sind, 
80  viel  Wärme  Qf^  dass  wieder  die  Temperatur  d"  eintritt.  Zweitens 
verfahren  wir  so,  dass  wir  die  beiden  Substanzen  durch  Entziehung 
einer  Wärmemenge  Q  erst  auf  die  Temperatur  d*  - —  dd"  bringen  und 
dann  vereinigen,  wodurch  die  Temperatur  auf  d"  steigt.  Dann  müssen 
wir  haben 

woraus,  indem  Q^  —  Q  =  dQ  gesetzt  wird,  folgt 

1)  (Jfi  +  itf,)c  _  (JfjCi   +  Jf,c,)  =  —  ||-. 

Es  giebt  nun,  wie  wir  wissen,  Fälle,  in  denen  die  links  stehende 
Grösse  0  ist,  alsdann  muss  es  auch  die  rechts  stehende  sein,  das  heisst 
den  getrennten  Substanzen  muss  ebenso  viel  Wärme  entzogen  werden, 
wie  den  vereinten  bei  gleicher  Temperaturänderung,  oder  es  muss, 
wenn  ein  Unterschied  vorhanden  ist,  dieser  von  der  Temperatui'  unab- 
hängig sein.     In  den  meisten  Fällen  aber  ist  für  Lösungen  die  links 

,  dO 

stehende  Grösse  negativ,  somit  --x-  positiv,  es  wächst  also  jener  Wärme- 
unterschied mit  wachsender  Temperatur.  Darauf  hat  Kirchhoff  hin- 
gewiesen in  einer  Untersuchung,  auf  die  wir  bald  zu  sprechen  kommen. 
Der  obigen  Formel  können  wir  noch  eine  andere  Deutung  geben. 
Q  und  Q^  beziehen  sich  ausser  auf  Temperatur erniedrigung  auch  auf 
andere  Wirkungen.  Diese  anderen  Wirkungen  werden  bei  Q  und  bei 
Q'  darin  verschieden  sein,  dass  Q'  auch  noch  die  Arbeit  bei  der  Lösung 
selbst  übernimmt;  nennen  wir  den  entsprechenden  Theil  von  Q',  be- 
zogen auf  Masseneinheit  —  k,  so  haben  wir  hiernach 

und  es  wird 

2)  _  8A  _  M^Ci  +  JMaCa  _ 
^  d^  Ml  +  M^ 

Hiernach  haben  wir  in  allen  Fällen,  in  denen  die  specifische  Wärme 
der  Lösung  additiv  aus  den  specifischen  Wärmen  ihrer  Bestandtheile 
sich  z^sammen setzt, 

"  u = «• 

also  ist  dann  bei  der  Bildung  von  1  g  Lösung  entweder  gar  keine 
Wärmeänderung  vorhanden,  oder  wenn  eine  solche  besteht,  ist  sie  unter 

Weineteini  Thermodjniamik.    IL  go 
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allen  Temperaturen  gleich  gross.  Für  Mischungen  von  Chloroform 
nnd  Bensin  war  die  reehts  siehende  Grösse  in  der  That  Null,  für  solche 

Mischungen  haben  wir  also  A  =  0  oder  -^  =  0. 

Mischungen  aus  Chloroform  und  Alkohol  oder  Wasser  und  Alkohol 
ergeben  (S.  491)  für  die  rechts  stehende  Grösse  unter  allen  Concen- 
traüonsverhältnissen  negative  Werthe.     Für  sie  ist 

Nun  ist  X  positiv  gerechnet,  wenn  bei  dem  Vorgänge  Wärme  ent- 
steht, negativ,  wenn  Wärme  verschwindet.  Im  ersten  Falle  nimmt 
also  die  Wärmetönung  mit  wachsender  Temperatur  stetig  zu,  im 
zweiten  Falle  nimmt  sie  absolut  stetig  ab.  Bei  beiden  genannten 
Mischungen  trifft  der  erste  Fall  zu,  indem  Wärme  entwickelt  wird, 
ihre  Mischungswärme  wird  also  mit  wachsender  Temperatur  stetig  zu- 
nehmen.    Durch  Null  geht  sie  freilich  nicht. 

In  der  Regel  jedoch  haben  wir  für  die  entscheidende  Grösse  posi- 
tive Werthe  und  damit 

und  es  fallt  entwickelte  Wärme  mit  wachsender  Temperatur,  während 
verschwundene  absolut  zunimmt. 

Gehen  wir  im  letzten  Falle  von  verschwundener  Wärme,  also 
negativen  Werthen  des  A  aus,  so  nimmt  der  absolute  Werth  mit  stei- 
gendem ^  ab,  er  kann  auf  Null  sinken  und  zu  positiven  Werthen  über- 
gehen.    Solch  ein  Fall  scheint  bei  der  wässerigen  Lösung  von  KsGO} 

2 
+  -HaO  in  360  HaO  vorzuliegen;  bei  17«  G.  ist  A  =  —  0,244  Ca- 

o 

lorien,  bei  32^0.  jedoch  -f  0,244;  bei  250C.  wäre  A  =  0,  die  Lösung 
ginge  ohne  Wärmeänderung  vor  sich.     Aehnliches  soll  stattfinden 

bei  KCl  -f  100  HjO  bei  -f  130« C, 
„  NaNGs  +  100;H8G  „  +  1600C., 
„  KNO,     +  200HaG     „    +  2000C. 

Wir  kommen  auf  die  Frage  der  Abhängigkeit  von  der  Temperatur 
später  nochmals  zu  sprechen.  Einstweilen  gehen  wir  auf  die  Grösse  ^ 
selbst  ein. 

Wie  schon  bemerkt,  ist  der  Misch nngs-  und  Lösungsvorgang  im 
Allgemeinen  ein  recht  complicirter;  rein  physikalisch  scheint  er  in  den 
wenigsten  Fällen  zu  sein,  meist  ist  er  verbunden  mit  Dissociationen, 
HydratisiruDgen  und  chemischen  Reactionen.  Geschieht  er  rein  physi- 
kalisch, so  steht  zu  erwarten,  dass  Fälle,  welche  Contraction  auf- 
weisen, mit  Wärmeentwickelung,  solche,  bei  denen  Dilatation  auftritt, 
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mit  Wärmeverbrauch  yerbuoden  sein  werden.  Kommen  jedoch  Disso- 
ciationen  Yor,  so  kann  auch  bei  Gontraction  Wärme  verbraucht  werden. 
Finden  andererseits  chemische  Veränderungen  statt,  so  kann  auch  bei 
Dilatation  Wärme  entstehen.  Da  die  beobachtete  WärmetönuDg  das 
Ergebniss  aller  Elinzel wärmen  ist,  so  vermag  man  aus  der  Grösse  und 
dem  Sinn  derselben  allein  noch  nicht  auf  den  Vorgang  zu  schliessen. 
Doch  wäre  man  geneigt,  mit  Alexejew  ')  zu  folgern,  dass  das  Lösen 
an  sich  unter  Wärmeverbrauch  stattfindet,  indem  eben  die  Zertheiluug 
eine  Arbeit  bedingt.  Gehen  dann  die  abgelösten  Theilchen  in  das 
Lösungsmittel,  so  kann,  wenn  sich  die  Molekeln  dadurch  alle  einander 
nähern,  wie  durch  Compression,  Wärme  entstehen ;  überwiegt  diese  den 
Wärme  verbrauch,  so  erscheint  die  Wärmetönung  als  entstehende 
Wärme.  Wie  die  Gontraction  wirken  chemische]  Bindungen,  wie  das 
Lösen  chemische  Zersetzungen.  Und  so  lässt  sich  nichts  voraussagen. 
Nach  Bussy  und  Buignet^(S. 460)  ist  das  Mischen  von  Alkohol  und 
Schwefelkohlenstoff  mit  einem  Wärme  verbrauch  verbunden.  Sind  n^,  n^ 
die  Zahlen  äquivalente  des  Schwefelkohlenstoffs  bezw.  des  Alkohols,  so 
fanden  sie  bei  gewöhlicher  Temperatur  als  Temperaturerniedrigung  /!!%' 

n^     .   .    .     1  1  1  1        IV4      ly,        2  3  4  5  6 

fig     .   .    .     3  2  ly,      1        1  1  1  1  1  1  1 

J^  .    ,    .2,70     3,70     4,20     5,00     5,40     5,65     5,90     5,85     5,60     6,50     5,45  •  C. 

Der  Wärmeverbrauch  nimmt  mit  wachsendem  Schwefelkohlenstoff- 
gehalt bis  zu  einem  Maximum  (wo  auf  2  Molekeln  G  S2  1  Molekel  G3  Hg  0 
kommt)  zu  und  fällt  dann  wieder.  Wie  weit  er  fällt,  und  ob  er  zuletzt 
in  eine  Wärmeentwickelung  übergeht,  lässt  sich  nicht  sagen.  Hier  ist 
eine  doppelte  Ursache  für  den  Gang  vorhanden,  das  Lösen  als  solches, 
und  die  mit  dem  Vertheilen  der  Flüssigkeiten  in  einander  verbundene 
Dilatation  (S.  461).  Nach  Alexejew^)  soll  Wärme  verbrauch  auch 
stattfinden  beim  Mischen  von  Benzol  mit  Toluol.  Bei  14^  G.  Mischungs- 
temperatur trat  das  Maximum  des  Wärmeverbrauchs  (gegen  200  Ga- 
lerien) auf,  wenn  die  Substanzen  zu  gleichen  Theilen  zusammen- 
gebracht wurden.  Ebenso  bei  Anilin  und  Wasser,  Phenol  und  Wasser. 
Ich  weiss  nicht,  ob  bei  diesen  Mischungen  Gontraction  oder  Dilatation 
stattfindet.  Ist  das  erstere  der  Fall,  so  muss  die  Zertheilungswärme 
die  Gontraction s wärme  überwiegen.  Positive  Wärmetönung  zeigen» 
wie  bekannt,  Lösungen  von  Alkohol  in  Wasser.  Interessant  ist  das 
Verhalten  der  Mischungen  von  Ghloroform  und  Alkohol:  bei  über- 
wiegendem Ghloroformgehalt  tritt  Temperaturerniedrignng,  bei  über- 
wiegendem Alkoholgehalt  Temperaturerhöhung  ein.  Bezeichnen  wir 
erstere  mit  —  ^  ^^  letztere  mit  '\-  /J  %"  und  beziehen  n^  auf  Ghloro- 
form, na  auf  Alkohol,  so  ist  nach  Bussy  und  Buignet 


')  Wiedem.  Ann.,  Bd.  28,  S.  827  ff. 
*)  1.  c,  S.  322. 
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-rf*  —  2,5  —2,6  —2,4  —2,2  —6,9  ±0,0  +1,7  4,1  -f  4,6  +4,7  +4,5  +4,2 

Also  Lösungen  yon  Alkohol  in  Chloroform  sind  mit  Wärmeverbrauch, 
solche  von  Chloroform  in  Alkohol  mit  Wärmeentwickelung  verbanden. 
In  der  Molekeln  zahl  ungefähr  in  der  Mitte  stehen  die  Lösungen,  die 
ohne  Temperataränderung  sich  herstellen.  Wie  entscheidend  hier 
gerade  die  Molekelnzahl  ist,  sieht  man  daran,  dass  diese  Lösung  77,6  g 
Chloroform  und  22,4  g  Alkohol  enthält,  also  keineswegs  gleiche  Mengeo. 
Trotz  des  Zeichen  wechseis  der  Temperaturänderung  mischen  sich 
Chloroform  und  Alkohol  stets  unter  Contraction,  wenn  auch  die  Con- 
traction  grösser  ist  für  Mischungen,  die  unter  Wärmeentwickelang  vor 
sich  gehen.  Hier  muss  der  Einfluss  der  Contraction  in  chloroform- 
reichen Mischungen  durch  den  der  Zertheilung  überwogen  werden. 

Die  Lösung  yon  Salzen  in  Wasser  ist  bald  mit  Wärmeent- 
wickelung,  bald  mit  Wärmeverbrauch  verbunden.  Unter  270  Angaben 
in  Winkelmann's  Encyklopädie  der.Physik  finde  ich  166  als  Wärme- 
verbrauch, 107  als  Wärmeentwickelung  gekennzeichnet,  also  ein  Ver- 
hältniss  von  etwa  60  zu  40  Proc.  Salze  von  Eisen  und  ihm  nahe- 
stehenden Elementen  gaben  durchschnittlich  positive  Wärmetönang, 
doch  bilden  Nickel  und  Kobalt  eine  Ausnahme.  Viel  lässt  sich  aus 
den  Zahlen  kaum  entnehmen.  So  kommt  es  darauf  an,  ob  ein  Salz 
als  Hydrat  oder  als  Anhydrid  gelöst  ist.  Ni  CI3  +  6  Hj  0  glebt  A  = 
—  1,16,  NiCla  allein  A  =  +  19,17,  aber  CuClj  +  2H,0  giebt  X  == 
+  4,21  und  CuClj  allein  A  =  +  11,08.  Im  Allgemeinen  scheinen 
die  Hydrate  die  kleinere  Wärmeentwickelung  zu  geben,  die  auch  in 
einen  Wärmeverbrauch  übergehen  kann.     So  haben  wir 

MnSO^    MnSO^+lHjO    MnSO^+ÖHjO    MnSjCß  +  eHjO 

A=+13,8  +7,8  0,0  —1,9 

Das  ist  auch  ganz  verständlich,  da  die  Anhydride  in  der  Lösung  sich 
hydratisiren  werden,  wodurch  Wärme  frei  wird,  und  Hydrate  sich  ent- 
wässern können,  was  Wärme  verbrauch  bedingt.  Für  letzteres  spricht 
das  Beispiel  des  Salzes  NaaCOa,  wo  die  A  für  die  Hydrate  mit  OH^O, 
IHaO,  2H2O,  IOH2O  sind  +5,64;  +2,25;  +0,02;  —16,16.  Bei 
anderen  Salzen  jedoch  trifft  das  nicht  zu,  NaaS^O«  +  2H9O  hat  fast 
genau  dasselbe  X  wie  Na2  Sg  Og  +  5  Ha  0.  Doch  geben  nicht  etwa  die 
wasserfreien  Salze  immer  Wärmeentwickelang  ^),  z.  B.  nicht  Na  Gl, 
Na  Br,  Nag  S2  0^  und  eine  Menge  andere.  Hier  überwiegt  die  bei  der 
Hydrati sirung  entstehende  Wärme  den  Wärmeverbrauch  des  Lösangs- 
Vorganges  und  der  Dissociation  nicht,  selbst  nicht  unter  Zuhülfenabme 
der  Contractions wärme,  da  Salzlösungen  meist  Contraction  aufweisen 


*)  Dagegen  Bindel  in  Wiedem.  Ann.,  Bd.  40,  8.  392. 
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(Dilatation  zeigen  NH4CI,  NU^Br,  NH4N0s).  Die  Angaben  gelten 
für  etwa  Id*)  C.  und  starke  Verdünnung  (200  und  mehr  -  Molekeln 
Wasser  auf  eine  Molekel  Salz). 

Mit  wachsendem  Gehalt  an  Salz  nimmt  die  Lösungswärme  bei 
Nichthydraten  im  Allgemeinen  ab.  So  hat  man  nach  B  i  n  d  e  H)  für 
wässerige  Lösungen  von 

(n:       60  20  18  16  15  13  12  11 

^       *     \X:  +5287  +5106  +5041   +4987  +4942  +4773  +4724  +4617 

in:      V 


KCIO, 


100  60  50  40  30  20 

•6820     —6457     —6417     —6283     —6166     —6008 


Die  Regel  gilt  also  für  Wärmeentwickelung  wie  für  Wärme  verbrauch. 
Winkelmann's  Untersuchungen  bestätigen  das  im  Allgemeinen^). 
Zugleich  zeigen  sie,  dass  die  Abhängigkeit  von  der  Concentration 
mit  wachsender  Temperatur  stark  abnehmen  muss.     So  ist 

l    „    50«:  A  =  —  6,41  +  0,07  y. 

y  bedeutet  Gewichtsprocente  Salz.     Aebnlich 

*«    M   Mn   /  ^«    ü<>:  A  =  —  58,1  +  0.52  y  -  0,0026 y» 
fürNaNO,|    ^   50'>:  A  =- 45,1  +  0,12 y. 

Wenn  die  Lösung  eines  Nichthydrats,  welche  bei  ihrem  Entstehen 
Wärme  entwickelt  hat,  verdünnt  wird,  so  wird  Wärme  entstehen  können; 
war  ihre  Herstellung  mit  Wärme  verbrauch  verbunden,  so  wird  bei  der 
Verdünnung  Wärme  verschwinden  können.  Man  nennt  diese  Wärme  Ver- 
düonungswärme.  Die  obigen  Beispiele  für  die  Lösungen  von  MgS04 
und  KCIO3  thun  die  Verhältnisse  für  diese  Wärmen  hinlänglich  dar. 
Verdünnt  man  die  Lösungen  von  MgS04  immer  auf  50  Molekeln 
Wasser  für  eine  Molekel  Salz  und  die  von  KClOs  immer  auf  100,  so 
sind  die  Verdünnungs wärmen  A  die  DifiPerenzen  der  angegebenen 
Lösungawärmen  und  sie  betragen 

^     (  n:         20  18  16  15  13  12  11 

forMgS04|^.     _|_jgj      _^246      +300      +345      +514      +563      +670 

in:         60  50  40  30  20 

furKlCO,     ^  ^.     _ggg     _^^3     _g3^     _  ^^^     _  g^^ 

Die  Zahlen  wachsen  absolut  sehr  stark  mit  zunehmender  Concentration 
der  zu  verdünnenden  Lösung,  und  das  trifft  in  vielen  Fällen  zu. 

Die  letzten  Regeln  gelten  anscheinend  nicht  für  Lösungen  von 
Hydraten,  bei  diesen  nimmt  die  Wärmetönung  absolut  zu  mit  wach- 
sendem Salzgehalt  und  ist  die  Verdünnungswärme  deshalb  von  ent- 
gegengesetztem Zeichen  wie  die  Lösungs wärme.    So  ist 


i)  Wiedem.  Ann.,  Bd.  40,  S.  393. 

«)  Encyklopädie  der  Physik,  Bd.  2,  II,  S.  643. 
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!n:  200  100  80  60 

X:    —7994    —8126     —8202    —8277 
J:        —         +132      -+-208       +283 

(n:         40  20  10 

X:     —8472     —9083     —10627 
J:    +478       +1089    +2633 

Koch  möchte  ich  die  Ergebnisse  erwähnen,  zu  denen  Herr  Ton 
Stackeiberg  gelangt  ist  0-  Bezeichnet  man  mit  A,  die  Lösungswärme 
für  eine  Molekel  der  gelösten  Substanz  in  einer  sehr  grossen  Meoge 
Yon  Lösung,  welche  schon  v  Molekeln  dieser  Substanz  auf  100  Molekeln 
H)  0  gelöst  enth&lt,  so  findet  er,  dass  ky  mit  wachsendem  v  im  All* 
gemeinen  abnimmt  und  durch  eine  lineare  oder  quadratische  Function 
nach  V  dargestellt  werden  kann.  So  ist  beispielsweise  für  wässerige 
Lösungen 

von  Kaliumchlorat:       .     .     .     —  A^  =  10500  —  1625  v, 


Kaliumbromat: 
Kaliumjodat: 
Baryumnitrat: 
Chlorammonium: 


.     —  k,  =  10200  —  1400  V, 
.     —  Ar  =  7000     —  19001/, 
.     —  Ar  =  10634  —  8108  <v  +  6080  V*, 
.     —  A,  =  3930    —  33  V  —  0,6  v« 
u.  s.  f. 

Die  Formeln  gelten  nur  für  stark  yerdunnte  Lösungen.  Für  v  =  0 
führen  sie  zu  den  Gonstanten  als  Beträgen  der  Lösungs warme  einer 
Molekel  in  sehr  viel  reinem  Wasser.  Indessen  sollen  diese  Formeln 
auch  nach  unten  nicht  weiter  als  für  r  =  0,1  angewendet  werden 
dürfen,  während  sie  nach  oben  durch  den  Werth  v  =  0,5  begrenzt 
sind.  Ihr  Bereich  liegt  also  zwischen  1000  und  200  Molekeln  H9O 
auf  1  Molekel  gelöster  Substanz.  Dürfte  man  die  Formeln  extrapoliren, 
so  würde  sich  für  einige  Lösungen  ein  Zeichen  Wechsel  von  A,  ergeben, 
so  für  Kaliumjodat  bei  1^  =  3,5,  Kaliumchlorat  bei  v  =  6,0  u.  s.  f. 
Die  Formeln  für  Baryumnitrat  und  andere  StoSe  zeigen  einen  Grenzwerth, 
ein  Minimum,  von  A,  an,  Baryumnitrat  bei  v  =  0,67,  also  gar  nicht  so 
weit  ausserhalb  des  unmittelbaren  Geltungsbereichs  der  Formel.  Beob- 
achtet ist  er  nicht.  Für  Chlornatrium  nimmt  ly  bis  Null  ab  und  ^eht 
ins  Positive  über,  die  Zahlen  sind 

V:      .     .     .     .  0  0,5  3  6  8 

A.: —  1990     —1704     —879       0       +;205 

Bis  zu  so  starken  Concentrationen  ist  Ay  bei  keiner  der  anderen 
Lösungen  ermittelt,  es  ist  möglich,  dass  auch  bei  ihnen  Ar  durch  Null 
geht,  da  es  ja,  wie  die  Formeln  zeigen,  so  stark  abnimmt.  Nur  bei 
Lösungen  von  Baryumnitrat  könnte  Ay  gleichen  Zeichens  bleiben. 


^)  Zeitschr.  f.  physik.  Chem.,  Bd.  26,  8.  538  ff. 


LösuDgswrärme  und  Lö«Uohkeit.  503 

Zwischen  der  LöBangs wärme  einer  Sabstanz  nnd  ihrer  Löslich keit 
besteht 'eine  Beziehang,  die  Herr  Braan  abgeleitet  hat  ^).  Eine 
Lösung  nnd  ihr  Salz  mögen  sich  neben  einander  befinden,  |),  ^,  t/  seien 
Temperatur,  Druck  und  Volumen,  ü'  bedeute  die  innere  Energie  des 
ganzen  Systems  Yon  Salz  und  Lösung.  Wir  führen  eine  Wärmemenge 
d  Q  zu,  wodurch  p,  ^,  v\  U'  sich  ändern,  dann  ist 

Nach  Zuführung  der  Wärme  und  Aenderung  von  p,  d",  v\  U'  wird  Salz 
in  die  Lösung  eintreten.  Dieses  soll  so  geschehen,  da88,wenn  die  gleiche 
Wärme  entzogen  wird,  jp,  -&,  v\  ü'  auf  ihre  früheren  Werthe  zurück- 
gehen und  die  gleiche  Salzmenge  sich  wieder   ausscheidet,    also  der 

Vorgang  soll  umkehrbar  sein.     Alsdann  ist  -^  ein  vollständiges  Dif- 
ferential, und  wir  haben 
.,  d    \\  /    8v'    .    dU'W         ö   fl   /    8t;'    ,    dU\-\ 

^^       d^UK^d^^  -d3)\  =  ^  U  V^  ä^  +  WJJ ' 

woraus  folgt 

dp         dp  ö-ö" 

Nun  haben  wir  unter  Benutzung  früherer  Bezeichnungen,  indem 
die  Indices  1,  2  auf  das  Salz,  bezw.  die  Lösung  bezogen  werden 

8  t;'         xr  ^^1     I     Ti^  3^2    ,    /  X  8J[fi 


Herr  Br'aun  setzt  unmittelbar  an 

8t^          ,x   8t^i     ,     ^r   8t;a     ,           ^r 

«bo  sollte  sein 

8)             yj-»!-»»    1     öJf,        ^          v,-v,    1 

8Jf, 
8^ 

woselbst 

9)                                               V  =  *'  ~  ''» 

ist 

*)  Wiedem.  Ann.,  Bd.  30,  8.  250  ff.,  Bd.  36,  8.  591. 
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Weiter  haben  wir 


also 


du'        „  dUi    ,    „  8tr,   ,    „  ,^^        ^. 


Vergleichen  wir  den  Lösungsprocess  mit  dem  Schmelzprocess,  so 
haben  wir  nach  Analogie  der  Gleichung  4)  auf  S.  228  dieses  Bandes 
zu  setzen 

10)  ü^  —  U^  =  ^Jk 

und    es    ist  A   die    innere   Lösnngswärme,   entsprechend   der  inneren 
Schmelzwärme. 

Hiernach  geht  Gleichung  7)  über  in 

11)  ^i(Pä^  + ^8^+87)  +  ^*V^87  +  ^8F  +  W 

+  i/(p6  +  d'rOM^v^  —  JXM^B  =  0. 

Da  die  Factoren  von  M^,  M^  in  der  ersten  Zeile  einzeln  Null  sind, 
so  bleibt 

12)  £(JA  — vj>Vi)  =  O-i/ij^i. 

Zu  Folge  des  Werthes  von  v  ist  noch 

13)  Jk  —  t/jpvi  =  /A  —  p{v^  —  t?j), 

somit  die  ganze   latente    Lösungs wärme.      Nennen    wir    sie  Xr,  so 
wird  v  auch 

14)  SL  :=  TI^VVi. 

Das  ist  die  Hauptgleichung,  zu  der  Herr  Braun  gelangt,  sie  gilt 
für  alle  beliebigen  Lösungs-  und  Mischungsvorgänge.  Nun  aber  ihre 
physikalische  Bedeutung.     Es  ist 

Demnach  definirt  er  s  als  die  Menge  Salz,  welche  sich  in  1  g  ge- 
sättigter Lösung  unter  dem  Druck  p  und  der  Temperatur  d'  weiter 
löst,  wenn  bei  gleich  bleibender  Temperatur  der  Druck  um  eine  Ein- 
heit zunimmt.  Und  entsprechend  rj.  Die  Grösse  v  wird  etwas  anders 
definirt,  als  hier  geschehen,  nämlich  durch 

«'«  — Vi  M^  —  M'  dv^ 

Ib)  V  = — - — , 

Vi  M2        dx 

woselbst  X  den  procentischen  Salzgehalt  und  M'  den  wirklichen  Salz- 
gehalt, M2  —  M'  also  die  Menge  Flüssigkeit  der  Lösung  messen  soll. 
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Will  man  nämlich  der  Yeränderong  der  einzelnen  Grössen  in 
Folge  der  Aenderung  der  Goncentration  noch  hesonders  Rechnung 
tragen  und  demnach  die  hisher  angegebenen  Differentialquotienten  anf 
die  Aenderang  allein  von  Druck  und  Temperatur  beschränken,  so  hat 
man  zu  beachten,  dass  Concentrationsändemngen  nur  auf  die  Lösung 
Bezug  haben,  also  nur  die  Grössen  Vj,  U2  beeinflussen  können.  Es 
wird  dann  zunächst  beispielsweise 

^  dp  '^  \dp)  '^  dx  dp' 


woselbst  (^)    sich   nur  auf  die  Abhängigkeit  des  Volumens  von  p 

überhaupt  bezieht,     x  soll  den  Procent gehalt  der  Lösung  an  Salz  be- 
deuten.    Ist  die  Masse  Salz  in  der  Losung  M\  so  soll  also  sein 

Daraus  folgt: 

?f  _  _L  (^^\  _  ^  {^^»\  =     V  "^p  /         V  gj»  / 
8j)  "~  iJf,  \  ÖJ»  /      -M,*  \  öp  7  ^i 

und  weil 


fdM\  _  _  fdM^\ 
\dp)~       \dp) 


dx  _  Mt  —  M'  _1_  fdM^\ 


«ein  mnss 
19) 

Fem  er  haben  wir 

ex  öx 

also: 

+ «...  (hjui.  +  »>-M  ^^)  >  (m, 

'  \      Vi  M^Vi        dxj  M^\dp  J 

wodurch  B  r  a  u  n '  s  Werth  für  v  verificirt  ist  ^). 
Analog  erhält  man  zur  Definition  von  X 

'  3fo        ox 


*)  Bis  auf  das  Zeichen  von  — ■',  welches  bei  Braun  negativ  ist,  was 

ich  nach  den  späteren  Bechnungen  für  einen  Druckfehler  halten  miiss. 
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Die  Braan'sche  Gleichang  12)  verknüpft,  wie  bemerkt,  die  Losongs- 
wärme  mit  der  Löslichkeit,  erstere  ist  bestimmt  durch  A,  letztere 
durch  die  Grössen  £,  17,  je  nachdem  es  sich  um  Zunahme  der  Löslich- 
keit mit  dem  Druck  oder  mit  der  Temperatur  handelt  Zu  beachten 
ist  aber,  dass  sie  sich  auf  gesättigte  Lösungen  bezieht,  weil  sie 
ohne  Znhülfenahme  irgend  anderer  Vorgänge  Gleichgewicht  zwischen 
Salz  und  Lösungsmittel  voraussetzt.     Es  ist  nach  ihr 

23)  i  =  i.^(t,^_e;^), 

falls  in  den  £,  tj  dem  Einfluss  der  Coucentration  Rechnung  getragen 
ist,  und 

falls  die  £,  i]  sich  nur  auf  Aenderung  des  Druckes  und  der  Tempe- 
ratur beziehen.  Die  Indices  S  (Salz),  X  (Lösung),  SL  (Salz  in  Lösung) 
sind  an  Stelle  der  Indices  1 ,  2  und  den  Accent  gewählt ,  um  die 
Formel  klarer  zu  stellen.  Folgende  Berechnung  nach  Braun  für  Koch- 
salz diene  als  Beispiel.  L  in  Calorien  fand  der  Genannte  fCLr  gesättigte 
Kochsalzlösung  gleich  — 2,0,  Vi  nimmt  er,  weil  das  specifische  Gewicht 

des  Kochsalzes  2,15  beträgt,  gleich  0,4615.    Fftr  17=-—-  ^^-— ^   ergieht 

Ms  öv 

sich  ihm  aus  Versuchen  von  Poggiale  über  die  Löslichkeit  des  Salzes 

bei    verschiedenen   Temperaturen   0,000  222,  v  soll  nach  Gerlach's 

Angaben  für  eine  25  proc.  Kochsalzlösung  sein  — 0,177.    Daraus  findet 

sich*,  wenn  im  Uebrigen  L,  17,  Vs  als  von  jp  unabhängig  angesehen 

werden,  bei  ^  =  273^ 

B  =  +  0,000  061  für  i>  =         0  Atm. 

=  +  0,000  062  „    p  =     100     „ 

=  +  0,000  061  „    ^  =     500     „ 

=  +  0,000  033  „    P  =  1000     „ 

=        0  „    p  =  1530     „ 

Bei  Drucksteigerung  würde  gesättigte  Kochsalzlösung  noch  wei- 
teres Salz  aufnehmen.  Auch  für  Lösungen  von  Alaun  und  schwefel- 
saurem Natronhydrat  berechnet  Braun  Löslichkeitszunahme  mit  stei- 
gendem Druck.  Dagegen  findet  er  für  Salmiak  Löslichkeitsabnahme. 
Diese  Voraussagungen  seiner  Theorie  hat  Herr  Braun  durch  unmittel- 
bare Versuche  bestätigt  gefunden.  Krystalle  von  Kochsalz,  Alaun, 
schwefelsaurem  Natron,  in  gesättigte  Lösung  von  ihnen  gebracht  und 
gewissen  Drucken  ausgesetzt,  verloren  an  Masse,  hatten  sich  also 
weiter  gelöst.  Dagegen  zeigte  sich,  dass  aus  gesättigter  Salmiaklösung 
bei  Drucksteigerung  Krystalle  ausfielen. 

Wie  bemerkt,  gelten  die  Gleichungen  nicht  bloss  für   Lösungen 
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fester  Körper,  sondern  überhaupt  für  Lösnngen,  welche  einen  Sättigungs- 
punkt haben  (also  sich  unterhalb  der  kritischen  Lösungstemperatur 
befinden).  Haben  sie  keinen  Sättigungspunkt,  so  besteht  kein  Gleich- 
gewicht, bis  alle  Substanz  sich  ganz  in  einander  gelöst  hat,  und  die 
Theorie  wird  wesenlos.     Bei  Lösungen  fester  Substanzen  wird  Vi  —  v^ 

(s) 
im  Allgemeinen  negativ  sein,  das  Zeichen  Yon  r—r  hängt  also   ab  von 

(V) 
dem  von  L.  Da  rj  in  der  Regel  ebenfalls  positiv  ist,  wird  die  Löslich- 
keit einer  Substanz  mit  wachsendem  Druck  zunehmen  oder  abnehmen, 
je  nachdem  das  Lösen  unter  den  betreffenden  Yerhältnissen  mit  Er- 
wärmung oder  mit  Abkühlung  verbunden  ist.  Das  Umgekehrte  findet 
statt,  wenn  die  sich  lösende  Substanz  ein  geringeres  specifisches  Ge- 
wicht hat,  wie  die  gesättigte  Lösung  von  ibr. 


Auf  die  Beziehungen  der  Lösungswärme  zu  anderen  Eigenschaften 
der  Mischungen  und  Lösungen  kommen  wir  bald  und  in  den  anderen 
Abschnitten  zu  sprechen.  Hier  setzen  wir  zunächst  Kirchhofes 
Theorie  der  Lösungs-,  eigentlich  Verdünnungswärme  aus  einander.  Es 
war  diese  Theorie,  wenn  sie  auch  später,  als  die  Wissenschaft  so  eigen- 
artige neue  Bahnen  einschlug,  in  ihrer  Bedeutung  etwas  hat  ein- 
geschränktwerden müssen,  gleichwohl  die  Grundlage  des  ganzen  Wissens- 
gebietes über  Lösungen  und  Mischungen.  Ich  stelle  sie  daher  zunächst 
so  dar,  wie  der  Urheber  selbst  sie  in  seinen  Vorlesungen  gegeben  hat. 

In  einem  Cylinder  möge  sich  die  Masse  M'\  Schwefelsäure,  dar- 
über und  von  dieser  durch  eine  für  Schwefelsäure  undurchdringliche 
Membran  getrennt,  die  Masse  M\  Wasser,  befinden.  Das  Wasser  sei 
abgeschlossen  durch  einen  reibungslos  gehenden  Kolben  und  letzterer 
80  belastet,  dass  er  der  Spannung  des  Wasserdampfes,  die  p'  heissen 
soll,  gerade  das  Gleichgewicht  hält.  Die  Temperatur  sei  d'  und  bleibe 
stets  auf  dieser  Höhe,  der  ganze  Vorgang  sei  also  isotherraisch. 

Wir  ziehen  den  Kolben  allmählich  so  hoch,  dass  alles  Wasser 
▼erdampft;  wird  die  Dampfmenge  zu  irgend  einer  Zeit  durch  x  ge- 
messen, so  wächst  also  x  von  0  bis  M'.  Die  Aeoderuug  der  inneren 
Energie  ist  nach  242)  und  28)  auf  S.  429  des  ersten  Bandes: 


25) 


^m  =  (^^^  -i>')  W  -  V2)M\ 


wo  v'i  das  specifische  Volumen  des  Dampfes,  V2  dasjenige  des  jWassers, 
beides  bei  dem  Druck  p*  und  der  Temperatur  d"  ist. 

Die  Dampfspannung  des  Wassers  über  der  Schwefelsäure  ist 
erfahrungsmässig  geringer  als  die  über  reinem  Wasser.  Wir  ziehen 
den  Kolben  noch  höher,  bis  der  Wasserdampf  diese  Spannung  x  über 
der  Schwefelsäure  angenommen  hat.      Die  Energieänderung  ist  jetzt 
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n 
z/  Crs  =  I  (  ^  j  dp.  Bezeichnet  cf  das  specifische  Yolumen  des  Dampfes 

2u  irgend  einer  Zeit  unter  dem  Druck  p  und  der  Temperatur  ^,  so 
haben  wir  zufolge  47)  auf  S.  84  und  59)  auf  S.  86  Yon  Bd.  I.: 

Jetzt  beseitigen  wir  die  Scheidewand  zwischen  Wasserdampf  und 
Schwefelsäure  und  drücken  den  Stempel  abwärts.  Dadurch  wird 
der  Wasserdampf  in  die  Schwefelsäure  gepresst.  Indem  sich  auf  diese 
Weise  die  Schwefelsäure  verdünnt,  wird  der  Druck  des  Wasserdampfes 
über  ihr  erfahrungsmässig  grösser,  n  bleibt  also  nicht  erhalten  und 
man  hat  in  der  Energieänderung,  die  nunmehr  wird 

die  Abhängigkeit  des  n  von  x  zu  berücksichtigen.  Nimmt  man  aber 
M*  klein,  so  dass  die  Verdünnung  der  Schwefelsäure  gering  ausfällt, 
so  darf  man  diese  Abhängigkeit  ausser  Acht  lassen  und  bekommt 

27,)  jv^=  —  (»y^  —  n^  [(«,)  -  (i;,)]  M'. 

(Vi)  bedeutet  das  specifische  Volumen  des  Wasserdampfes  bei  dem 
Druck  «  und  der  Temperatur  ^,  (Vj)  soll  wohl  das  Volumen  der  zu- 
letzt entstehenden  Schwefelsäuremischung  sein,  worüber  sich  Kirch- 
hoff  nicht  auslässt. 

Die  gesammte  Aenderung  der  Energie  ist 

28)      JU=      (^^||'_p'^(,;i_«i)_(*||_«)[(r,)-(i;,)] 

Wir  ersetzen  jetzt  M'  der  obigen  Angabe  entsprechend  durch 
dM'  und  bezeichnen  die  im  Vorgang  von  aussen  behufs  Erhaltung 
der  Temperatur  zugeführte  Wärme  mit  d  ö»  so  haben  wir  JdQ  =  jdü 
und  M*  =  dM\  somit 


29) 
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Das  ist  die  allgemeine  Kirchhoffsche  Gleichung  für  den  Wärme- 
Yorgang  und  sie  verbindet  das  Resultat  mit  Dampfspannungen.  Um 
sie  anwenden  zu  können,  werden,  wie  üblich,  die  v^  gegen  die  Vi  ver- 
nachlässigt.     Setzt  man  vj  =  ö',  (v^)  =  (ö),  so  wird  dann 

->5f=(*r,-'>'-(*ii-)<«'-K^i7'+'S)^'- 

p 

Weiter  wird  angenommen,  dass  der  Wasserdampf  während  des 
ganzen  Vorganges  sich  wie  ein  ideales  Gas  verhält,  dann  ist 

pö'  =  B^, 

somit 

-I; +  »!!  =  -»■ +  "■  =  ». 

also 

dQ  ist  das  Negative  der  beim  Yerdüunungsprocess  entwickelten 
Wärme;  nennen  wir  letztere  A\  so  wird  hiernach 

Kirchhoff  bemerkt,  dass  die  Ent Wickelung  auch  auf  die  Lösung 
von  Salzen  übertragen  werden  kann,  vermuthlich,  indem  man  sich  die 
Salze  verflüchtigt  denkt  und  ihre  Dämpfe  in  das  Lösungsmittel  presst, 
oder,  indem  man  sie  aufs  Feinste  zertheilt  und  die  Dämpfe  des  Lösungs- 
mittels in  sie  presst.  Die  Richtigkeit  der  Ableitung  und  ihre  Erweite- 
rungsfähigkeit  sind  viel  angezweifelt  worden.  Die  grössten  Bedenken 
mnss  die  Berechnung  der  Energie  ^  TP  erregen,  weil  nicht  zu  ersehen 
ist,  inwiefern  in  ihr  die  Auflösung  des  Wassers  in  der  Schwefelsäure 
berficksichtigt  ist,  sie  betrifft  lediglich  Condensation  des  Wassers  unter 
dem  Drucke  ^  und  würde  auch  bestehen  bleiben,  wenn  statt  der  auf- 
lösenden Substanz  Schwefelsäure,  unterhalb  des  Wassers  sich  die  nicht 
auflösende  Substanz  Oel  befände,  nur  dass  dann  V2  nicht  mehr  das 
specifische  Volumen  der  Lösung,  sondern  das  des  Wassers  selbst  be- 
deuten würde.  Es  fehlt  in  der  Energie  ^  TP  etwas ,  was  der  Ver- 
theilung  der  Wassermenge  auf  die  ganze  Schwefelsäure  Rechnung 
trüge.  Das  Volumen  des  Wassers  nach  der  Auflösung  in  der  Schwefel- 
säure hängt  gar  nicht  ab  von  seiner  Menge,  ist  also  gar  nicht  M' V2j 
sondern  gleich  dem  Volumen  der  Schwefelsäurelösung  überhaupt 
Kennt  man  dieses  Volumen  v'l,  so  würde  es  sich  also  mindestens  zu- 
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erst  um  eine  Gompression  des  Dampfes  Tom  Volamen  M'v^  nicht  zum 
Volumen  M'v'i,  sondern  zu  dem  Vl,  welches  auch  Jf"r"  gleich  gesetzt 
werden  kann,  falls  Jlf "  die  Masse  der  Lösung,  f/'  das  specifische  Volumen 
derselben  ist.     Also  h&tte  man  zuerst  für  ein  kleines  M' 


33) 


^'"  =  -(»lF-')[<''.)-''y]«' 


und  hier  ist  zwar  abermals  v"  gegen  (Vi)  klein;    aber,  weil  M'  auch 

Jj£ff  Jj£ff 

klein  sein  soll,  kann  v"'-rrr,  =  v"-T—z  gross,  selbst  gegen  (v^),  sein.  Eine 
Ja.  aJu. 

zweite  Bedingung  für  die  Gültigkeit  der  Kirch  hoff 'sehen  Gleichung 
wäre  also,  dass  auch  die  Masse  der  Schwefelsäure  klein  ist,  d.  h.  daas 
es  sich  um  Lösungen  schwachen  bis  mittleren  Procentgehaltes  handelt, 
ohne  dass  dieses  die  Bedingung  erschöpft.  Auch  so  jedoch  scheint 
mir  die  Berechnung  you  ^  ü^  noch  nicht  hinzureichen,  es  fehlt  noch 
die  Wirkung  auf  die  Schwefelsäure.  Der  bei  der  Lösung  eintretenden 
Gontraction  ist  nur  für  das  Wasser  Rechnung  getragen,  indem  als 
End^olumen  desselben  M*'v"  gewählt  ist,  woselbst  v"  als  Mittelwerth 
zwischen  dem  specifischen  Volumen  der  Schwefelsäurelösung  Yor  der 
Aufnahme  des  Wasserdampfes  und  nach  derselben  angesehen  werden 
kann.  Aber  die  Schwefelsäure  contrahirt  sich  ebenfalls  und  auch  das 
bedingt  eine  Energieänderung  und  ist  mit  Wärmeentwickelung  Yer- 
bunden. 

Man  wäre  Yersucht,  den  Kirchhoff' sehen  Process  in  anderer 
Weise  zu  Ende  zu  führen.  Es  giebt  nämlich  Mischungen,  die  bei 
gewissen  Concentrationen  einen  noch  geringeren  Dampfdruck  haben, 
als  selbst  der  mit  dem  kleinsten  Dampfdruck  begabte  Bestandtheil. 
Für  solche  Mischungen  —  wir  werden  Beispiele  im  nächsten  Ab- 
schnitte kennen  lernen  —  besteht  mitunter  ein  Minimum  des  Dampf- 
druckes, und  es  wird  experimentell  und  theoretisch  bewiesen,  dass  bei 
diesem  Minimum  das  Dampfgemisch  dieselbe  Zusammensetzung  hat, 
wie  die  Flüssigkeit  (Seite  530).  Von  einer  solchen  Mischung  denken 
wir  uns  die  beiden  Bestandtheile  durch  das  undurchlässige  Diaphragma 
getrennt,  ein  Bestandtheil  (2)  befinde  sich  unterhalb,  der  andere  (1) 
oberhalb.  Wir  Yerfahren  mit  dem  oberen  Bestandtheil,  wie  früher  mit 
dem  Wasser  in  den  beiden  ersten  Schritten.  Im  zweiten  Schritt  aber 
dehnen  wir  den  Dampf  bis  zu  einem  Drucke  aus,  welcher  jenem 
Minimaldruck  der  Mischung  entspricht,  die  herzustellen  ist.  Dieser 
Minimaldruck  sei  p,  so  haben  wir 

34)  ^^  =  _^.[(,|£  +  »g),,. 

Wenn  wir  jetzt  das  Diaphragma  entfernen .  so  wird  der  Bestand- 
theil (1)  Yollständig  Yerdunsten,  aber  da  der  Druck  seinem  eigenen 
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Dampfdrack  nicht  entspricht,  wird  der  Dampf  sich  wie  ungesättigt 
entwickeln.  Darf  man  die  Rechnung  so  führen,  als  ob  der  Dampf  zuerst 
sich  seinem  Eigendruck  p"  entsprechend  entwickelt  hat  und  dann  sich 
bis  zum  Druck  p  gedehnt  hat,  so  wurde  die  Energieänderung  sein : 

35)  ^U*=  (»  '^^l  —  p")  K  -  ri')  M" 

V" 

Jetzt  können  wir  das  Dampfgemisch  condensiren,  da  es  sich  nun- 
mehr zu  einer  einheitlichen  Flüssigkeit  niederschlägt,  der  gewünschten 
Mischung.  Wir  haben  dann  als  Tierte  Energie,  wenn  die  Grössen  für 
die  Mischung  überstrichen  werden: 

36)  z/  ü«  =  -  (d  £|  -  ^)  (ü^,  -  V,)  (M'  -\-  M") 

Hier  kann  man  3f'  und  M"  endlich  nehmen,  wenn  auch  bei 
Flüssigkeiten,  die  sich  nicht  in  allen  Verhältnissen  mischen,  nicht  be- 
liebig gross.     Die  ganze  Energieänderung  wird: 

87)  ^(7=  (»^—p'^j  W-l4)Ä'  +  (»|^'-p")(»;— «!)«" 

-{»Ü  -i)  (■"  -  '•)  ^  -  "'  k  %  ^  *  ä)  "^ 


P 


--'\{m*^%y'- 


p' 

Zuletzt  steht  die  Lösung  allerdings  unter  dem  Druck  p ,  statt 
unter  dem  p\  Wir  können  den  Druck  bis  p'  anwachsen  lassen ,  die 
Flüssigkeit  wird  etwas  comprimirt,  die  Energieänderung  aber  nicht 
in  Rücksicht  gezogen.  Wieder  fallen  bei  Annahme  des  Boyle-Gay- 
Lussac' sehen  Gesetzes  die  beiden  Integrale  fort,  und  indem  die  v%^ 
v'i,  «s  fortgelassen  werden,  erhält  man : 

38)  ^U=M^^  (^  ^-J'f-  4-  K  '-ff  -  ?  ^") 
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m\  in'\  m  sind  die  Molekulargewichte  der  Bestandtheile  und  der 
Mischung  im  Dampf  zustande.  Das  mit  Rd"  mnltiplicirte  Glied  wird 
man  also  fortlassen  dürfen,  falls  nicht  etwa  beim  Diffandiren  der 
Dämpfe  in  einander  Dissociationen  entstehen.     Also  wäre 

39)  JQ  -  B»  {^-^  -j^  +  -^  -^^        -=  -j^j 

oder,  indem  die  Molekelzalilen  N\  N'\  N  eingeführt  werden,  wo  N 
=  N'  +  N"  ist,  und  indem 

gesetzt  wird: 

Damit  p'  und  p"  nicht  mit  den  Parti ald rucken  der  Bestandtheile 
im  Dampfgemische  verwechselt  werden  —  was  sie  selbstTerständlich 
nicht  sind,  will  ich  sie  mit  Pj,  Pj  bezeichnen;  Pi ,  P^  bedeuten  also 
die  Dampfdrucke  bei  der  betreffenden  Temperatur  jedes  der  Bestand- 
theile für  sich.     Ausserdem  schreibe  ich  p  für  p,  dann  ist 

Dieses  scheint  mir  für  den  betreffenden  Fall  die  richtigere  Formel 
zu  sein,  ob  und  wie  weit  man  sie  ausdehnen  darf,  habe. ich  nicht  er- 
mitteln können. 

Einen  anderen  Weg,  auf  den  ich  bald  zu  sprechen  komme,  der 
aber  eben  keine  endliche  Gleichung  ergiebt,  hat  Herr  Duhem  ein- 
geschlagen. Zuvor  weise  ich  nach,  dass  die  Kirchhoff' sehe  Gleichung 
als  Näherungsformel  auch  aus  den  im  Abschnitt  69  entwickelten 
Gleichgewichtsbedingungen  abgeleitet  werden  kann.  In  Betracht 
kommt  die  Formel,  welche  die  Wärmetönung  enthält,  also  die  unter 
54)  auf  S.  311  oder  vielmehr,  da  es  sich  um  Vorgänge  handelt,  bei 
denen  die  Substanzen  ihre  Beschaffenheit  nicht  ändern  sollen,  die  ein- 
fachere 55).  Die  Ableitung  rührt  von  Herrn  Planck  her,  sie  gilt  nur 
für  Lösungen  nicht  flüssiger  Stoffe  und  ferner  auch  nur  für  gesättigte 
Lösungen,  d.  h.  für  solche,  aus  welchen  vom  gelösten  Stoffe  so  viel 
ausfallt,  wenn  man  das  Lösungsmittel  etwas  verdampft,  dass  dieConcen- 
tration  erhalten  bleibt.  Es  seien  also  bei  einander  als  feste  Phase  ein 
Theil  des  gelösten  Stoffes,  als  flüssige  eine  gesättigte  Lösung  dieses 
Stoffes,  als  dampfförmige  der  Dampf  des  Lösungsmittels.      Die  Masse 
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des  festen  Stoffes  aei  M'^\  die  Masse  des  Dampfes  M'\  die  der  Lösung 
M\  bestehend  ans  M{  Lösungsmittel  und  Mi  gelöstem  Sto£  Nennt 
man  (A)  die  Wärme,  welche  dem  System  zugeführt  werden  mnss,  da- 
mit eine  Masseneinheit  des  Lösungsmittels  Terdampft,  während  zugleich 
so  yiel  vom  gelösten  Stoff  ausfallt,  dass  die  Concentration  erhalten 
bleibt,  so  ist  in  der  citirten  Gleichung  55)  zu  setzen: 

42)  dQ  =  {k)SMi, 

wenn  die  Menge  d  Mi  Lösungsmittel  yerdampft.  Sind  ferner  v"\  v*\  v' 
die  specifischen  Volumina  des  festen  Stoffes,  des  Dampfes,  der  Lösung, 
so  hat  man 

43)  8v  =  «(iBT'"!;'")  +  8(M''v")  +  8(MW). 

Die  specifischen  Volumina  selbst  sehen  wir  als  unveränderlich  an. 
Dann  bleibt 

dv  =  v'"dM'"  +  f;"«if"  +  v'dM\ 
Aber  es  ist 

44)  8M"  =  —  8Mi        SM"*  =  —  8  Mi, 
es  bleibt  also 

45i)  —81  =  (v'"  —  t;')  8  Mi  +  (t/'  —  v')8M{. 

Die  Concentration  C  definiren  wir  durch 

^  -Mi' 

woraus  folgt,  da  C  oonstant  bleiben  soll: 

8Mi  =  C'8Mi 
und 

45,)  —8l  =  [(!/"  —  v')  C  +  (v"  —  t/)]  8 Mi, 

also  nach  der  angegebenen  Gleichung: 

46)  -jß)=»^  [(v"  -v')+  C  W"  -  tO] , 

WO  7C  den  Dampfdruck  des  Lösungsmittels  über  der  Lösung  bedeutet, 
wie  in  der  Kirch  hoff 'sehen  Auseinandersetzung. 

Die  bei  dem  Vorgange  geleistete  Arbeit  ist,  wenn  Ton  den  Volumen- 
änderungen des  festen  Stoffes  und  der  Lösung  abgesehen  wird: 

*  W=  —  »(v"  —  t/)  8M''  =  n  (t;"  —  i/)8Mi. 

Die  Energieänderung  beträgt  also: 

47)  8  Z7"  =  Jß)  dMi  —  7c  (f/'  —  i/)  8M{. 

Wir  bringen  nun  die  yerdampfte  Wassermenge  und  das  aus- 
geschiedene Salz  in  die  Lösung  zurück,  und  zwar  in  folgender  Weise. 
Wir  entnehmen  aus  einem  Dampfraume  gleicher  Temperatur,  der  aber 

WeiüBteln,  Thennodynamik.    n.  33 
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nur  an  das  Lösangsmittel  grenzt,  nicht  an  die  Lösung,  und  der  in 
Folge  dessen  erfahmngsmässig  eine  andere  Spannung  hat  als  jr,  sie 
sei  j>',  die  gleiche  Menge  Dampf,  wie  solche  früher  aus  der  Lösung 
▼erdampft  ist.  Diese  condensiren  wir  zu  reinem  Wasser.  Die  Energie- 
inderung  ist  nach  25) 

48)  dU'  =  ((^^—  j)')  W  —  €»?)  8  Mi 

Das  Wasser  steht  .unterm  Drucke  p\  wir  comprimiren  es  bis  zum 
Druck  TCf  was  keine  merkliche  Energie&nderung  hervorbringt.  Kon 
lösen  wir  in  diesem  Wasser  die  betreffende  Menge  festen  Stoffes  auf 
und  nennen  die  dabei  frei  werdende  Wärme ,  bezogen  auf  die  Massen- 
einheit Lösungsmittel,  ^,  so  ist  die  ganze  Aenderung  der  Energie: 

49)  8U"  =  -  [ja  +  (»^-  I,')  (vi  —  «i')]  8 Ml. 

Da  sonst  sich  nichts  geändert  hat  und  alles  in  den  ersten  Zustand 
zurückgelangt  ist,  wenn  wir  noch  die  im  zweiten  Vorgänge  erhaltene 
Lösung  zu  der  Lösung  nach  der  Verdampfung  thun,  so  erhalten  wir: 


50) 


JA  +  (»^^  +  !>')  K-viO  =  - J(i)  +  n(v"-i/) 


and  unter  Annahme  der  Gflltigkeit  der  Boyle-Gay-Lussac'schen 
Gleichung  fftr  den  Dampf: 

61)     JA  =  -J{1)-»^  (V^—v'i) 

=  ^U  K""-*^^  +  C'(t/"-i'')]-»^  (v!-v'i). 

Wir  lassen  wieder  vi',  v"\  t?'  gegen  v"  fort,  benutzen  wie  früher 
das  Boyle-Gay^Lussac^sche  Gesetz  und  erhalten: 

52)  JA  =  ^»^^log^' 

m  bedeutet  das  Molekulargewicht  des  Lösungsmittels.     Für  Wasser 
als  solches  ergiebt  sich: 

53)  ^=0,11^2^Zo(7^- 

OV  p 

Die  vorletzte  Gleichung  -ist  die  Kirchhof  fische  FormeL  Die 
Grösse  A  ist  eine  Vereinigungswärme  (daher  Verdünnungswärme) ,  die 
(A)  ist  eine  Art  Trenn ungsw&rme;  erstere  enthält  die  bei  der  Gonden- 
sation  entwickelte  Wärme  nicht,  wie  ihre  Einführung  zeigt,  letztere 
•dagegen  ist  mit  der  Wärme  bei  der  Verdampfung  flüssigen  Stoffes 
vereinigt.     Demgemäss  haben  wir  auch  absolut 
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54)  {X)  —  A  =  r, 

wo  r  die  YerdampfungBwärme  anter  dem  Druck  p^  bedeutet.  Diese 
Gleichung  h&tte  man  auch  sofort  ansetzen  können,  ohne  den  Umweg 
über  den  zweiten  Vorgang  zu  machen.  Dass  auch  der  obige  Beweis 
fast  allen  Bedenken  unterliegt,  denen  der  KirchhofFsche  ausgesetzt 
ist,  braucht  kaum  heryorgehoben  zu  werden. 

Kirohhoff  selbst  hat  seine  Formel  einer  Prüfung  unterzogen, 
und  zwar  an  dem  Ton  ihm  bei  der  Ableitung  benutzten  Beispiel  ^).  Er 
wandte  dazu  Regnault's  Beobachtungen  über  den  Dampfdruck  des 
reinen  Wassers  und  den  verschiedener  Mischungen  von  Schwefelsäure 
mit  Wasser,  dazu  Thomsen's  Angabe  über  die  Lösungs wärme  von 
Schwefelsäure  in  Wasser  an.     Letztere  Angabe  lautet  *) 

wenn  als  Wärmeeinheit  diejenige  betrachtet  wird,  welche  ausreicht, 
eine  Wassermenge,  die  an  Masse  so  gross  ist  wie  ein  Aequivalent 
BsSO^Y  um  1<^  C.  zu  erwärmen  und  als  Molekulargewicht  des  Sauer- 
stoffs 8  genommen  wird,  so  dass  jene  Masse  49  g  betrüge,  x  sind  die 
Oewichtstheüe  Wasser,  welche  die  Lösung  enthält  Hiemach  wird 
für  gewöhnliche  Galerien 

8m        98  8«' 

so  dass  die  Eirchh  off  sehe  Formel,  umgerechnet  auf  solche  Wärme- 
einheiten mit  den  bekannten  Werthen  von  J  und  S^  ergiebt: 


und  nach  Integration 


indem  nachgewiesen,  wird,  dass  Q  sich  nur  sehr  wenig  mit  der  Tempe- 
ratur ändert  Kirchhoff  nimmt  nun  an,  dass  Schwefelsäure  so  wenig 
Terdampft,  dass  der  Dampfdruck  über  einer  Schwefelsäuremisohung 
dem  des  Wasserdrucks  Über  dieser  Mischung  gleich  gesetzt  werden 
kann.  Er  berechnet  dann  die  bezeichnete  Constante  für  jede  von 
Kegnault  untersuchte  Mischung  aus  der  Angabe  der  Spannung  für 
die  höchste  zur  Beobachtung  gelangte  Temperatur  und  benutzt  seine 
Formel  zur  Ableitung  der  Spannungen  bei  den  anderen  Temperaturen. 
Diese   Berechnung   wird   für    neun    Lösungen    H3SO4  ■\-  xH^O  aus- 


n 

-.-^n. 

ion 
109^  = 

•  Const 

21,28  dQ 

»    dx 

0  l^ogg.  Ann.,  Bd.  104,  8.  612  ff. 
")  Pogg.  Ann.,  Bd.  90,  8.  278. 

33* 
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geführt,  in  denen  x  hetrAgt  1,  2,  3,  4,  5,  7,  9,  11,  17.  Die  übrig 
bleibenden  Abweichungen  zwischen  Rechnung  und  Beobachtung  sind 
meist  positiv  und  vielfach  im  Yerhältniss  zu  den  in  Betracht  kommen- 
den Zahlen  nicht  unbedeutend.  Manchmal  ist  die  Uebereinstimmung 
eine  ausgezeichnete,  so  für  die  Lösung  H^SO^  4-  4HsO;  am  grössten 
sind  die  Abweichungen  bei  der  Lösung  HsS04  -|-  SH^O,  wo  sie  mehr 
als  17  Proc.  erreichen.  Doch  ist  eine  Abhängigkeit  von  der  Concen- 
tration  nicht  mit  Sicherheit  anzugeben.  Wegen  der  Art,  wie  Kirch- 
hoff  seine  Formel  zu  verbessern  gesucht  hat,  verweise  ich  auf  die 
Originalabhandlung  in  PoggendorfiPs  Annalen,  ebenso  wegen  der  sich 
daran  anschliessenden  Gontroverse  mit  WüUner. 

Wir  erweitem  die  Untersuchung  auf  den  Fall  von  Mischungen 
und  von  nicht  ges&ttigten  Lösungen.  Indem  wir  mit  JKf'0'  dasthermo- 
dynamische  Potential  der  flüssigen,  mit  M'*  ^'  das  der  dampfförmigen 
oder  festen  Phase  bezeichnen  und  beachten,  dass  die  Grössen  liti  ent- 
sprechen den  Mengen  der  Bestandtheile  Mi,  Mi;  Mx\  M%  in  den 
beiden  Phasen ,  wird,  wenn  O'i^^^'t  ^u^'i  die  Potentiale  der  Massen- 
einheiten der  entsprechenden  Bestandtheile  sind,  nach  Gleichung  54) 
auf  S.  311: 

Nun  haben  wir 

und  es  sind  die  Oi,  9%  Functionen  ausser  von  |),  6*  noch  von  der  Oon- 

M' 
Centration  C  =  -rp*    Also  wird 

-  ®»      ^  dc'      ^^  dc^ 


Nach  einem  Satz,  der  spftter  (S.  637)  bewiesen  werden  wird,  ist 
57)' 


dC"  ^       ÖC""" 
Also  folgt: 

68)  ^  =  d>i 
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und  ähnlich  die  anderen  Differentialqnoüenten.      Hiernach  wird  der 
Klammeraiudruck 

8(OidMi  +  ^idMi  +  O'idMÜ  +  ^idMi). 
Weiter  ist  aber 


59) 


=i(--lf-'«.'+ll'->). 


■o  dasa  wir  bekommen,  indem  SM.i-^dM[,  dMä^dMä  geaetstwird, 
60,)  Mi8(9idM[  +  9idMi) 

=  1^  (dJfi-  C'dJfOd^i  +  ^,(.ä^i  —  C'dMiydMi 

8<I>.' 

=  1^  [(dlfi  -  C'iJI£i)d  Jß  —  CidMi  —  OdM[)dMi\ 

0  C 

==^,{dMi-C'dM[)\ 


ebenso  ist 

da' 


.60,)        iifi«(a>i'ditf;'  +  OUM^)  =  1^'  (dir;  ~  c'djfnn 


Zusammen  haben  wir  so 

*.d»       dt        d»dvl^C'^ 

+  1^^'  (dJfi' -  C'ilJfx')»]- 

Uebrigens  ist 
620        d{9i8Mi  +  OiSMi  +  O'idM;  +  O'idMJi)  =  «««. 
Wir  haben  somit  anoh 

62,)    »»*  =  1^'  (JJfi  -  G'SM[y  +  l^ii  («itfi'-  C'dJfi')«. 

Wenn  ^-p^t  ^y^/  positiv  sind,  wird  hiemach  stets  S^9^0  sein. 
Das  ist  die  Stabilit&tsbedingung,  die  erfüllt  sein  muss. 
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Da  wir  haben 


63,) 


dC  =^4-  ^dMi  =^  (dMi  —  Cd  Mi), 


~Mi~M^' 


'^"  =  ^^-^''^=h  (''^«'-  ^"''^''). 


80  folgt  auch 


Es  gehe  nur  ein  Bestandtheil  in  die  zweite  Phase  Über,  etwa  Jil[^ 
80  wird 

«Jfi"  ==  —  SMl,         dMi'  =  iMi  =  0, 
somit  I 

.und  die  Gleichung  giebt 

oder  auch 

tdv^        dd'       d»dv^\        8C"  8C'        / 

Die  letztere  Form  kommt  auf  die  hinaus,  die  Planck  gegeben  hat. 
Verdampft  der  zweite  Bestandtheil,  so  hat  man  analog 

dMi  =  dMi  =0,     dM'i  =  '-8Mi; 


und 
66,) 
oder 
66,) 


dC'^^dMi,     dC"=-^dMi 
Ml  Ml 

dQ,   _dp  1       /dOi       8«i'\ 

_dQ^  _dp        _l^     (    .   Öpi  dCl 
»dl,  ~d»'^  a»di,\    '  dC    c 

^.dOi  dC'\ 


Foraieln  toh  Pianok. 
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Anch  hier  entspricht  die  sweite  Form  der  Ton  PlAnck  gegebenen. 
Wir  setzen  noch 


dlfi 


80  wird  in  Planck'«  Form: 


67a) 


7,   <**  -  .  d«  -L.  TU,'    8*WC'         ^„  3«?  i  C" 


Endlich  machen  wir  noch 

68) 

and  erhalten 


^*  dc"     ^ 


67.) 


7r,  ^  =  sidp  +  i>"d  C"  —  i^dC  =  0, 


Wenn  beide  Theile  zugleich  in  die  zweite  Phase  übergehen,  bleibt  es 
bei  der  Form  61i)  oder  6lt);  die  Erfahrung  mnss  dann  das  Yerhältniss 
▼on  dCf  sa  dC"  feststellen. 

Für  isothermische  Vorgänge  haben  wir 

690  8idp=  —  Vd  C"  +  ^'J  C 

im  ersten  Fall, 


69,) 


,  .,<«C'         ,,,  dC 


im  zweiten  Fall,  and  allgemein,  wenn  beide  Bestandtheile  in  die  zweite 
Phase  übergehen 

1^  W  d  cy  +  ^l  w  d  cy\ . 

Ist  auch  dp  =  0,  also  der  Dampf-  oder  Schmelz-  oder  umwand- 
Inngsdmck  ein  Maximum  oder  Minimum,  so  wftre  der  Elammerausdruck 
Null.  Aber  die  beiden  Differentialquotienten  sind  positiv,  somit 
muss  sein 

d  C'  =  0,         d  C"  =  0. 

d.  h.  die  Phasen  ändern  ihre  Coneentration  nicht;  darauf  kommen  wir 
im  nächsten  Abschnitte  eingehend  zu  sprechen  (S.  530). 

Die  Gleichungen  67a)  gelten  für  die  Umwandlung  von  Lösungen 
nicht  flüchtiger  Stoffe  (z.  B.  von  Salzlösungen)  aus  einer  Phase  in  eine 


520  Dreizehntes  Capitel. 

andere,  die  61i)  oder  61^)  fflr  die  Ton  Mischungen  zweier  flüchtiger 
Stoffe.  Sie  bestehen  aber,  wie  bemerkt,  für  solche  Umwandlangen,  bei 
denen  chemische  Veränderungen  nicht  vorfallen,  z.  B.  keine  Hydrati- 
sirungen,  sonst  lehren  sie*  Yerdampfungs-,  Schmelz-,  Lösungs-  und 
Verdünnungsw&rme  von  binären  Mischungen  und  Lösungen  kennen^ 
für  isothermische  Vorg&nge  auch  den  Gang  der  Umwandlung. 

Herr  Duhem^)  glaubt  die  gleiche  Berechnung  auch  auf  Fället 
wo  Hydratisirungen  eintreten,  erweitern  zu  können. 

Wir  gehen  von  den  Formeln  unter  107)  auf  Seite  103  des  ersten 
Bandes  aus.  Demnach  ist  die  Aenderung  SMU  der  inneren  Energie 
M  U  eines  Systems  gleich 

70)  HMU)  =  s[m^  -  M»  Q^-  lfi>(|f)J- 

Fügen  wir  die  äussere  Arbeit  Mpdv  hinzu  und  beachten  die  Be- 
ziehung 109)  an  gleicher  Stelle  und  dass  d(MU)  -\-  Mpdv  =  J9  Q 
=  Jd"  8  S  ist,  so  folgt  für  die  von  einem  System  während  eines  unend- 
lich kleinen  Vorganges  entwickelte  Wärme 

71)  jSQ'  =  d^M&(^^  —  Jf®]. 

Sei  nun  eine  Lösung  vorhanden  und  mit  ihr  in  Berührung  eine  Menge 
Mi*  des  festen  Stoffes,  den  sie  gelöst  enthält,  es  ist  dann 

72)  MO  =  MiOi  +  Mi  Oi  +  Mi*  {0*i'), 

woselbst  (<Z^a')  das  Potential  dieses  festen  Stoffes  auf  Masseneinheit  be- 
zogen ist.  M[  soll  die  Menge  des  Wassers,  M^  die  des  hydratisirbaren 
Stoffes  in  der  Lösung  sein.  Es  möge  sich  eine  Menge  S  M'i'  des  Salzes 
lösen  können.  Da  sich  die  Concentration  C  mit  ändert,  haben  wir 
als  Bedingung,  dass  es  nicht  geschieht 

73)  0i8Mi  +  OiSMi  —  (Oi*)dM*i*  +  Mi  |^*  G' 

Die  beiden  letzten  Glieder  fallen  auch  hier  fort  wegen  der  Glei- 
chungen 57)  auf  Seite  516.  Es  bleiben  nur  die  drei  ersten  bestehen. 
Löst  sich  aber  eine  Menge  8M*i  des  Salzes  auf,  so  entzieht  es  dem 

Wasser  die  Menge  —  /;  —  d  Jlf a',  um  sich  zu  hydratisiren  und  das 

kydratisirte  Salz  der  Lösung  nimmt  zu  um  8M%    +  ^ — 9M%\  also 

fit, 

haben  wir 


*)  Zeitachr.  f.  physik.  Chemie,  Bd.  2,  B.  571  ff. 
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74)  dMi  =  (l  +  h^)  8M'i\     ÖM{  =  —k^SM'<i' 

und  die  Gleichgewiohtsgleichuiig ,  welche  besagt,  wann  die  Lösung 
unter  den  gegebenen  Verhältnissen  gesättigt  ist,  geht  über  in 

75)  (i  +  ]c^\oi^  k'^Ol  -  (OD  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  an  sich  von  grossem  Interesse. 

Hätten  wir  eine  Lösung  und  ausserdem  reines  Wasser  und  hätte 
man  umgekehrt  zu  der  Lösung  die  Menge  S  Mi  vom  Wasser  hinzugefügt, 
80  wäre,  falls  höhere  Hydratisir ung  des  Salzes  in  der  Lösung  ausge- 
schlossen ist,  nichts  weiter  erfolgt,  als  eine  Verdünnung  der  Lösung. 
Ist  das  Potential  des  Wassers  (^D,  so  gäbe  die  Gleichgewichtsbe- 
dingung, da  Mi  nicht  verändert  wird,  sondern  nur  Mi, 

76)  *i  —  (0r)  =  0. 

In  diesem  Falle  ist  nun  die  Grösse  JdQf',  weil  S0  =  [Oi  —  {9'")] 
d  Mi  war, 

77)  Jd  Q"  =  [*  ^  _  0;  _  [*  Wl  _  (^,»)jj  ^j^. 

Offenbar  ist  ^i  =  (Oi"),  wenn  die  Goncentration  Null  ist  Herr 
Duhem  setzt  anscheinend  für  die  nächste  Goncentration  dC  nach  dem 
Taylor'schen  Satz 


78) 


und  bekommt  so,  von  der  Goncentration  0  begonnen, 


0  0 


und  indem  wie  bisher  die  Verdünnungswärme   für  die  hinzugefügte 
Masseneinheit  Wasser  mit  A  bezeichnet  wird: 

0  0 

Genau  so  wird  verfahren,  wenn  das  Salz  aufgelöst  wird.    Man  hat  zu- 
erst wegen  des  Werthes  von  d  ^ 
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-[(•+'3*'-'S-H- 

Nehmen  wir  erst  den  Fall,  dass  das  Salz  sich  nicht  hydratisirt,  also 
Je  =  0  ist,  so  wird 

Wenn  die  Lösung  gesättigt  ist,  soll  die  Gonoentration  C  sein,  als- 
dann ist  sie  aber  mit  dem  Salz  in  Gleichgewicht,  und  wir  haben  fftr 
diesen  Fall  Wi  =  (<I>i"),  wenn  wir  alsdann  O,  C  überstreichen.  So- 
mit wird  in  unmittelbarer  Nähe  des  Sättigungspunktes 

-  (*i  -  *o. 

Das  erste  Glied  rechts  setzen  wir  gleich    ^  ./„;  und  erhalten 

Wir  gehen  jetzt  in  der  Goncentration  um  einen  Schritt  zurück,  so  wird 

83)  oi  _  a>i  =  -  1^  «I  c 

und  indem  wir  von  C  bis  C  zurQckintegriren,  erhalten  wir  wie  früher 

-  ~C'']V  8>"8cy  ~  dir)  ** ^ • 

X  ist  die  Losungswärme  in  gesättigtem  Zustande  der  Lösung. 

Wenn  nun  das  Salz  sich  hydratisirt,  so  haben  wir  im  Gleich- 
gewichtszustände, also  im  gesättigten,  indem  die  betreffenden  Buch- 
staben überstrichen  werden, 

86)  i^'i')  =  (l  +  k^  *i  -  k  ^  ^i. 

Die  ganze  vorige  Schlussweise  bleibt  also  bestehen,   nur  tritt  in  der 
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Endgleichimg  an  Stelle  Ton  4>9  ein  f  1  -f  X;  — j  0s  —  ^—  ^i,  so  dasB 


wir  erhalten 


oder  wegen  der  Gleichungen  57)  auf  Seite  516 

Die  Formel  hat  also  genau  dieselbe  Gestalt,  wie  die  fftr  ein  sich  nicht 
hydratisirendes  Salz,  abgesehen  von  dem  Factor.  Wir  führen  jetit 
statt  der  wirklichen  Goncentration  eine  andere  ein,  die  Herr  Duhem 
als  scheinbare  Goncentration  bezeichnet.  Indem  sich  n&mlich  das 
Salz  hydratisirt,  ist  in  der  Menge  M%  ausser  reinem  Salz  auch  Wasser 
enthalten;  die  Menge  reinen  Salzes  in  der  Lösung  beträgt  also 

87)  (JG)  =  Mi-   -4^^  Mi. 

Dementsprechend  ist  die  Gesammtmenge  des  Wassers,  freies  Wasser 
und  Hydratwasser, 

88)  (Mi)  =  Mi  +        *;^  Mi. 

Die  scheinbare  Goncentration,  die  y^  heissen  soll,  wird  also  sein 
j  _        ^Wi 

89)  /  =  C  ^^  +  ^*^      =  C 


Diese  scheinbare  Goncentration  führt  Herr  Duhem  an  Stelle  der 
wahren  ein  und  dann  wird 

genau  übereinstimmend  mit  der  Form  für  sich  nicht  hydratisirender 
Salze,  wenn  nur  an  Stelle  der  wahren  Goncentration  die  scheinbare  ge- 
nommen wird.  Kann  man  auch  der  Beweisführung  selbst  zustimmen, 
so  wird  man  doch  den  Formeln  nur  einen  beschränkten  Werth  bei- 
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legen,  der  Gleichang  für  die  VerdünnaDgswärme  nur  für  yerdünnte 
Lösungen,  der  für  die  Lösungswärme  nur  für  concentrirte  Lösungen; 
letztere  würde  gar  nicht  in  Frage  kommen  können  bei  Mischungen 
von  Flüssigkeiten,  die  sich  in  allen  Verhältnissen  mischen,  da  dann 
die  Ableitung  versagt,  weil  ein  Gleichgewicht  nicht  vorhanden  ist,  ehe 
die  Vermischung  vollst&ndig  erfolgt  ist.  Und  das  gilt  selbstverständ- 
lich für  alle  Verhältnisse,  ob  Hydratisirung  stattfindet  oder  nicht. 
Dagegen  bestehen  die  Gleichungen  71)  und  77)  stets  zu  Recht. 

Die  Lösung  betreffe  einen  nicht  flüchtigen  Stoff,  über  ihr  befinde 
sich  der  Dampf  des  Lösungsmittels,  dem  das  thermodynamische  Poten- 
tial, auf  Masseneinheit  bezogen,  O'i^  zugehöre.  Dann  besteht  Gleich- 
gewicht zwischen  Lösung  und  Dampf,  wenn 

91)  Oi  =  («i') 

ist.  Somit  haben  wir,  wenn  7C  die  Dampfspannung  über  der  Lösung 
bedeutet 

dC*  ~     dn     dC' 

Andererseits  ist  aber,  falls  v'l  das  specifisohe  Volumen  des  Dampfes 
über  der  Lösung  giebt  und  gegen  dieses  Volumen  das  entsprechende 
der  Lösung  nicht  in  Betracht  kommt, 

^^^  ^ir  -  *" 

somit 

Diesen  Werth  setzt  Herr  Duhem  noch  in  die  Gleichungen  ein  und 
erhält  so 

welche  Formel  sich  leichter  handhaben  lässt. 

Von  Herrn  Kernst^)  liegt  eine  andere  Betrachtungsweise  für 
Lösungen  nicht  flüchtiger  Stoffe  vor.  "Wir  denken  uns  zwei  Mischungen 
1  und  2  von  Schwefelsäure  und  Wasser  H2SO4  H~  X1H3O  und  HsSO« 
-f-  X2  H2  0,  über  beiden  soll  sich  Wasserdampf  befinden.  Die  Tem- 
peratur sei  gleich  (und  nicht  hoch,  damit  nicht  Schwefelsäure  in 
nennenswerther  Menge  verdampft),  die  Drucke  jpi,  jpa  werden  ver- 
schieden sein.  Bringen  wir  eine  Grammmolekel  Wasserdampf  aus 
dem  ersten  Dampfraum  in  den  zweiten,  so  wird  sie  sich  dort  conden- 
siren  und  in  die  Mischung  gehen.    Zugleich  wird  sich  im  ersten  Dampf- 


*)  Wiedem.  Ann.,  Bd.  53,  B.  91  ff. 
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räume  eine  Molekel  Wasser  aus  der  Mischung  entwickeln,  um  die  ent- 
zogene Molekel  Dampf  zu  ersetzen*    Die  Arbeit  des  Transports  beträgt 


95) 


Pi 


und  die  W&rmetönung  beider  Mischungen,  wenn  von  Conoentrations- 
&nderungen  abgesehen  wird, 

96)  ..-m\       m\ 


woselbst  Q  die  Lösuogsw&rme  für  1  Grammmolekel  H^  SO4  in  d;  Gramm- 
molekeln H9O  bedeutet. 

Die  Gleichung  gilt  für  die  Aenderung  der  Gesammtenergie  beim 
Vermischen  der  beiden  Mischungen  und  es  müssen  die  Grössen  W^ 
und  ^k  einander  entsprechen.  Wenn  ferner  diese  Aenderung  der 
Gesammtenergie  gleich  der  der  freien  Energie  ist,  so  muss  sie  auch 
Ton  der  Temperatur,  bei  der  die  Vermischung  geschieht,  unabhängig 
sein.  Kernst  prüft  beide  Folgerungen  an  der  Schwefelsäure,  für  Q  nimmt 

er,  wie  Kirchhoff,  die  Thomson' sehe  Formel,  zur  Bestimmung  von  — 

bedient  er  sich  einerseits  der  Beobachtungen  Yon  Regnault  bei  18® 
für  Mischungen  verschiedener  Concentration,  andererseits  entsprechender 
Beobachtungen  von  Tarn  mann  bei  100®.  Folgende  Zusammenstellung 
enthält  die  betreffenden  Zahlenermittelnngen. 


Temperatur  18* 

Temperatur 

100* 

X 

5«  \^^\  _f^^ 

Tix    \^xJxt     Vö.r/xi 

X 

R^log^ 

\^X/Xf'~\n/Xy 

1 

1 
4101 

6.94 

421 

2 

971 

2227 

1874 

7,94 

80,0 

339 

82 

3 

554 

1395 

832 

9,26 

74,9 

269 

76 

4 

291 

955 

439 

11,11 

67.6 

193 

70 

5 

250 

695 

261 

'  13,89 

64,1 

130,6 

62,5 

7 

222 

415 

280 

18,52 

51.7 

78,0 

55,5 

9 

144 

275 

140 

27,78 

55,7 

36,0 

41,2 

11 

71 

196 

79 

55,56 

88,0 

9,8 

25,0 

17 

94 

91 

105 

1111,10 

13,7 

2,5 

7,3 

00 

104 

0 

91 

1     L 

11,0 

0,0 

2,5 

Die  Zahlen  je  der  zweiten  und  vierten  Spalte  sollten  einander  gleich 
sein,  das  ist  bei  18®  für  die  vier  ersten  Mischungen  absolut  nicht  der 
Fall,  wird  jedoch  durch  Ungenauigkeit  in  den  Spannungsermitte] ungen 
Begnault's  erklärt ,  die  auch  Helmholtz  vermuthet  hat.  Bei  den 
anderen  Verdünnungen,  wenigstens  bis  a;  =  17,  ist  bei  ^  =  18®,  wie 
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bei  t  =  100^  leidliche  Uebereinstimmang  zwischen  den  beiden  Be- 
rechnungBweisen  vorhanden.  Für  noch  stärkere  Verdünnungen  finden 
sich  anter  t  =  100®  wieder  erhebliche  Differenzen.  Also  gilt  die 
Theorie  nnr  in  einem  beschränkten  Intervall,  in  diesem  Intervall  aber 
besteht  in  der  That  die  Gleichheit  zwischen  W  nnd  ^X  unabhängig 
von  der  Temperatur,  was  übrigens  schon  von  Eirchhoff  nachgewiesen 
ist  (S.  515),  und  die  Aenderung  der  Gesammtenergie  entspricht  der- 
jenigen der  freien  Energie,  Letzteres  erhellt  aus  der  Gleichung 
unter  95)  auf  Seite  101)  des  ersten  Bandes,  wonach 

97)  U=F-»^^, 

also 


^U=^F-^{»1^) 


ist.      ^X   ist   gleich    der  Aenderung  ^U  von   U  beim  Vermischen 

zweier  der  Mischungen;  zeigt  es  sich  von  d'  unabhängig,  so  muss  das 

dF 
Glied  d"  -^-^  fehlen,  d.  h.  ^J  ü  =  ^F  sein.     Allgemein  ist  das   aber 

nicht  der  Fall,  wofür  das  von  Kernst  angeführte  Beispiel,  dass 
Mischungen  beim  Verdünnen  Wärme  absorbiren,  also  ihre  Ge- 
sammtenergie vermehren,  während  doch  die  freie  Energie,  weil  das 
Verdünnen  einem  natürlichen  Vorgange  entspricht,  abnehmen  muss, 
schlagend  ist  Doch  soll  die  Verdünnungs wärme  mit  den  Abweichungen 
in  Zusammenhang  stehen,  welche  die  Dampfdruck-  und  Gefrierpunkts- 
erniedrigung starker  Lösungen  (1  bis  6  Molekeln  auf  1000  g  Wasser) 
von  der  Proportionalität  mit  der  hinzugefügten  Molekelnzahl  aufweisen 
(vergl.  S.  566),  was  Herr  N ernst  als  neue  Kegel  aufstellt. 


79.  Dampfspannung  der  Mischungen  und  Lösungen  flüohtiger 

Stoffe. 

Zunächst  seien  einige  Ergebnisse  der  Erfahrung  vorausgeschickt. 
Verdampfen  Flüssigkeiten  mit  einander,  die  sich  nicht  mischen ,  so  ist, 
wie  Regnault  nachgewiesen  hat,  die  Spannung  des  Dampfgemenges 
gleich  der  Summe  der  Theilspannungen  der  einzelnen  Bestandtheile» 
wie  bei  idealen  Gasen  nach  dem  D alt on' sehen  Princip.  Als  Beispiel 
diene  ein  Gemenge  von  Wasser  und  Schwefelkohlenstoff;  pw^  Ps  seien 
die  Spannkräfte  des  Wassers  und  des  Schwefelkohlenstoffs,  pws  bedeute 
die  Spannkraft  des  Gemenges,  alles  in  Millimeter  Hg,  so  ist 
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i 
•0. 

^W 

• 

Pw   +^8 

Pws 

8,25 

8,48 

189,2 

197,7 

196,8 

+  0,9 

12,07 

10,51 

216,7 

227,2 

225,9 

+  1.8 

18,85 

16,20 

285,2 

301,4 

299,5 

+  1,» 

26,87 

26,23 

388,7 

814,9 

412,3 

+  2.6 

31,80 

84,96 

464,8 

499,8 

498,7 

+  M 

38.35 

50,26 

584,9 

635,2 

634,6 

+  0,6 

Die  Differenzen  in  der  letzten  Zeile  haben  aUe  gleiches  Zeichen  und 
geben  im  Mittel  +1,4,  sie  zeigen  aach  einen  Gang,  und  das  kann 
daran  liegen,  dass  die  D&mpfe  sich  nicht  indifferent  gegen  einander 
▼erhalten,  wie  es  ja  auch  die  Gase,  und  im  gleichen  Sinne,  nicht  thun. 
Im  Ganzen  sind  jedoch  die  Differenzen  gering. 

Wenn  die  Flüssigkeiten  sich  mischen,  aber  nicht  in  allen  Verhält- 
nissen, so  liegt  die  Spannung  des  Gemenges  im  Allgemeinen  in  der 
Nähe  der  Spannung  des  flüchtigeren  Bestandtheils.  Indem  wir.  die 
früheren  Bezeichnungen  beibehalten  und  den  Index  S  mit  dem  Ä  yer- 
taaschen,  wird  z.  B.  für  eine  Wasser-Aether-Mischung : 


t 


^Ä+^W 


WA 


^A         ^WA 


15,56 

13,16 

361,4 

374,56 

362,95 

—  1,55 

20,40 

17,83 

440,0 

457,83 

440,32 

-  0,32 

26,73 

26,09 

563,6 

589,15 

562,79 

+  0,81 

33,08 

27,58 

711,6 

739,18 

710,02 

+  1,58 

Die  Spannkraft  des  Gemisches  ist  zunächst  grösser  als  die  jedes  der 
beiden  Bestandtheile,  was  schon  auffallen  muss;  dann  liegt  sie  zwischen 
den  Spannkräften  dieser  Bestandtheile,  ist  aber  nur  wenig  kleiner  als 
die  des  Aethers.  Einen  allgemeinen  Schlnss  kann  man  daraus  nicht 
recht  ziehen;  wahrscheinlich  verdampft  der  Aether  aus  der  Lösung 
allmählich  ganz  und  die  Spannkraft  schliesst  sich  zuletzt  der  des 
Wassers  an,  wie  sie  sich  zu  Anfang  an  die  des  Aethers  hielt.  Kono- 
walow^)  hat  noch  eine  andere  Mischung  zweier  unter  gewöhnlichen 
Verhältnissen  sich  nur  theilweise  mit  einander  mischender  Substanzen 
untersucht,  Wasser  und  Isobutylalkohol.  Hier  ist  der  flüchtigere  Be- 
Btandtheil  das  Wasser,  da  der  Alkohol  bei  107<^  bis  108^  siedet  Nahm 
er  auch  nur  6  Gewichtsprocent  Wasser  auf  94  Gewichtsprocent  des 
Alkohols,  so  lag  gleichwohl  die  Spannkraft  des  Gemisches  immer  in 
der  Nähe  derjenigen  des  Wassers.     Die  Zahlen  sind: 


>)  Wiedem.  Ann.,  Bd.  14,  B.  34  ff.,  8.  219  ff. 
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Wawer     5,95  Proc.      | 

Wasser    93,9  Proc. 

bei  40''  G.  gesättigte 

Alkohol  94,0S 

»         n 

Alkohol    6,1 

a 

Lösung 

^W 

^WJ 

t 

^W 

Vj 

t 

^W 

^WJ 

16,9 

14,3 

17,6 

18,1 

15,4 

18,9 

16,65 

H.1 

19,0 

40,8 

55,8 

65,5 

40,3 

55,8 

71,7 

40,8 

57,3 

78,8 

59,9 

148,2 

176,6 

59,4 

144,8 

193,9 

59,9 

148,2 

207,0 

71.4 

247,8 

299,9 

70,9 

242,6 

881,3 

71,8 

252,1 

360,5 

81,5 

877,0 

457,6 

81,55 

877.7 

516,15 

81,6 

878,5 

548,0 

95,1 

636,0 

784,0 

91,0 

545,8 

746,05 

89,0 
97.2 

505,8 
686,9 

731,6 
991,0 

Die  Spannkraft  des  Gemisches  ist  stets  grösser  als  selbst  die  des 
Wassers,  liegt  aber  der  des  Wassers  näher  als  der  des  Isobntylalkohols, 
welche  Herr  Eonowalow  ebenfalls  bestimmt  hat,  nämlich  in  einer 
Reihe 


t    =  15,8 


Pj=     6,55     17.5 


30,85     51,0       61,25 
58,0     100,0 


70,9       80,2       91,2       100.05 
164,3     250,7     403,4       577,5. 


Ausserdem  Terhalten  sich  alle  Mischungen  fast  gleich,  doch  am  ab- 
weichendsten Ton  normalen  Verhältnissen  verhält  sich  dia  gesättigte 
Mischung,  was  zu  erwarten  war.  Die  oben  angegebenen  Verhältnisse 
traten  auch  dann  ein,  wenn  die  bei  der  Mischung  von  Isobutylalkohol 
mit  Wasser,  wie  in  Fällen  nicht  vollständig  mit  einander  sich  ver- 
mischender Flüssigkeiten  überhaupt,  zum  Vorschein  kommenden  zwei 
Schichten,  eine  mit  viel  Alkohol,  eine  mit  viel  Wasser,  beide  ausammen 
verdampfen. 

Hinsichtlich  des  Verhaltens  solcher  Schichten  hat  der  Genannte 
noch  andere  Mischungen  nicht  in  allen  Verhältnissen  mischbarer 
Flüssigkeiten  untersucht.  Immer  fand  sich,  dass  , Dampfspannung 
und  Zusammensetzung  der  Dämpfe  von  den  beiden  Schichten 
gleich  sind^^  Und  darin  änderte  sich  nichts,  auch  wenn  eine  der 
Flüssigkeiten  selbst  eine  Mischung  schon  war.  Aethyläther  und  Wasser 
durch  einander  geschüttelt  gaben  zwei  Schichten,  die  eine  enthielt 
1  Theil  Wasser  und  33  Theile  Aether,  die  andere  10  Theile  Wasser 
und  1  Theil  Aether.  Die  Dampfspannung  bei  19,8^  war  für  die  erste 
Schicht  432,2  mm,  für  die  zweite  430,1  mm,  also  nur  wenig  davon 
abweichend.  Und  solcher  Beispiele  werden  noch  sechs  andere  ange- 
führt. Ob  diese  Kon owalow 'sehe  Regel  unter  allen  Temperaturen  gilt, 
wird  wohl  davon  abhängen,  ob  die  Mischung  unter  allen  Temperaturen 
auch  besteht  und  nicht  ein  Bestandtheil  ganz  und  gar  aus  ihr  heraus- 
dampft. 

Nun  die  dritte  Classe  von  Mischungen.  Diese  verhalten  sich 
gleichfalls  sehr  verschieden.      Bei  einigen  lißgt  die  Dampfspannung 
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zwischen  den  Spannungen  der  Bestandtheüe,  bei  anderen  dagegen 
oberhalb  dieser  Spannungen,  bei  noch  anderen  unterhalb  derselben. 
Beispiele  för  den  ersten  Fall  sind  Mischungen  aus  Wasser  und  Methyl- 
besw.  Aethylalkohol,  für  den  zweiten  Fall  solche  aus  Propylalkohol, 
für  den  dritten  solche  aus  Ameisensäure.  Doch  kommt  hier  die  Con- 
centration  in  Frage.  So  haben  die  Spannkräfte  der  Mischungen  aus 
Propylalkohol  ein  Maximum  bei  7ö  Proc.  Alkoholgehalt,  die  der 
Ameisensäure  ein  Minimum  bei  70  Proc.  Säuregehalt. 

Wenn  man  das  Yerhältniss  der  Spannkräfte  eines  Gemisohes  bei 
Temchiedenen  Temperaturen  zu  der  Summe  der  Spannkräfte  der  Be- 
standiheile  bildet,  so  hat  schon  Wüllner  gefunden  und  Konowalow 
bestätigt,  dass  dieses  Ton  der  Temperatur  unabhängig  ist,  wenn  es 
auch  mit  der  Goncentration  variirt.  So  ist  nach  Wüllner  für 
Mischungen  von  Wasser  und  Aethylalkohol: 


1       1  WaMer      , 

1  Wasser 

1 

Wasser 

8  Alkohol     ; 

1  Alkohol 

V. 

Alkohol 

Temperatur 

! 

j 

^WA 

•c. 

Pw-^Pa 

11,8 

0,699 

0,597 

0,520 

20,5 

86 

87 

28 

30,4 

81 

91 

33 

40,0 

77 

99 

30 

50,5 

77 

95 

45 

60,3 

76            1 

94 

47 

70,0 

77 

95 

41 

80,4 

1                 75 

95 

42 

81,7 

0,677 

0,596 

0,544 

Nur  die  letzte  Reihe  zeigt  ein  leises  Austeigen  der  VerhältnisszahL 
mit  wachsender  Temperatur.  In  Konowalow's  Versuchen  machte 
sich  ein  solches  Ansteigen  im  Allgemeinen  ebenfalls  geltend.  Nur  die 
Mischung  mit  Propyl«  und  Isobutylalkohol  gab  etwas  fallende  Zahlen. 
Für  Mischungen  im  Gewichtsverhältniss  1  zu  1  war  diese  Zahl: 

.     Methylalkohol    Aethylalkohol      Propylalkohol      Isobutylalkohol 


bei:  . 

^:    .  .  .  .  17«       —  65,2"      15,3°  —  80,5^»       19,6«    —  88,0® 

ßi:    .  .  ,  .  0,47  —     0,51       0,6     —     0,6           0,77  —     0,75 

bei:  .  .  .  Ameisensäure          Essigsäure        Propionsäure 

t:    .  .  .  .  17,0'*   —  100®          16,5®    —  100®     16,0®    —  99,5®     15,0®    —  99,0® 

//:   .  . 


12,1®    —  89,1® 
0,89  —     0,85 

Buttersäure 


0,28  —       0,42         0,45  —      0,61     0,63  —     0,79      0,75    —     0,89 


Bei  den  Säuren  yariirt  diese  Zahl  yiel  stärker  als  bei  den  Alkoholen 
und  zwar  bei  allen  fast  um  den  gleichen  Betrag.  Bei  den  Alkoholen 
ist  die  Variation  so  gering,  dass  sie  vernachlässigt  werden  kann. 
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Wir  sahen,  dass  die  Spannungscurven  der  Gemische  in  ihrer  Lage 
zur  Dnickaxe  von  der  Zusammensetzung  der  Gemische  abhängen,  sie 
können  mit  wachsendem  Procentgehalt  immer  höher  über  der  Axe 
steigen,  oder  immer  tiefer  zur  Aze  herabsinken,  oder  erst  steigen,  dann 
sinken  und  umgekehrt,  erst  sinken,  dann  steigen.  Demgemäss  unter- 
scheidet Eonowalow  zwei  Fälle:  Gemische,  welche  kein  Maximum 
oder  Minimum  für  ihre  Spannungscurven  haben.  Diese  brauchen  kein 
Mischungsverhältniss  zu  besitzen,  bei  dem  ihre  Zusammensetzung  mit 
der  ihres  Dampfes  übereinstimmt.  Sie  haben  selbst  bei  gleichbleibender 
Temperatur  überhaupt  keine  constante  Spannung,  weil  mit  fortdauernder 
Verdampfung  die  Znsammensetzung  von  Dampf  und  Flüssigkeit  sich 
ständig  ändert;  die  Flüssigkeit  wird  immer  ärmer,  der  Dampf  immer 
reicher  am  flüchtigeren  Bestandtheil ,  bis  letzterer  aus  der  Mischung 
ganz  ausgetrieben  ist.  Der  Dampf  enthält  diesen  BestandiJueil  ganz, 
Yon  dem  anderen  Bestandtheil  einen  Bruchtheil.  Solche  Gemische 
können  auch  keine  constante  Siedetemperatur  besitzen. 

Demgegenüber  haben  Mischungen,  welche  ein  Maximum  oder 
Minimum  der  Spannkraft  aufweisen,  im  Maximum  oder  Minimum  con- 
stante Siedetemperatur,  also  besitzen  bei  ihnen  die  Dämpfe  bei  diesem 
Maximum  oder  Minimum  dieselbe  Zusammensetzung  wie  die  flüssige 
Mischung.  Bei  Wasser-Propylalkohol  trifit  das  ein  in  der  Zusammen- 
setzung Wasser  23,  Propylalkohol  77  Gewichtsprocente.  *  Bei  Butter- 
säure wies  Eonowalow  selbst  nach,  dass  eine  Mischung  mit  75  Proc. 
Wasser  und  25  Proc.  Säure  eine  constante  Siedetemperatur  von  99,8*^ 
besass  und  einen  Dampf  aussandte,  der  ebenso  zusammengesetzt  war 
wie  die  Flüssigkeit.  Mischungen  aus  Wasser  und  Buttersäure  haben 
ein  Maximum  der  Spannkraft.  Ein  Minimum  der  Spannkraft  wiesen, 
wie  bemerkt,  Mischungen  aus  Wasser  und  Ameisensäure  auf,  und  zwar 
bei  77,5  Proc.  Säure,  22,5  Proc.  Wasser.  Eine  solche  Mischung  besass 
demgemäss  auch  constante  Siedetemperatur.  Die  Lage  des  Druck- 
maximums  oder  Druckminimums  wird,  da  die  Goncentration  mit 
der  Temperatur  yariirt,  von  der  Temperatur  abhängen.  Ich  führe 
einige  Beobachtungen,  die  Herr  Schreinemakers  ^)  an  Mischungen 
von  Wasser-Phenol  gemacht  hat,  an,  aus  denen  die  Existenz  eines  Maxi- 
mums, dessen  Aenderung  mit  wachsender  Temperatur  und  die  Gleich- 
heit der  Zusammensetzung  von  Flüssigkeit  und  Dampf  bei  diesem 
Maximum  erhellt  (siehe  nebenstehende  Tabelle). 

Man  sieht,  wie  der  Dampfdruck  mit  wachsendem  Gehalt  der 
Mischung  an  Phenol  erst  ansteigt  und  dann  langsam  fällt.  Zugleich 
steigt  auch  der  Gehalt  des  Dampfes  an  Phenol  an,  und  zwar  im.  An- 
fange rascher  als  der  der  Flüssigkeit,  dann  beginnt  der  Gehalt  der 
Flüssigkeit  ihm  nachzueilen,  um  ihn  bald  zu  überflügeln.  Im  Maxi- 
mum des  Druckes  findet  Gleichheit  des  Phenolgehalts  im  Dampf  und 


*)  Zeitschr.  f.  physik.  Chem.,  Bd.  35,  S.  465  ff. 
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Temperatur  =  56,3«  C.   | 

Temperatur  =  75,0®  C. 

Temp< 
Druck 

»ratur  =  90,0®  C. 

Druck 

Procent 
Phenol  in 

Druck 
mm 

Procent 
Phenol  in 

Proc 
Phenc 

ent 
a  in 

Dampf 

mm 

Flttssigkeit 

Bmmpf 

FIfiMigkaii 

Dampf 

mm 

Flüssigkeit 

125 

0 

0 

289 

0 

0 

525     '     0 

0 

125 

2,0 

2,55 

293 

2,48 

3,44 

528          2,86 

3,64 

127 

5,58* 

5,49* 

-    293 

4,15 

5,21    ■ 

531     i     7,00 

7,69 

126,5 

7,42 

6,57 

'    294 

7,51* 

7,41* 

531 

8.29* 

8.30* 

127 

10,88 

7,42 

294 

16,82 

9,11 

530 

9,74 

8,96 

126 

14,5bi8l 
60,0      J 

7,83 

294 
294 

22,53    1 
24,18    / 

9,36 

i 

530 
530 

17,4      I 
20,4       J 

10,40 

124 
122 

69,2      1 
76,7       1 

9,88 

294 
294 

44,44    \ 
49,2      J 

1 
9,85 

530 
530 

33,6       1 
35,0      1 

10,78 

118 
102 

80,84    1 
88,06    1 

11,98 

292,5 
289 

60,47    1 
65,67    J 

10,43 

530 
530 

42,2      \ 
44,2 

10,87 

1    280 
259 

76,7       \ 
82,4      1 

12,68 

530 
530 

56,3      1 
58,0      1 

11,24 

218 

1    177 

88.06  1 

91.7  J 

21,37 

1 

in  der  Flüssigkeit  statt,  und  zwar  —  die  Stellen  sin  dadurch  ein  Stern- 
chen herTorgehoben  — 

bei  ...  .  56  .  75  90  «C. 
im  Gehalt  ....  5,6  7,5  8,3  Proc, 
also  bei  immer  höheren  Concentrationen.  Zuletzt  bei  hohem  Phenol- 
gehalt ändert  sich  die  Concentration  des  Dampfes  nur  langsam,  wenn 
sie  auch  stetig  ansteigt  und  auch  der  Druck  geht  langsam  nieder. 
Darch  eine  Klammer  zusammengefasste  Stellen  bezeichnen  Ergebnisse 
eines  Versuchs,  in  welchem  die  erste  Zahl  die  Anfangs-,  die  zweite 
Zahl  die  Endconcentration  bezeichnet,  und  man  sieht,  dass  die  Flüssig- 
keit während  eines  solchen  Versuchs  in  der  That  ihre  Concentration 
ändern  Jconnte,  indem  verhältnissmässig  mehr  Wasser  verdampfte  als 
Phenol;  die  Verdampfung  geschieht  in  diesen  Fällen  nicht  einheitlich. 
Dass  unter  Umständen  der  Druck  auf  ganzen  Strecken  gleich  bleiben 
kann,  sehen  wir  vor  Allem  an  den  Zahlen  für  die  Temperatur  90^0.; 
▼on  der  Concentration  7  Proc.  bis  zu  der  58  Proc.  ist  der  Druck 
praktisch  der  nämliche.  Etwas  entsprechendes  ergaben  auch  die  Ver- 
suche an  dem  ternären  Gemisch  Wasser-Phenol-Anilin. 

Lehrreich  sind  auch  die  entsprechenden  Untersuchungen  des  Herrn 
Yon  Zawidzki,  die  noch  zu  anderen  Bemerkungen  Anlass  geben. 
Diese  Untersuchungen  geschahen  zunächst  an  Mischungen  Yon  Benzol 
mit  Aethylenchlorid  und  an  solchen  von  Propylenbromid  mit  Aethylen- 
bromid  ^).     Nennt  man  nämlich   die  Spannungen  der  reinen  Flüssig- 

»)  Zeitschr.  f.  phygik.  Chem.,  Bd.  85,  S.  129  ff. 
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keiten  P|,  Pg,  ihre  Spannungen  im  Gemisch  J>i,  p^^  die  Gesammt- 
Bpannung  des  Gemisches  p^  so  werden  wir,  da  nach  dem  Dalton'schen 
Gesetz  die  Partialspannnngen  proportional  sind  den  Concentrationen, 
ansetzen 

1)  pi  =xP,,    1)2  =  (1  —  a:)P„ 

wo  X  die  Gewichtsprocente  einer  der  Flüssigkeiten  im  flüssigen  Ge- 
misch bedeuten.  Andererseits  haben  wir,  falls  x'  die  Gewichtsprocente 
des  gleichen  Bestandtheils  im  Damp^emisch  ergiebt,  ebenfalls  nach 
dem  Dal  ton 'sehen  Gesetze, 

2)  pi  =  x'p,    Pj  =  (1  —  x')p, 
somit  , 


3) 


^  =  ^  =  Const.  =  C. 

X  Pa 


1   —  X 


Die  links  stehende  Grösse  giebt  aber  das  Yerhältniss  der  Concentrationen 
im  Dampfgemisch  und  im  Flüssigkeitsgemisch.  Dieses  Verh&ltniss  C 
soll  einerseits  gleich  dem  Verhältniss  der  Dampfspannungen  der  Be- 
standtheile  allein  sein,  andererseits  für  alle  Concentrationen  gleichen 
Betrag  haben.  Folgende  Zusammenstellung  zeigt,  wiefern  beides  zu- 
trifit,  X,  J  sind  bezogen  auf  das  Aethylenchlorid,  bezw.  Propylenbromid. 


Benzol  -Aethylenchlorid 

Aeth  jlenbromid  -  Propylenbromid 

t  =  50,0« 

!                         t  =  85,05® 

X 

•^ 

c 

! 

c 

0 

«« 



0 





7,16 

— 

2,02 

1,85 

0,914 

7,07 

— 

7,18 

6,06 

834 

15,00 

11,52 

0,738 

14,75         1          12,09 

795 

15,00 

12,72 

826 

1         22,21 

18,22 

780 

29,27 

26,38 

866 

29,16 

23,50 

746 

29,27 

27,06 

896 

30,48 

23,96 

719 

29,79 

27,22 

881 

40,62 

34,25 

761 

41,56 

38,72 

888 

41,80 

34,51 

733 

41,65 

38,90 

892 

52,63 

45,28 

745 

52,15 

49,00 

882 

62,03 

55,35 

759 

52,34 

49,42 

889 

72,03 

65,86 

749 

65,66 

62,66 

878 

80,05 

74,94 

745 

65,66 

62,61 

876 

85.96 

82,45 

767 

75,42 

72,96 

879 

91,48 

89,50 

794 

75,42 

73,07 

884 

93,46 

92,31 

870 

92,06 

91,00 

872 

96,41 

96,41 

1,000 

91,89 

90,72 

0,863 

98,24 

99,39 

2,918 

100,0 

100,0 

100,0 

100,0 

— 
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Für    die   Mischung  Benzol -Aethylenchlorid   trifft  die   Beziehung 

▼on  jr  =  30  etwa  zu.      Das  Mittel  betr&gt   C  =  0,880,  während 

P 

-i  =  0,881,  also  ebenso  gross,  ist.     Zu  Anfang  scheinen  die  Werthe 

für  C  kleiner  zu  sein  und  erst  zum  normalen  Betrage  anzusteigen. 
Gegen  das  Ende  macht  sich  eine  leise  Abnahme  geltend.  Im  Ganzen 
also  nimmt  hier  die  Conoentration  des  Dampfgemisches  im  Verh&ltniss 
zur  Concentration  der  Flüssigkeit  von  den  Enden  nach  der  Mitte  zu, 
ist  aber  auf  einer  langen  Strecke,  wohl  von  rc  =  20  bis  o;  =  80,  als 
wesentlich  constant  anzusehen.  Die  zweite  Mischung  Aethylenbromid- 
Propylenbromid  zeigt  ein  entgegengesetztes  Verhalten.  Hier  fällt 
offenbar  der  Werth  für  C  von  den  Enden  nach  der  Mitte  und  zwar 
zuerst  sehr  stark.  Die  Concentration  des  Dampfgemisches  nimmt  yon 
beiden  Enden  nach  der  Mitte  hin  ab.  Schliesst  man  die  Werthe  bis 
X  =  20  und  yon  o;  =  80  ab  aus,  so  kann  man  auch  hier  die  anderen 
als  wesentlich    gleich    ansehen    und   erhält   im    Mittel   0,745,    gegen 

§  =  0,735  1). 

Es  sind  noch  andere  Fälle  solcher  Mischungen  bekannt  geworden, 
die  mitgetheilten  mögen  jedoch  genügen.  Wenn  die  Grösse  C  nicht 
constant  ist,  hat  man  sich  einer  Formel  bedient,  welche  zuerst  von 
Herrn  Duhem^)  thermodynamisch  und  dann  von  Herrn  Margules') 
auf  Grund  thermokinetischer  Betrachtungen  abgeleitet  ist  (S.  544). 
Demnach  soll  sein 

4) 

X  ist  hier  wie  früher  das  Verhältniss  der  Zahl  Molekeln  des  gelösten 
Bestandtheils  zu  der  Zahl  Molekeln  der  Mischung  (vergl.  S.  544).  Die 
besonderen  Werthe  Pi  r=z  P^x^  p2  =  -P»  (1  —  x)  genügen  dieser  Glei- 
chung.    Allgemein  setzt  Herr  Margules  als  Lösung  an 

Die  Besiehungen,  welche  zwischen  den  Constanten  o(,  ß  bestehen  müssen, 
ergeben  sich  zu  Folge  der  Differentialgleichung  aus  der  Formel 

6)     «0  — «1^ — 2o6aa;(l  —  a:)  —  Sa^xCl  — x)^  —  ^a^xil  —  x)^ 

=  i»o  —  A(l  -  o:)  -  2/Jaa;(l  -  x)  -  3/38a;2(l  -  x) 

—  Aß^x^il  —  x)  —  •••, 


X 

dpi 

1 

— 

X 

öpa 

1  — 

X 

rpa 

Pl 

dx 

Pi 

8(1- 

X) 

P2 

öx 

^)  Herr  Zawidzki  deutet  seine  Ergebnisse  etwas  anders  und  möchte 
in  den  Abweichungen  gegen  die  Mittelwerthe  mehr  MessangsuDSicherheiten 
sehen. 

■)  Ann.  de  l'^cole  normale  sup.  (3),  4,  p.  9  (1887). 

•)  Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie  (2),  104,  ß.  1243  (1895). 
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indem  die  Factoren  beider  Potenzen  rechts  und  links  einander  gleich 
sein  müssen.     Die  einzige  endliche  Beziehung  ist 

ßo  —  ßi  =  «0- 
Die  anderen  Beziehungen    enthalten  immer  unendlich  viele   Glieder. 
So  hat  man 

«1  +  2««  +  SOg  +  4a^     +  ...  =  _/3i  +  2/J2, 

+  2«a  +  60,  +  12«4  +  •••  =  +  2Ä  — 3ft, 
+  803  +  12a4  +  •••  =  —  3ßz  +  4/J4. 

U.   B.   f. 

Geht  man  nur  bis  zur  dritten  Potenz  von  x  bezw.  1  —  x,  bo  folgt 

«1=  — A,     2aa  +  3a8=  +  2A,    «3  =  —  183. 

Da  nur  vier  Beziehungen  vorhanden  sind,  genügen  sie  nicht,  die  acht 
Grössen  ao,  a^,  a^,  Og;  /Sq,  jS^,  /Sq,  /Sg  zu  ermitteln. 

Da  ferner  unter  Umst&nden  p^  =  Pj  aj,  |>2  =  Pj  (1  —  aj)  iat,  so 
wird  man  a^  =  1,  ^0  =  1  ansetzen,  was  auch  noch  aus  anderen 
Gründen  erforderlich  ist,  die  wir  im  nächsten  Gapitel  kennen  lernen 
werden.  Dann  hat  man  oc^  =  0,  /Sj  =  0,  und  es  bleiben  noch  zwei  der 
a,  ß  unbestimmt.     Es  wird  aber 

^^  \  p^  =  P,(1  —  a;)e^«'  +  i*»*^. 

Indem  man  darin  noch  pi  =  a;'^,  |?3  =  (1  —  x^)p  setzt,  bekommt 
man  für  das  Goncentrationsverhältniss  von  Dampfgemisch  zum  Flüssig- 
keitsgemisch 

l    —  X'  gög  (1-»)«  +  «a  (1— «)•* 


1   —  X 


Herr  von  Zawidzki  hat  auch  diese  Formel  an  einer  grösseren  Zahl 
von  Mischungen,  Schwefelkohlenstoff  und  Methylalkohol,  Schwefel- 
kohlenstoff und  Aceton,  Chloroform  und  Aceton,  Benzol  und  Tetra- 
chlorkohlenstoff u.  8.  f.  geprüft,  indem  er  aus  seinen  Beobachtungen 
nach  zwei  verschiedenen  Methoden  die  Constanten  Oj,  O63,  dann  aus 
den  obigen  Beziehungen  die  /S^,  ß^  ermittelte.  Er  hat  im  Allgemeinen 
eine  gute  Ueberein Stimmung  zwischen  Rechnung  und  Beobachtung  ge- 
funden, die  um  so  höher  anzuschlagen  ist,  als  die  Zahl  der  über- 
schüssigen Beobachtungen  bis  zu  17  ging.  Ich  führe  nur  ein  Beispiel 
an  für  Aethylacetat  und  Aethyljodid.  Die  Beobachtungen  sind  bei 
50<>C.  angestellt,  sie  ergaben  «2  =  +  1,031,  «3  =  —  0,469,  also 
/3a  =  -j-  0,327,  ß^  =  -\-  0,469,  und  nunmehr  fand  sich  durch  An- 
wendung der  Formeln  für  pi ,  p^  und  wegen  pi  +  pj  =  p,  wenn  x 
sich  auf  das  Jodid  bezieht : 
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X 

Pi 

P. 

V 

0/ 

beob.  1 

ber. 

beob. 

ber. 

beob. 

1  ber. 

1 

0,0590 

1 
28.8  , 

28,9 

265,6 

264,1 

294,3 

,  293,0 

0,0979 

1148 

54,0  1 

54,5 

250,7 

249,2 

804,7 

303,7 

1773 

1376 

64,6 

64,5 

244.1 

243,2 

308,7 

307,7 

2093 

1M6 

89,0 

88,5 

230,5 

228,5 

319,5 

317,0 

2788 

2288 

103,1 

102,3 

222,1 

219,9 

325,2 

'  322,2 

3169 

3057 

130,9 

131,4 

204,5 

200,7 

335,4 

332,1 

3901 

3745 

155,6  ' 

155,9 

178,8 

184,0 

343,4 

339,9 

4581 

4588 

183,2 

184,0 

167,5 

163,5 

350,7 

;  347,5 

5224 

5496 

218,5  1 

212,3 

143,9 

141,4 

357,4 

353,7 

5974 

6340 

239.2 

238,3 

122,5 

119,6 

361,7 

357,9 

6612 

7388 

268,9 

269,8 

94,6 

90,9 

363,5 

360,7 

7400 

8253 

296,2 

296,1 

67,3 

64,8 

363,5 

360,9 

8148 

9098 

322,5  1 

822,9 

38,2 

35,9 

360,7 

358,8 

8945 

Die  für  jpi,  p^  anter  beobachtet  bezeichneten  Werthe  sind  die  aus  den 
beobachteten  Werthen  von  p  nnd  der  ebenfalls  ermittelten  und  in  der 
letzten  Spalte  angegebenen  Concentration  x'  des  Dampfgemisches  nach 
den  Formeln  Pi  =  ic'j?,  pj  =  (1  —  ^)P  abgeleiteten.  In  manchen 
Fällen  genügt  die  Formel  von  Duhem-Margules  nicht  recht,  so  bei 
Mischungen  ans  Schwefelkohlenstoff  und  Aceton,  wo  Differenzen 
zwischen  Beobachtung  nnd  Berechnung  bis  zu  drei  und  mehr  Procent 
Torfallen. 

Wenn  das  Molekulargewicht  im  Dampfzustande  von  der  jeweiligen 
Concentration  der  Lösung  abh&ngt,  wie  bei  Essigsäure,  so  soll  in  der 
Duhem-Margnles'schen  Formel  das  x  mit  diesem  Molekulargewicht, 
nicht  dem  im  Gaszustande  zu  berechnen  sein  (S.  547).  Auf  diese  Weise 
wird  die  Formel  auch  auf  Mischuugen  von  Essigsäure  und  Aceton  und 
Toluol  mit  gutem  Erfolge  angewendet,  und  es  ist  bemerkenswerth,  dass 
dabei  bei  einer  Temperatur  {t  =  69,4<>)  ag  =  0  sich  ergiebt,  bei  an- 
deren Temperaturen  freilich  nicht.  Aehnliches  wird  für  Pyridin- 
gemisohe  mit  Wasser  und  Essigsäure  nachgewiesen  ^). 

Ich  gehe  nun  näher  auf  die  Theorie  dieser  Verhältnisse  ein,  indem 
ich  vorausschicke,  dass  man  die  meisten  der  nachfolgend  zu  ent- 
wickelnden Ergebnisse  Herrn  Duhem  verdankt^). 

Es  seien  zwei  binäre  Mischungen  gegeben,  deren  eine  sich  über 


')  Es  Bei  noch  auf  die  am  Schlüsse  der  betreffenden  Abhandlung  ge- 
gebene sehr  anerkennenswerthe  Zusammenstellnng  aller  bis  dahin  (1900)  aus- 
geführten Untersuchungen  über  Dampfdruck  von  Flüssigkeitsgemischen 
hingewiesen. 

*)  Dissolutions  et  m^langes,  Traveaux  et  Memoires  des  facultas  de 
Lille,  1891  ff. 
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der  anderen  befindet;  Mi,'  Mi  sollen  die  Mengen  der  beiden  Bestand- 
theile  der  einen,  Mi\  Mi'  die  der  beiden  Bestandtheile  der  anderen 
Mischung  sein.  Die  thermodynamischen  Potentiale  der  Bestandtheile, 
bezogen  je  auf  Masseneinheit,  seien  entsprechend  <Pi,  O2;  O'i,  O'i.  Das 
Potential  aller  Theile  zusammen  ist 

9)  MO  =  M'iO'i  +  MiOi  +  Mi' Ol  +  Mi'O'i, 

und  wenn  nur  umkehrbare  Vorg&nge  möglich  sind  und  Gleichgewicht 
herrscht,  haben  wir 

10)  d  (MO)  =  6  (Mi  0i  +  MiOi  +  Mi'  O'i  +  Mi'  O'^)  =  0. 

Temperatur  und  Druck  sollen  unveränderlich  sein.  Dann  sind,  da 
wir  es  hier  mit  zwei  unabhängigen  Bestandtheilen  in  zwei  Phasen  zu 
thun  haben,  nach  der  Phasenregel  die  Goncentrationen  willkürlich, 
ebenso  auch  ihre  Variationen.  DerTheil  von  d(MO),  der  durch  diese 
Variationen  entsteht,  muss  für  sich  gesondert  verschwinden,  worüber 
später  [s.  Gleichungen  20)],  und  wir  haben,  indem  wir  noch  annehmen, 
dass  die  weiteren  Aenderungen  nur  in  Folge  Aenderungen  in  der 
Massenvertheilung  entstehen, 

11)  OidMi  +  Oiö31i  +  O'idMi'  +  O'iSM'i  =  0.  ' 

Wir  nehmen  nun  noch  an,  dass  die  beiden  Mischungen  aus  den 
nämlichen  Bestandtheilen  zusammengesetzt  sind;  Mi,  Mi'  sollen  sich 
auf  den  einen,  Mi,  M%  auf  den  aoderen  Bestandtheil  beziehen.  Es 
muss  also  sein 

12)  8Mi  +  8M'x  =  0,     SMi  +  ditfi'  =  0, 
somit  folgt 

13)  (Oi  —  0';)ÖM{  +  (0i  —  0'i)öMi  =  ü, 

und  weil  die  Variationen  von  Mi,  2li  völlig  willkürlich  sind,  muss  sein 

14)  a>;  =  O'u    Oi  =  O'i. 

Nennen  wir  ferner  die  Goncentrationen  für  die  eine  Mischung  C',  iör 
die  andere  C"  und  messen  sie  durch  die  Beziehungen 

15^  C  —  —      C"  —  — 

80  haben  wir  ausserdem 

16)  *  *^"  =  jI^  ^^''  *  -^s  -  -Ma  «  3I[), 

17)  d  C"  =  -- L  ( J/i"  S  Mi'  -  Mä  d  Mi'). 

M2  ^ 

Die  Gleichungen  14)  sind  also  die  Gleich gewichtsbedingongen 
für  unseren  Fall;  die  Potentiale  (auf  Masseneinheit  bezogen)  gleicher 
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Bestand theile  in  den  beiden  Mischungen  müssen  einander  gleich  sein. 
Sie  entsprechen  yöllig  den  Gleichungen  63  (S.  518),  wenn  man  be- 
achtet, dass  wir  es  hier  mit  zwei  Gruppen  von  Massen  zu  thun  haben 
(Mi,  Ml)  und  (Mi^  Mi')^  die  nur  in  sich,  nicht  gegen  einander  Massen 
austauschen.  Die  Oi,  . . .  werden  Functionen  der  j>,  ^  und  der  Goncen- 
trationen  C\  0"  sein;  genauer  geschrieben  hat  man  also 

18)  ö>i(c',p,#)  =  *;'(c",i),n  ^uc',p,»)  =  m(c",p,»). 

Man  kann  aus  ihnen  C\  C*'  berechnen,  oder  p,  %". 

Die  Gleichungen  17)  bestimmen  das  Gleichgewicht  der  beiden 
Mischungen  gegen  einander.  Nun  muss  auch  noch  innerhalb 
jeder  der  Mischungen  Gleichgewicht  bestehen.  Sind  die  thermo- 
dynamischen  Potentiale  dieser  Mischungen  M' 0\  M*'  ^\  so  haben  wir 

19)      M'^  =  M[  *;  +  Jfi  Oi    M"  ^"  =  Mi'  0';  +  3Ii'  0i'. 

Da  Pj  d"  constant  bleiben  sollten,  könnten  nur  die  Concentrationen 
noch  varüren.  Das  Gleichgewicht  innerhalb  jeder  der  Mischungen 
erfordert  also 


somit 

Wir  benutzen  alle  diese  Formeln  zur  Ableitung  der  früher  be- 
handelten Eon owalo waschen  Regel  von  dem  Verhalten  der  Dämpfe 
gegen  die  Flüssigkeiten  und  der  Duhem  -  Margules' sehen 
Formel  4). 

Die  Mischung  (-Mi,  Mi)  sei  die  Flüssigkeit,  die  (Mi\  Mi')  ihr 
Dampf.  Wir  gehen  von  einem  Gleichgewichtszustand  aus,  wofür  die 
Gleichungen  14)  gelten,  lassen  den  Druck  unverändert  und  variiren 
die  Temperatur,  dann  müssen  sich  die  Concentrationen  ändern.  Die 
Gleichungen  17)  differenzirt,  geben  nun 


211) 


^ d»  +  j^,dC 

c^  c  C 


cC" 

dC" 

= 

0. 

ÖC" 

dC" 

= 

0. 

Multipliciren  wir  die  zweite  Gleichung  erst  mit  G\  dann  mit  C" 
und  addiren  sie  jeweilig  zur  ersten,  so  folgt  nach  den  Gleichungen  20) 
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( [d{0[  -  «i')  ^  ^„  d  (Oj  -  0b')i  ^^ 


21,) 


?- 


d» 


-  ^m 
)»     J 


Den  Factor  von  d  C"  kSnnen   wir  schreiben  ^.  „„  -\-   C" 


cC" 


dC' 


8«i' 


+  (C  —  C")  j,  „„;  die  beiden  ersten  Glieder  geben  nach  20)  Nnll. 

0  o 

Aehnlich  können  wir  den  Factor  von  d  C  tranaformiren,  wonach  die 
beiden  Gleichungen  übergehen  in  *) 


2I3) 


„  8(<I>i-*i') 


^         J 


-  (C  -  C"'j  ^^  rf  C" 


+  ( 


,„  f{0i  -  *i') 


0, 


^]" 


-(C  -  G")|^^dC'  =  0. 
Hiernach  haben  wir  sofort 

ist  und  umgekehrt.  Das  ist  aber  der  Satz  von  Konowalow,  denn 
er  besagt,  dass  die  Concentration  für  Dampf  und  Flüssigkeit  die  näm- 
liche ist,  wenn  die  Siedetemperatur  d'  ein  Maximum  oder  Minimum  ist. 
Sonst  hat  man 


23,) 


d» 

dC 


j  {II  —  (^ 


C")  - 


8«i 


fc(0;  —  <t>i)  _^  ^„  d(0.;  -  «i') 


r* 


c» 


^  —  (C'  —  C"\    


+  c 


,   8(<&2-<Pä) 
8* 


*)  Die  viel  compltcirteren  Formeln  von  Herrn  Duhem  habe  ich  nicht 
bewahrheiten  können. 
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Wird  gesetzt 

24)  a>i  -  a>i'  =  9i ,    Oi—  O'i  =  92, 

8o  ergiebt  sich  auch 
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23,) 


|^=  +  (C'_C<") 


^,  =  -  (C  -  C") 


cC 


<^  9'i    _|_   Q„  c  Vi 


d» 


d» 


cC" 


Zuletzt  ist  auch  zu  Folge  Gleichung  77)  auf  Seite  91  des  ersten  Bandes 


23,) 


dC  '' 

d» 

dC" 


c(" 


S'x 


(•'  —  ('" 

si  +  ('"{s^i  -  &'.;)       j     ' 


7ü" 


c  —  c" 


Si'  —  Sl  +  C'(^'  -  Sä) 


woselbst  die  S  die  betreffenden  Entropien  angeben. 

Indessen  scheint  dd'  nicht  bloss  für  C  =  C"  gleich  Null  zu 
werden,  sondern  auch  in  anderen  F&llen.  Vier  davon  brauche  ich 
nicht  namhaft  zu  machen  als  allzu  trivial,  aber  einer  muss  erw&hnt 
werden.    Die  Gleichungen  21,)  zeigen  schon,  dass  unter  der  Bedingung 


25) 


8«5ä-<Zy,') 


r» 


man  dO'  =  0  bekommt,  falls 
26)  ^^'  '^'^      ' 


dC 


d  Ol      1 


dC"  ~   dC"  rOi,'     dC 


cC"  dOi 


ist     Indem  jedoch  zu  Folge  der  Gleichungen  20)  stets 
27) 


ist,  würde  sich  hieraus  abermals  C*  =  C"  ergeben.     Der  Fall  bietet 
also  nichts  Neues. 

Da  ganz  dieselben  Entwickelungen  gelten,  wenn  man  den  Buch- 
staben ^  mit  dem  p  yertauscht,  so  erhält  man,  im  Falle  die  Tempera- 
tur constant  bleibt  und  der  Druck  p  des  Dampfgemisches  Tariirt  wird, 
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28) 


dp 
dCP 


:^  =  (C  -  C") 


=  (C  -  C")  -7 


dp 


^  =  (C  -  C") 


8<Pi 

8(*i 

cp 

8a>i 

cC 

8(«l>j 

1    

81» 

*i') 

vi- 

-  V'i 

-\-C"(vi- 

8«I>i' 
8C'' 

-f4') 

8(*i 

dp 

8<Pi' 

8  0" 

8(<I>2 

dp 

<&2) 

woselbst  die  v'  die  betreffenden  specifisclien  Volumina  der  Bestandtheile 
im  Flüssigkeitsgemisch  bezw.  im  Dampfgemisch  sind. 

Zusammen  aber  hat  man  folgenden  Satz,  der  den  Konowalow^- 
sehen  Regeln  entspricht  und  zum  Theil  schon  von  Gibbs  ausge- 
sprochen ist. 

Wenn  mit  Bezug  auf  die  Concentration  eine  Mischung 
ein  Maximum  oder  ein  Minimum  der  Siedetemperatur  oder 
des  Dampfdruckes  aufweist,  so  besitzt  bei  dieser  Temperatur 
bezw.  unter  diesem  Druck  das  Dampfgemisch  dieselbe  Con- 
centration wie  die  Flüssigkeit. 

Ein  Maximum  oder  Minimum  von  9"  oder  p  wird  nicht 
stattzufinden  brauchen,  sobald 

29i)  Si  =  Si,     Si  =  Sa 

beziehungsweise 

292)  ^i  =  t;i,     V2  =  v'i, 

d.  h.  die  betreffenden  Bestandtheile  in  der  Flüssigkeit  und 
im  Dampfe  gleiche  Entropien  bezw.  gleiche  Dichten  haben. 
Dieser  Ausnahmefall  wird  nicht  vorkommen,  wenn  es  sich  nicht  über- 
haupt um  Dampf-  oder  Gasgemische  handelt. 

Wir  haben  einen  Accent  auf  das  Flüssigkeitsgemisch,  zwei 
Accente    auf   das    Dampfgemisch    bezogen,   somit   ist    vi  —  Vi  <  0, 


dp    ^  dp       . 

bezw.    T.^/M  **8ö  negativ. 
d  0 


ebenso  v^  —  v'i  <C  0,  der  Nenner  von 

-^  d%'      d%' 

Demgegenüber  rauss   der  Nenner   von  -7777,    ^  .^„   stets  positiv   sein. 

a  G       w  G 

Also  gehen  die  Aenderangen  der  Siedetemperatur  mit  wach- 
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Sender  Concentration  stets  im  entgegengesetzten  Sinne  Yor 
sich,  wie  die  der  Dampfspannung. 
Femer  haben  wir 

30)  ^^'         v[  —  v'{  +  C"(vi  —  v-i)     >8<l>i'         1 


r,'  — V','  +  C"(ti  —  Vi) 

>8*ä 

vi  —  v'i   +  C"  {vi  —  Vi) 

dC" 

d  C"        v[  —  t-i'  +  C  [V2  —  vi)       d  C"      d  Oi 

d  C' 
Der  erste  Bruch  ist  stets  positiv,  also  ist  das  Zeichen  von  -77777  be- 

stimmt  durch  das  der  beiden  folgenden  Factoren.  Oi  und  O'i  beziehen 
sich  aber  auf  die  gleiche  Substanz,  nur  einmal  im  flüssigen  Gemisch, 
einmal  im  dampfförmigen.  Sie  werden  sich  also  mit  der  Concentration 
in  gleicher  Weise  ändern,  somit  wäre 

31)  f^:  >  0. 

Die  Concentrationen  würden  bei  Aenderung  der  Temperatur  oder  des 
Druckes  beide  zugleich  wachsen  oder  zugleich  abnehmen.  Ob  aber 
dieser  Schlnss  unter  aUen  Umständen  gerechtfertigt  ist,  scheint  mir 
zweifelhaft.  Nach  Herrn  Duhem  wäre  er  deshalb  für  gerechtfertigt 
zu  halten,  weil,  wenn  jene  beiden  Differentialquotienten  gleiches  Zeichen 
haben,  und  zwar  positiv  sind,  das  Gleichgewicht,  wie  wir  gesehen 
haben  (S.  517),  auf  alle  Fälle  ein  stabiles  ist.  £s  kann  aber  auch 
stabil  sein,  wenn  die  Zeichen  entgegengesetzt  sind.  Lässt  man  jedoch 
die  Annahme 

gelten,  welche  nach  sich  ziehen  würde 

Bo  würde  das  Zeichen  von  d9'  und  dp  nur  noch  von  dem  von  C  —  C" 
abhängen,  und  d'  würde  wachsen  für  positive  C  —  C",  p  für  negative. 
Die  Siedepunkte  würden  mit  wachsender  Concentration  der  Flüssigkeit 
steigen,  die  Dampfdrucke  fallen,  so  lange  die  Concentration  des 
Dampfes  kleiner  ist  als  die  der  Flüssigkeit;  jene  würden  fallen,  diese 
steigen,  sowie  umgekehrt  die  Concentration  des  Dampfes  grösser  ist 
als  die  der  Flüssigkeit. 

Wir  betrachten  nun  dieselben  Vorgänge  von  einem  anderen  Ge- 
sichtspunkte. Wir  nehmen  an,  dass  das  Dampfgemisch  dem  Dal  toni- 
schen Gesetze  der  Partialdrucke  entspricht.  Diese  Partialdrucke  seien 
|}i,  jp2.  Alsdann  ist  für  jeden  Bestandtheil  das  Potential  Function  des 
betreffenden  Parti aldruckes  und  der  Temperatur  und  wir  haben,  ge- 
nauer geschrieben,  für  das  Potential  des  Dampfgemisches 

34)       M"  a>"  (M{\  M2,  p.  ^)  =  M{'  <jp;'  (pi,  ^)  +  3li'  q>'i  (i>a,  ^). 
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Wenn  nun  auch  p  und  d"  constant  bleiben ,  so  können  gleichwohl  p^^ 
P2  yariiren,  nur  muss  dann 

36)  dpi  -\-  dpi  ^=  dp  =  0 
sein.     Hiernach  bekommen  wir 

360  d(M"a>'%,^=9i'cf  Jtf^'+  if'idMi'  +  Mi'^^dpr  +  Mi'^^dp^, 

oder  wegen  Gleichung  78)  auf  S.  91  des  ersten  Bandes: 

36,)     d(M''0")p^^=q>';dMi'  +  if'idMi'  +  Mi'vUPi  +  Mi'vUp^- 

Es  ist  aber  Mi'v'i  das  Volumen  des  einen,  M^v'i  das  des  anderen 
Bestandtheiles  im  Dampf,  und  da  das  Dampfgemisch  homogen  ist 
müssen  wir  haben 

37)  mv;  =  M'^vl  =  F", 

wenn  V'*  das  Volumen  des  Dampfgemisches  ist,  also  bekommen  wir 

38)  d{M"0%^^  =  tp'idMx   +  ^)UM^. 
Daraus  folgt 

|«>i(C".i>,^)  =  (pi'(p.,^). 

und  im  Gleichgewichte  mit  dem  flüssigen  Gemisch 

j  *i(C',i>,^)  =9)1  (iJ.,*), 

l  <Pi(C",l),*)  =9»(P».  *). 

d.  h.  die  Partialdrucke  müssen  sich,  wenn  Gleichgewicht  eingetreten 
ist,  als  Functionen  des  Gesammtdruckes,  der  Temperatur  und  der  Gon- 
centration  der  Flüssigkeit  darstellen  lassen.  Da  femer  im  Gleich- 
gewichte der  Gesammtdampfdruck,  ausser  von  der  Concentration ,  nur 
noch  von  der  Temperatur  abhängt,  kann  man  p  auch  durch  C'  und 
%"  ausgedrückt  denken.  Bezeichnen  wir  Oi,  0,  ^Ib  Functionen  allein 
von  C,  -ö*  durch  W^y  ^2t  ßo  wären  also 

402)      ^[  {G\  ^)  =  91'  (i?!,  n      wi  (C,  ^)  =  q>'i  (p„  &y, 

also  pi ,  P2  wären  Functionen  von  C  und  d",  die  als  unabhängige 
Variabein  anzusehen  sind.     Differenziren  wir  nach  C,  so  muss  sein 


41) 


dyf{  _  dcp'i  dpi  „  dpi 

d'c'~  dp^  ac  ~  "'  8c" 


Die    links     stehenden    Differeotialquotienten    mflssen    nach    den 
Gleichungen  20)  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  also  gilt  das  näm- 
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liehe  auch  far  ;r-^,  und  777^  •       Mit    wachsender    Concentration 

mnss  ein  Partialdrnck  fallen,  der  andere  steigen.  Das 
haben  wir  durch  die  früheren  Zahlenznsammenstellungen  bereits  be- 
wahrheitet. 

Wenn  nun  der  eine  Partialdruck  ständig  steigt,  so  muss  er  zuletzt 
den  Druck  erreichen,  den  der  Dampf  der  betreffenden  reinen  Flüssig- 
keit hat.  Wenn  der  zweite  Partialdruck  ständig  fällt,  so  muss  er 
seinerseits  zuletzt  den  Druck  0  erreichen,  während  sein  grösster  Werth 
der  des  Dampfes  der  anderen  Flüssigkeit  ist.  Daraus  folgt,  dass  ein 
Druck  Yon  0  ausgehend  den  Druck  des  einen  Bestandtheils,  der  andere 
Druck,  vom  Dampfdruck  der  anderen  Flüssigkeit  ausgehend,  dem 
Drucke  0  zustrebt.  Sind  die  Dampfdrucke  der  reinen  Flüssigkeiten 
Pi,  Ps,  so  werden  wir  also  stets  haben: 

42)  Pi  +P^<Pi  +  i^j,     d.  h.  j>  <  P, 

Der  Dampfdruck  eines  Gemisches  ist  immer  kleiner, 
als  der  Druck  der  beiden  freien  Componenten  zusammen- 
genommen. Das  ist  bekannt.  Etwas  anderes  als  stetes  Wachsen 
des  einen,  stetes  Fallen  des  anderen  Druckes  kann  nicht  vorkommen, 
denn  wächst  z.  B.  pi  bis  zu  einem  Maximum  an  und  fallt  dann,  so 
muss  |>2  Yon  diesem  Momente  an  wachsen ,  da  aber  p^  zuletzt  doch 
Null  sein  muss,  so  kann  das  nur  den  Sinn  haben,  dass  pg  Null  bleibt. 
Alsdann  ist  pi  =  Pi  und  der  obige  Satz  bleibt  bestehen. 

Wir  nehmen  nun  den  Fall,  dass  zwei  Flüssigkeiten  sich  nicht  in 
allen  Verhältnissen  mischen  und  dass  sie  zwei  Schichten  geben,  deren 
jede  ein  Dampfgemisch  aussendet.  Die  beiden  Schichten,  ebenso  wie 
ihre  Dampfgemische,  unterscheiden  wir  durch  Klammern.  Für  die 
beiden  Schichten  selbst  haben  wir  im  Gleichgewicht  nach  14) 

0i  =  (OiO,         Oi  =  (<2>i). 
Für  die  Dampfgemische 

0\  =  q>;,     0;  =  9'i;         (0\)  =  «p'i\     W  =  («pD, 
also 

43)  <p';  =  ((JP',').         92  =  («Pä). 

d.  h.  die  Dampfgemische  der  beiden  Schichten  müssen 
gleichen  Druck  haben.  Wir  wir  gesehen  haben,  ist  dieses  von 
Konowalow  aus  der  Erfahrung  bewiesen.  Daraus  ist  dann  zu 
schliessen,  dass  der  Satz  42)  auch  für  diesen  Fall  Gültigkeit  hat,  denn 
im  extremen  Falle,  dass  die  Flüssigkeiten  sich  gar  nicht  mischen,  ist 
der  Satz  ebenfalls  richtig,  sofern  wenigstens  Pi  -|-  pj  =  P^  -|-  Pg  ist. 
Wir  nehmen  ferner  an,  dass  die  Dämpfe  dem  Boyle-Gay- 
Lussac' sehen  Gesetze  gehorchen.  Sind  m^,  m^  die  Moleculargewichte 
der  beiden  Bestandtheile  im  Dampfzustande,  so  haben  wir  also: 
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44)                t-i'^^i:. 

f -  = , 

Mi  Ps 

somit  geben  die  Gleiohangen  41): 

8'J'i         B     dlogpi 
8  6"  ~iws       dC 

Multipliciren  wir  die  zweite  Gleichung  mit  C\  addiren  sie   zur 
ersten  und  beachten  die  Gleichungen  20),  so  folgt 

^  8  hg  pi C '   8  log  pg 


46) 

und  ausserdem  ist 


8  log  Pi   _        .t/„'/    8  log  p2 


47) 

Setzen  wir  nunmehr 

48)  c'  =  ^^^-^ 

so  geht  die  erste  Gleichung  über  in 

49)  a;  — ^- —  =  —  (l—x)  — ^— 

ex  ex 

Das  ist  die  Duhem-Margules'sche  Beziehung,  und  es  bedeutet 
X  die  Goncentration  des  Bestandtheils  1,  gemessen  durch  die  Zahl 
Molekeln  dieses  Bestandtheiles  in  der  flüssigen  Mischung  im  Yerh&lt- 
niss  zu  der  Zahl  aller  Molekeln  in  dieser  Mischung  überhaupt  Denn 
man  hat  nach  der  Definition 

woselbst  N^,  N^  die  Molekelzahlen  beider  Bestandtheile  in  der  flüssigen 
Mischung  sind.     Also  wird 

^^^      i—x _  n;,       _     n;  _    _     n; 

Herr  van  der  Waa^s^)  hat  auf  Grund  der  ihm  eigenthümlichen 
Betrachtungsweise,  insbesondere  in  Bezug  auf  die  Zustandsgieichung 
der  Substanzen,  eine  Formel  entwickelt,  welche  mit  der  Duhem- 
Margul  es 'sehen  gleiche  Anwendung  gestattet,  von  dieser  jedoch 
erheblich  abweicht.  Gleichwohl  ist  sie  aus  dieser  ableitbar*).  Wir 
schreiben  diese  Gleichung  in  der  Form: 

X  8  logpi  =  —  (1  —  x)d  logPi. 


>)  Die   Continuität  u.  fl.  f.,  Theil  2,  S.  137, 

*)  Kohnstein,   Zeitschr.  f.  physik.  Chem.,  Bd.  36,   8.  49. 
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Nun  ist  pi  =r  x'p,  pi  =  (1 — 3if)p,  wenn  äj'  die  Bedeutung  von  x 
für  das  Dampfgemisch  hat,  somit 


und 


oder 


d.h. 
51) 


^7  ^^'    I    2-P      0  7  dx*      .    dp 


was  ehen  die  van  der  Wa  als 'sehe  Formel  in  der  einen  Gestalt  ist. 
Angenähert  und  nur  für  kleine  x  soll  auch  sein: 

52)  IJL^A^UL. 

pdx       x(\  —  x) 

Herr  Sehr  ein  emakers  hat  die  Formel  51)  in  der  S.  530  citirten 
Untersuchung  geprüft  Für  Wasser -Phenolmischungen  verschiedener 
Goncentrationen  findet  er  hei  75^  C: 

f  beob.:        0  1  0  0  0—8—21        —73  mm 

^l     ber.:  +0.8      +0,1    —0,5    —0,2    —1,3     —3,4      —18,5     —  73,9  „ 
Abweichung:   —0,8      +0,9    +0,5   +0,2    +1,3     +0,4      —    2,5      +  0,9  , 

Für  Wasser- Anilinmischungen  bei  56,3®: 

j  beob.:  +8+1  0  0+1  0  0  +lmm 

^1     ber.:  +3,1      +0.8        ^       +0,5     +0,6    +0,2     +0,1  +1,8, 

Abweichung:    —0,1      +0,2        0      —0,5     +0,4    —0,2     —0,1  —0,8  . 

Die  Uehereinstimmung  der  berechneten  mit  den  beobachteten 
Betr&gen  ist  namentlich  für  die  erstgenannte  Mischung  eine  gute. 

Es  muss  nun  auf  etwas  hingewiesen  werden,  was  den  Werth 
dieser  und  ähnlicher  Beziehungen  sehr  einzuschränken  scheint,  aher 
zugleich  zu  einer  interessanten  und  an  sich  wichtigen  Formel  führt. 
Zu  Folge  der  zur  Duhem-Margul es' sehen  Gleichung  49)  führenden 
Gleichungen  45)  wird  nämlich  die  erste  der  Gleichungen  28) 

53,)       ^=  +  (O'-C'0|^^^f-^.T- 


dC'~^'  ^  m^        dC    v'i  — <  +  C"(t;i— ri') 

t;'^,  v'^  darf  mau  gegen  v'^j  v^  vernachlässigen,  dann  bekommt  man 
auch  wegen  44) 


Weinstein,  Thermodynamik.    II.  35 
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öSj)  -jT^  =  —  (C  —  G  )Wi  — 5--=7 —   

—  O    -| 

Pi  JPi 

Zu  Folge  der  Gleichung  46)  hat  man  ebenso 

dp    _  C—  C"  m,  i>,  dpi 


58.) 


»^  "J7^ 


Da  -^^  +  -g^  =  ^-^  ist,  so  ergiebt  sich  also: 

.4^  c'-c;;__        1  C 


C"  mi  pi  +  Wa  1),              mi  i?,          m,!), 
Indem  wir  setzen 
55)  __j5^XjPi__  _  jj  w*al>a ^ 

geht  die  obige  Gleichung  über  in 


oder 


C  -  C"  =  —  —  — 


»1 


woraus  auch  folgt: 

56)  ^,C'  +  ^,C"=  ^(?'  =  ü!i^. 

Führen  wir  die  Grössen  x  ein,  die  wir  für  das  Dampfgemisch  mit 
X*  bezeichnen,  so  wird 

X  X  pi 

falls  die  Bestandtheile  im  Dampf  dasselbe  Molekulargewicht  haben,  wie 
in  der  Flüssigkeit.     Da  nun 

Pl  « 

ist,  so  würde  folgen 

l—x  l—af 


^i  =0, 


das  heisst 
59) 


1  — a;  _  1— x^ 
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Die  Besiehnng  gilt  also  nur  dann ,  wenn  das  ConoentraiionsTerhälixkiBS 
das  Dampfes  so  gross  ist,  wie  das  der  Flüssigkeit.  Nun  findet  das 
eben  nur  in  Ausnahmefällen  statt  (S.  530).  Andererseits  können  die 
gemachten  Yemachl&ssigungen  auf  die  Formel  55)  keinen  Einfluss 
haben.  Es  muss  also  etwas  anderes  sein,  was  die  Anwendbarkeit  der 
Duhem-Margules 'sehen  Gleichung  beschr&nkt,  und  dieses  scheint 
in  der  Annahme  zu  liegen,  wonach  die  Molekulargewichte  derBestand- 
theile  in  der  flassigen  Mischung  dieselben  sein  sollen,  wie  die  in  der 
dampfförmigen.  Und  die  Duhem-Margules 'sehe  Beziehung  hätte 
nur  f&r  diesen  Fall  Bedeutung  und  ausserdem,  faUs  die  Bestandtheile 
beim  Verdampfen  ihr  Molekulargewicht  im  gleichen  Yerhältniss  ändern, 
wenn  es  nicht  erhalten  bleiben  sollte.  Darauf  deuten  auch  die  Er- 
gebnisse der  fr&her  mitgetheilten  Untersuchungen  von  Herrn  yon 
Zawidzki  (8.  535). 

Sind  die  Molekulargewichte  für  die  beiden  Zustände  verschieden 
und  besitzen  sie  für  den  Zustand  der  Bestandtheile  in  der  Mischung 
die  Werthe  ftj,  /Aj,  so  hätten  wir  statt  48)  zu  setzen: 

60)  C'=^^^  **«. 

Alsdann  aber  würde  die  Duhem-Margules'sche  Beziehung 
lauten : 

61)  ^lh_dlo^  ^  _  ^  dlogp, 

nii      ox  W2      ex 

und  die  yan  der  Waals'sche  52): 

62)  -^  =  l "^ -*^^. 

Die  Gleichungen  blieben  sonst  bestehen,  aber  Gleichung  55)  ginge 
über  in 

'  \—x  f^a  ^     ,     \—^  ???2  ^    _  ^''2  Vi 

X      fii  x'      nii  nii  pi 

und  die  57)  in 

64)  ^  — ^  ih,  _  ^—^'  ^  . 

X      (ii  x'     nii 

Das  Yerhältniss  der  Concentrationen  im  flüssigen  und  im  Dampf- 
zustande wäre  also  nicht  mehr  gleich,  sondern  stände  im  Yerhältniss  zu 
den  Yerhältnissen  der  Aenderungen  der  Molekulargewichte.  Letzteres 
aber  wird  nothwendig  mit  der  Concentration  yariiren,  also  auch 
ersteres. 

Gemische  aus  drei  Bestandtheilen  und  mehr  können  in  ähnlicher 

35* 
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Weise  behandelt  werden,  wie  solche  aus  zwei.     Man  hat  fQr  drei  Be- 
standtheile 

66)  M9  =  m; 9\  +  m;o',  +  jif,'«',  +  M';9[  4-  m;o;  +  M'i^i 

und  die  Gleichgewichtsbedingung  unter  gleichen  Voraussetzungen  wie 
früher  ist: 

Zugleich  muss  sein 

67)  öm;  +  öM';  =  0,  öm;  +  öM'i  =  o,  öm;  +  6m';  =  o, 

so  dass  man  erhält 

68)    («;  -  9^,)SMi  +  (4>i  -  9';)5m;  +  (<!>',  -  01)Sm;  =  0, 

also 

69)         «;  =  *i,      *i  =  *i',      *i  =  «;, 

genau  so,  wie  bei  einem  binären  Gemisch  und  entsprechend  der  all- 
gemeinen Theorie  von  Gibbs. 

Die  früher  definirten  Concentrationen  definiren  wir  jedoch  durch 

P'  ^       fi'  ^,       r" -^a         r" ^ 

*~jf;'   ^3  ~  jtf;»     ^»~W['     ^~Mi 

Für  das  Gleichgewicht  innerhalb  jeder  Schicht,  der  flüssigen   und 
der  dampfförmigen,  haben  wir  zunächst 

also  wie  bei  Ableitung  der Gleiohnngen  20),  z.B.  f&r  die  erste  Schicht: 

und  da  Oj  und  Cg  YöUig  unabhängig  von  einander  vanireu  können, 
folgt  sofort: 


70) 


71)  \ 


72,) 


und  entsprechend 

(  8^1 


^  ^  ö  ^  8  0 

rT'     ~r    ^2    7\  n'       "^    ^8     ;^  /nr^    — ^, 


+  G 


8Ci 


8C.' 


8C 


~    +    t/J  Ö-7JT  0 


sc 


72,) 


dc;  ^   *8c;'  ^  ^^  dc;  -"' 

Z_^l  J_   c"         »    +  C"  ^-^  =  0 
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Diese  Gleichungen  anter  72)  entsprechen  den  Gleichungen  unter 
20),  aher  ihre  Zahl  ist  doppelt  so  gross,  wie  überhaupt  die  Zahl  solcher 
Gleichungen  immer  doppelt  so  gross  sein  muss,  wie  die  Zahl  der 
Bestandtheile  weniger  Eins. 

Wenn  wir  jetzt  die  Gleichungen  69)  differenziren ,  indem  wir 
ausser  der  Temperatur  oder  dem  Druck  die  Concentrationen  als  Yaria- 
bele  ansehen,  erhalten  wir: 


73) 


äC'^-'h^.dC',=0, 


'2 


-öc!'^^i'-äö:'^^3  =  «- 


3 


Multiplicirt  man  die  zweite  Gleichung  mit  C^',  die  dritte  mit  C^ 
und  addirt  dann  beide  zur  ersten,  so  erhält  man  nach  72^): 

r8«&;-a>;')          8(4>'.-<i>;')          8(<i>:,-<i>'3')-i 
l 8«^ +  ^» ö«^ +  ^' d» J  ^^ 

LUC'J   +  ^'   8(7-    "^  ^»"80^;'*^* 
/84>"  ö*"  80"\  1 

Indem  man  hierin 

Cg      =       C^i    0'^     -\-       Og,        C3     =      Cg    Cg      +      Cg 

setzt  und  die  Gleichungen  722)  beachtet,  wird 

'''    [8*       ^    »      e*       ^3      d»     J 
-[(c,'-c'')(||icic;'  +  ||^'dC3') 


'8®;  ,^„    ,     8«P'^ 
und  entsprechend 
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+  [(c.'-c;)(|f?dc,'  +  |§.c.') 

Diese  GleichuDgen  entsprechen  den  Gleichungen  213)  und  es  sind 
ihrer,  wie  auch  allgemein  für  Gemische  beliebig  vieler  Bestandiheile, 
immer  nur  zwei  yorhanden,  wohingegen  der  Ausgangsgleichungen,  wie 
der  unter  21i)  oder  73),  immer  so  yiel  vorhanden  sein  müssen,  als 
Bestandtheile  vermischt  sind. 

Aus  den  Gleichungen  74),*  die  genau  bestehen  bleiben,  wenn  wir 
'&  mit  |9  vertauschen,  schliessen  wir  wieder,  dass  das  Dampfgemisch 
80  zusammengesetzt  sein  kann  wie  die  Flüssigkeit,  derart,  dass  also 

2   ^51  »  ^3   ^8 

ist,  falls  bei  Variation  der  Concentrationen  die  Siedetemperatur  bezw. 
der  Drucl^  ein  Maximum  oder  Minimum  erreicht.  Aber  —  und  dariu 
tritt  ein  Unterschied  gegen  das  Yerhalten  binärer  Gemische  ein  — 
diese  Gleichheit  der  relativen  Zusammensetzung  von  Dampf  und  Flüssig- 
keit braucht  nicht  immer  stattzufinden,  wenn  Temperatur  oder  Druck 
einen  Grenz werth  erreicht  haben. 

Weiter  haben  wir,  entsprechend  den  Gleichungen  35)  u.  s.  f., 

für  constante  Gesammtspannung,  somit  in  ganz  derselben  Schlussfolge, 
die  zu  den  Gleichungen  40i)  geführt  hat: 

75)  <I>i(C2,  Ci.j),  »)=  «)pi'(j>,. -fr), 

Differenziren  wir  nach  G'%,  C»,  so  folgt  also 

a  =  1.  2,  3. 

Das  sind  drei  Gleichungen.  Indem  wir  die  zweite  davon  mit  C^,  die 
dritte  mit  O3  multipliciren ,  dann  beide  zur  ersten  addiren  und  die 
Gleichungen  72])  beachten,  kommt 

77.)       o=(i^lfL+Ci|^|^+Ci|^|^).Ci 

,  fd<p'{  dp,  dip'i  dp,  dq>'i  dp,\ 
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also  auch,  weil  die  ^  die  specifischen  Volumina  im  Dampfzustände 
angeben, 

Die  V  lind  sämmtlich  positiv,   wachsen  beide  Concentrationen   an,  so 

dp 
müssen  also  unter  den  ^-77;  einige  abnehmen,  andere  zunehmen. 

Die  letzte  Gleichung  giebt  auch 

77,)  vUPi  +  Civ'idpi  +  CivUPs  =  0. 

Also  können  überhaupt  nicht  alle  drei  Partialdrucke  mit  Ver- 
änderung der  Concentration  zugleich  zunehmen  oder  zugleich  ab- 
nehmen, es  können  immer  nur  zwei  zugleich  zunehmen  oder  zugleich 
abnehmen,  der  dritte  muss  dann  abnehmen  oder  zunehmen.  Wachsen 
nun  z.  B.  bei  Aenderung  der  Concentrationen  Q,  Ci  die  Drucke  Pa, 
pi  an,  so  können  sie  als  höchsten  Werth  die  Partialdrucke  erreichen, 
die  ihnen  in  einem  entsprechenden  binären  Gemische  zukommen,  der 
dritte  Partialdruck  steigt  von  0  ab.  Da  nun  schon  bei  binären  Ge- 
mischen der  Gesammtdruck  höchstens  gleich  der  Summe  der  Einzel- 
drucke der  reinen  Bestandtheile  werden  kann,  so  gilt  diese  Regel 
a  fortiori  bei  ternären  und  noch  höheren  Gemischen  und  wir  haben 
allgemein 

78)  Pi  +  P2+  P,"'-^JPi  +  P,  +  I'z  +  '" 

Endlich  betrachten  wir  noch  die  Regel  von  Duhem-Margules 
für  ternäre  Gemische.  Sie  folgt  aus  Gleichung  7X2),  wenn  man  darin 
setzt : 

79)  t;i'  =  —       ,         V2= ,        vs  =  —  — 

Wl   i>,  t«2   Pi  Wis   Pi 

und  ergiebt  dann: 

/l    dlogpi     ,     ^,   1     d  log  p^    ,    ^,    1    ^Jogp^\ 

=  ~fe""^"o7~+  ^'^~Tcr^  ^'m,-Törr^ 

oder  auch 

80,)  ^  d  {log  Pi)  +^d  ihgp,)  +  ^d  (log  p,)  =  0. 

iWj  mj  Ws 
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Ueberhaupt  ist  allgemein 
81i)  2JCivUpk  =  0,  Ci  =  l 

and  wenn  das  Boyle-Gay-Lussac'sche  Gesetz  Anwendung  findet. 


81,) 


^^d  (log  pO  =  0. 


Die  weitere  Entwickelang  dieser  Gleichungen  darf  ich  hier  über- 
gehen, sie  ist  auch  relativ  einfach.  Heryorgehoben  aber  muss 
werden,  dass  alle  Beziehungen  nur  gelten,  wenn  mit  der 
Aenderung  des  Aggregatzustandes  des  flüssigen  Gemisches 
keine  chemischen  Veränderungen  verbunden  sind,  denn  es 
sollten  nur  die  Massenvertheilungen  bestimmter  Stoffe 
yariiren. 

Herrn  yan  derWaals'  Theorie  der  Verdampfung  von  Flüssig- 
keiten werde  ich  an  einer  anderen  Stelle  aus  einander  setzen. 

Nun  noch  einige  Worte  über  die  kritische  Temperatur  von 
Mischungen  im  Sinne  der  entsprechenden  Temperatur  bei  einfachen 
Flüssigkeiten. 

Wenn  die  Bestandtheile  einer  Mischung  gemeinsam  verdampfen, 
kann  dieser  Mischung  eine  solche  kritische  Temperatur  in  ganz  gleichem 
Sinne  zukommen,  wie  einer  einfachen  Flüssigkeit  Nach  der  Zustands- 
gleichung  muss  diese  Temperatur  von  der  Goncentration  abhängen. 
Strauss^)  hat  jedoch  gefunden,  dass  sie  in  vielen  Fällen  aus  den  kri- 
tischen Temperaturen  der  Bestandtheile  nach  der  einfachen  Mischungs- 
formel zu  berechnen  ist.  Diese  Regel,  die  auch  nach  Pawlewski 
benannt  wird,  lautet  also,  wenn  wir  jetzt  die  Concentrationen  jedes 
der  Bestandtheile  durch  Ci,  c^  ausdrücken, 


82) 


«•'  = 


Bezeichnen  wir  die  hiernach  berechneten  Werthe  von  d"'  mit  (0*'), 
so  findet  sich  im  Allgemeinen  (d'')  >>  '&'•  So  ist  für  Mischungen  von 
Aceton  undAether  und  für  solche  von  Schwefelkohlenstoff  und  Aether: 


Procentgehalt        ;   Terap 

sehe 
eratur 

ber. 
(»') 

Procentgehalt 

Kritische 
Temperatur 

Aceton 

Aether 

beob. 

Schwefel- 
kohlentftoff 

Aether 

beob.     her. 

1     ^'        («0 

100 

93,4 

85,9 

69,3 

0 

0 

6,6 
14,1 
30,7 
100 

234,4 
230,1 
227,3 
218,4 
191,8 

231,6 
228,4 
221,3 

100 

97,4 

88,1 

71,4 

0 

0 

2,6 
11,9 
28,6 
100 

1 

1  279,6  1     — 

275,1     277,3 

262,3     269,2 

240.9     254.3 

191,8       — 

1 

^)  Winkelmann,  Enoyklopädie  der  Physik,  Bd.  2,  II,  S.  669. 
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In  beiden  Fällen  iat  (^')  zu  gross;  im  ersten  Falle  ist  die  Ueber- 
einstimmuug  mit  <&'  noch  leidlicb,  im  zweiten  jedoch  recht  un- 
befriedigend. 

In  anderen  F&lien  zeigt  sich  jedoch  (^)  zu  klein ,  oder  erst  zu 
gross  und  dann  zu  klein.  Hierfür  zwei  Beispiele,  Benzol -Aether-  und 
Aether  -  Di&thylaminmischungen ,  beide  nach  den  Ermittelungen  yon 
G.  G.  Schmidt. 


1     Kritische 

! 

Kritische 

Procentgehalt 

1  Temperatur 

'  beob.      ber. 

Procentgehalt 

Temperatur 

Benzol 

Aether 

Aether 

Diäthylamin 

beob.  1    ber. 

100 

0 

296,4       — 

0 

100 

222,9       — 

47,3 

52,7 

,  242,3  '  242,1 

53,6 

46,4 

204,9     207,3 

36,0 

64,0 

:  231,4  ^  230,6 

69,5 

30,5 

203,7  '  202,7 

28,4 

71,6 

224,5     223,7 

83,4 

16,6         f 

200,2     198,6 

14,2 

85,8 

1  209,9     208,1 

90,0 

10,0        1 

196,9     196,7 

0 

0 

;  193.5;     - 

1;        1 

100 

0 

193,8       — 

Allgemein  kann  die  Strauss'sche  Regel  nicht  zutreffen.  Herr 
Kuenen^)  hat  nachgewiesen,  dass  man  die  kritische  Temperatur  einer 
Substanz  durch  Hinzufügen  einer  anderen  Substanz  mit  höherer  kri- 
tischer Temperatur  sogar  erniedrigen  kann.  Dieses  trifft  zu  bei 
Mischungen  von  Gg  H^  mit  N^  0.  Ersterem  Stoff  kommt  die  kritische 
Temperatur  32®,  letzterem  die  36®  zu;  die  kritische  Temperatur  der 
Gemische,  welche  mehr  als  0,1  CsHe  enthalten,  liegt  aber  sogar  unter- 
halb 32®,  und  es  zeigt  die  Mischung  mit  gleichen  Theilen  CgHe  und 
N9O  die  niedrigste  kritische  Temperatur. 

Die  Existenz  einer  kritischen  Temperatur  für  Mischungen  ist  von 
Andrews  und  Anderen  auch  dadurch  nachgewiesen  worden,  dass 
Mischungen  von  Gasen  bei  gewissen  Temperaturen  und  oberhalb  der- 
selben sich  unter  keinem  Druck  mehr  yerflüssigen  liessen.  So  ver- 
mochte Andrews  eine  Mischung  yon  3  ToL  Kohlensäure  und  4  Vol. 
Stickstoff  selbst  nicht  bei  2®  zu  yerflüssigen,  während  doch  die  kri- 
tische Temperatur  wenigstens  der  Kohlensäure  über  30®  beträgt.  Die 
Mischung  verhielt  sich  also  als  ein  homogener  Körper.  Nahm  er 
6  Vol.  Kohlensäure  und  1  Yol.  Stickstoff,  so  gelang  bei  3,5®  C.  die  Ver- 
flüssigung, wenn  der  Druck  48,3  Atm.  betrug.  Indessen  wurde  nur 
ein  Theil  verflüssigt;  sollte  die  ganze  Mischung  verflüssigt  werden,  so 
stieg  der  Druck  auf  102  Atm. 


0  Zeitechr.  f.  physik.  Chemie,  Bd.  24,  8.  681  ff. 
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Neuerdings  hat  Herr  Gaubet^)  die  Yerhältnisse  beim  YerflüBsigen 
Yon  Gasgemischen  einer  eingehenden  Untennchung  unterzogen,  und 
zwar  an  Mischungen  aus  Eohlendioxyd  und  Schwefeldioxyd,  Kohlen- 
diozyd  und  Methylchlorid,  Methylchlorid  und  Schwefeldioxyd.  Den 
kritischen  Zustand  eines  Gemisches  erkennt  er  nicht  an  dem 
ersten  Auftreten  einer  Flüssigkeitsmenge  im  Gemisch,  sondern  daran, 
dass  das  Gemisch  bei  jeder  Störung  seines  Gleichgewichtes  sofort  ganz 
sich  condensirt.  Vorher  wird  schon  Verflüssigung  eines  Theiles  ein- 
getreten sein.  Es  kann  sogar  geschehen,  und  geschieht  auch,  dass 
der  kritische  Zustand  ein  labiler  ist,  indem  die  Flüssigkeit  sofort  wieder 
zum  Theil  yerdampft  und  so  sich  wieder  zwei  Phasen  bilden,  wenn 
die  Störung  aufgehört  hat,  nur  soll  er  überhaupt  möglich  sein  und 
eintreten  können.  Demnach  wird  das  Verhalten  einer  Kohlendioxyd- 
Schwefeldioxydmischung  von  mittlerer  Goncentrittion  (d.  h.  eine 
Concentration,  bei  der  sich  das  Gemisch  wie  eine  homogene  Phase  yer- 
hielt),  wie  folgt  geschildert.  Bei  88®  war  das  Gemisch  zunächst  im 
homogenen  Zustande  eines  ungesättigten  Dampfes,  bis  der  Druck  so 
weit  vermehrt  wurde,  dass  das  specifische  Volumen  5,41  betrug.  In 
diesem  Moment  war  das  Gemisch  ein  gesättigter  Dampf  und  ver- 
flüssigte sich  allmählich  mit  Verringerung  des  Volumens,  indessen  nur, 
bis  die  Flüssigkeit  einen  bestimmten  Betrag  erreicht  hatte,  dann  be- 
gann die  Flüssigkeit  wieder  zu  verdampfen  und  war  fast  verschwunden, 
wenn  das  specifische  Volumen  2,295  betrug.  Das  ist  die  schon  früher 
(S.  441)  hervorgehobene  Erscheinung  und  sie  fand  sich  ebenso  bei 
89,6<>  C.  und  91,4^  G.  Die  beiden  speciflschen  Volumina,  für  welche 
das  Gemisch  als  gesättigter  Dampf  auftrat,  rückten  einander  mit  wach- 
sender Temperatur  immer  näher.  Es  wird  also  eine  Temperatur  geben, 
sie  wird  als  maximale  bezeichnet,  bei  der  sie  zusammenfallen  und 
dann  hat  das  Gemisch  als  gesättigter  Dampf  nur  eine  Dichte.  Geht 
man  dagegen  zu  niedrigeren  Temperaturen,  so  fand  sich,  das  bei  86® 
und  p  =  93  Atm.  der  vorhin  als  kritisch  bezeichnete  Zustand  eintrat^ 
Zwischen  dieser  kritischen  Temperatur  86®  und  der  maximalen  92,8® 
kommt  nur  theilweise  Verflüssigung  in  dem  früher  bezeichneten  Sinne 
zu  Stande,  über  der  maximalen  Temperatur  wird  überhaupt  keine 
Verflüssigung  erfolgen,  unterhalb  der  kritischen  Temperatur  lässt  sich 
das  Gemisch  dauernd  und  vollständig  verflüssigen.  Diese  Erschei- 
nungen finden  nicht  bloss  bei  Gemischen  der  definirten  mittleren  Con- 
centration statt,  sondern  überhaupt  allgemein.  Bestimmt  man  die 
kritischen  Temperaturen  von  Gemischen  aller  Goncentrationen,  so  gehen 
diese  bei  den  zuerst  genannten  Stoflen  von  der  kritischen  Temperatur 
des  Kohlendioxyds  (31,4®  G.)  zu  der  des  Schwefeldioxyds  (156®  G.)  in 


*)  Zeitschr.  f.  physik.  Obern.,  Bd.  40  (1902),  S.  257  ff.    Die  Abhandlung 
enthält  auch  eine  angenehme  Bibliographie. 
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steter  Folge;  es  war,  wenn  die  Conoentration  auf  Schwefeldioxyd  be- 
zogen wird, 

fär  eine  Concentr.:  0,103     0,157     0,331     0,471     0,600     0,709     0,814     0,911 
die   krit    Temper.:     41  52         75         93         110        122        134        146  ^C, 

Die  epecifischen  Volamina  stiegen  dabei  zuerst,  um  dann  wieder 
zu  fallen,  das  grösste  Volumen  fand  sich  bei  der  Concentration  0,33. 

Bezeichnet  man  den  Punkt,  in  welchem  innerhalb  des  Dampf- 
gemenges Flüssigkeit  sich  zu  bilden  beginnt,  als  Thaupunkt,  den- 
jenigen, in  welchem  die  Flüssigkeit  siedet ,  als  Siedepunkt,  so 
werden  für  verschiedene  Drucke  diese  Punkte  verschieden  liegen.  Eine 
Linie  in  der  |),0'- Ebene,  welche  die  Thaupunkte  verbindet,  ist  die 
Thaulinie,  eine,  die  die  Siedepunkte  verbindet,  die  Siedelinie.  Wo 
diese  beiden  Linien  zusammentreffen,  wird  der  kritische  Punkt  liegen  ^). 
Für  Mischungen  verschiedener  Concentration  verhalten  sich  diese 
Linien  verschieden.  Manchmal  laufen  sie  ziemlich  nahe  neben  ein- 
ander. So  waren  bei  einer  Mischung  von  Metbylchlorid  und  Sohwefel- 
dioxyd  von  der  Concentration  0,561  der  letzteren  Substanz 

hei  der  Temperatur:     110  123  182     ®0. 

k  f-     I  Thaupunkt:    36,4  46,2  55,3  Atm. 

l  Siedepunkt:    39,4  48,6  55,3     , 

182^  ist  also  die  kritische  Temperatur,  55,3  Atm.  der  kritische 
Druck,  und  imUebrigen  sind  die  Unterschiede  ziemlich  gering,  so  dass 
das  Gemisch  auf  einer  ziemlich  grossen  Strecke  sich  ähnlich  wie  im 
kritischen  Zustand  verhält,  was  natürlich  die  Erkennung  des  genauen 
kritischen  Zustandes  sehr  erschwert« 

Indessen  braucht  ein  gemeinsamer  Punkt  der  Thau-  und  Siede- 
linie noch  nicht  der  des  kritischen  Zustandes  zu  sein,  denn  es  kann 
vorkommen,  dass  diese  Linien  sich  nachher  wieder  trennen,  sie  sind 
sich  nur  in  diesem  Punkte  begegnet.  Dem  entsprechend  sind  dann 
auch  nicht  die  Dichten  der  Flüssigkeit  und  des  Dampfes,  wie  es  im 
kritischen  Zustande  sein  soll,  gleich.  Diese  besonderen  Punkte  werden 
als  „indifferente"  oder  „Punkte  nach  Gibbs  und  Konowalow"  be- 
zeichnet. Eine  Folge  solcher  Punkte  für  verschiedene  Concentrationen 
giebt  die  „Linie  nach  Gibbs  und  Eonowalow**.  Nach  diesen  beiden 
Forschem  werden  diese  Punkte  und  Linien  bezeichnet,  weil  sie  die 
bereits  unter  ihrem  Namen  behandelten  Regeln  mit  bestimmen;  die 
Concentrationen  von  Flüssigkeit  und  Dampf  sind  in  ihnen  gleich.  Und 
„indifferent^  in  diesem  Punkte  ist  der  Zustand  darum,  weil  das  Gemisch 
ebenso  gut  als  Flüssigkeit  wie  als  Dampf  bestehen  kann. 

Die  Untersuchungen  vonCaubet  sind  noch  zu  neu,  um  aus  ihnen 
schon  Folgerungen  ziehen  zu  können,  der  Autor  weist  ihre  Beziehungen 
namentlich  zu  den  theoretischen  Erörterungen  Duhem's  nach.  Wegen 
des  Näheren  ist  auf  die  Abhandlung  selbst  zu  verweisen. 

^)  Beide  Linien  zusammen  entsprechen  der  Orenzcurve  (Bd.  I,   S.  436). 
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80.    Dampfspannung  über  Lösungen  nicht  flüchtiger  Stoffe« 
Dampfspannungserniedrigung. 

Wenn  Mischungen  oder  Lösungen  neben  dem  Lösungsmittel  nur 
nicht  flüchtige  Stoffe  enthalten,  lassen  letztere  sich  nicht  mit  verdampfen 
und  der  Dampf  über  ihnen  besteht  nur  aus  dem  Dampf  des  Lösungs- 
mittels. Die  Theorie  dieser  Verhältnisse  können  wir  in  ganz  derselben 
Weise  entwickeln,  wie  die  des  yoranfgehenden  Falles.  Indem  wir 
nämlich  ansetzen 

haben  wir  zu  beachten  erstens,  dass  il!f2  =  0  ist,  falls  die  Menge  des 
Lösungsmittels  mit  M[  bezeichnet  wird,  und  ferner  dass  Gleichgewicht 
nur  dann  bestehen  kann,  wenn  die  Verdampfung  des  Lösungsmittels 
durch  Ausfallen  gelöster  Substanz  verhindert  wird.  Wir  haben  uns 
also  die  Lösung  einerseits  mit  dem  Dampf  ihres  Lösungsmittels,  anderer- 
seits mit  der  festen  Phase  ihres  gelösten  Stoffes  in  Berührung  zu 
denken,  wie  S.  520.  Bezeichnen  wir  die  Menge  des  festen  Stoffes  mit 
üf'",  das  Potential  mit  <P'",  so  wäre  also 

1)  M0  =  MiOi  +  MiOi  +  M{'0['  +  ili'"a>'". 

Sehen  wir  von  Fällen  der  Hydratisirung  beim  Lösen  ab,  so  hätten 
wir  zwei  Bestandtheile  in  drei  Phasen,  also  ein  vollständig  heterogenes 
Gleichgewicht,  welches  nur  in  einem  einzigen  Falle  bestehen  könnte, 
so  dass  Goncentration  und  Dampfdruck  allein  durch  die  Temperatur 
schon  bestimmt  sind.  Diesen  Fall  haben  wir  schon  behandelt  bei  der 
Ableitung  der  Kirch  hoff  sehen  Gleichung  auf  S.  514.  Wir  fanden 
als  Beziehung  für  die  Verdünnungswärme  ^ 

2)  JAdd'  =  ^dn  [(t;"  —  t/)  +  C  (t;'"  —  v')]  —  ^dp*  K  —  v'i\ 

wo,  um  es  zu  wiederholen,  n  der  Dampfdruck  des  Lösungsmittels  über 
der  Lösung,  jp'  der  über  dem  reinen  Lösungsmittel  war.  Bei  Annahme 
der  Boyle- Gay -Lussac' sehen  Gleichung  ergab  sich  dann  für  die 
Kirchhofrsche  Gleichung 

3)  jA^l^^^log'L' 

Diese  Gleichung  gilt  ihrer  Herleitung  nach  (vergl.  S.  514)  zunächst 
nur  für  gesättigte  Lösungen  und^  bedeutet  die  Wärmemenge,  welche 
entwickelt  wird,  wenn  zu  1  g  der  zu  lösenden  Substanz  so  viel  Wasser 
gethan  wird,  dass  die  Lösung  gesättigt  ist.  Wie  wir  bald  sehen 
werden,  kann  man  jedoch  die  Gleichung ,  formell  wenigstens ,  auf  un- 
gesättigte Lösungen  ausdehnen.      Da  jeder  Temperatur  eine  höchste 
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Concentration  zugehört,  so  ist  letzterein  der  Kirch  ho  ff  sehen  Formel 
als  Function  der  Temperatur  anzusehen.  Indem  nun  n  Function  der 
Concentration  und  der  Temperatur  sein  kann,  während  p'  nur  yon 
der  Temperatur  abhängt,  hätte  man  also 

Denkt  man  sich  aber  in  der  Function,  welche  n  durch  «O*,  C*  aus- 
drückt, C  durch  seine  Barstellung  als  Function  von  0*  ersetzt,  so  kann 
man  die  Formel  in  der  Gestalt 

m         0^        p 
stehen  lassen.     Wir  ändern  diese  Formel  etwas,  indem  wir   schreiben 

6,  .^=|,.|.,^(._£:^). 

Die  Grösse  p'  —  x  heisst  die  absolute  Dampfdruokerniedri- 

p'  ^  ^      . 
gnng  durch  Anwesenheit  der  Lösung,  die  -, —    die    relative 

P 

Dampfdruckerniedrigung. 

Es  hat  nun  von  Babo  eine  Reihe  Ergebnisse  mitgetheilt,  aus 
denen  er  die  als  Babo'sches  Gesetz  bekannte  Regel  ableitete,  dass 
die  relative  Dampfdruckerniedrigung  über  Lösungen  nicht 
flüchtiger  Stoffe  von  der  Temperatur  unabhängig  ist.  Trifft 
das  zu,  so  hat  das  zur  Gonsequenz,  dass  zunächst  für  gesättigte  Lö- 
sungen ^  ==  0  ist.  Diese  Folgerung  hat  schon  Kirch  hoff  gezogen. 
Da  nun  viele  Salzlösungen  zweifellos  Verdünnungswärme  haben,  ist 
entweder  die  Kirchhoff' sehe  Gleichung  ungenau  oder  das  Babo 'sehe 
Gesetz.  Wüllner  hat  die  Spannkraftsverminderung  des  Wassers 
durch  viele  Salze  untersucht  und  geglaubt,  den  Scbluss  ziehen  zu 
müssen,  dass  das  Babo 'sehe  Gesetz  nicht  zutrifft,  die  relative  Ver- 
minderung vielmehr  durchaus  von  der  Temperatur  abhängt.  Aus  den 
von  ihm  mitgetheilten  Ergebnissen^)  kann  man  in  der  That  kaum 
etwas  anderes  schliessen.  Ich  führe  aus  der  grossen  Fülle  der  An- 
gaben nur  drei  charakteristische  an. 


*)  Pogg.  Ann.,  Bd.  103,  8.  630  ff.;  Bd.  105,  8.  85  u.  a.  a.  O. 
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Wasser- Kochsalz. 


P' 

Procente  Kochsalz 

t^C. 

5 

10        1        15                20 

30 

p'  —  n  mm 

19,9 

17,28 

0,98 

1.47 

2,27             — 

4,06 

29.9 

31,86 

1,11 

2,05 

3,48             - 

6,39 

40,9 

57,61 

2,07 

3,56 

5,75             — 

11,61 

49,8 

91,09 

2,84 

5,81 

8,98      1      11,36 

18,20 

57,9 

134,88 

4,05 

8,11 

11,08 

16,62 

26,84 

68,6 

219,36 

6,83 

12,84 

17,80 

27,49 

— 

72,2 

256,27 



14,51 

21,42 

30,20 

-- 

82,2 

388,33 

— 

21,58 

— 

46,20 

— 

91,2 

549,92 

15,84 

82,37 

— 

66,70 

— 

100,7 

779,26 

— 

49,31 

— 

94,99 

— 

Wasser -Kali  Salpeter. 


y 

Procente  Kalisalpeter 

t  °c. 

5 

10               15        1        20 

25 

p*  —  71  mm 

38,4 

50,38 

0,49 

0,99 

1,48             1,88 

2,38 

47,0 

79,09 

0,99 

1,78 

2,48      '       3,37 

4.46 

60,9 

155,13 

1,88 

3,56 

5,24      1       6,52 

8,31 

70,3 

234,18 

2,76 

5,42 

8,05 

10,02 

12,85 

81,0 

369,28 

4,43 

7,88 

13,10 

16,00 

19.60 

93,3 

595,09 

6,88 

13,77 

20,45 

27,73 

34,72 

100,6 

776,48 

11,29 

21,21 

32,21 

40,46 

— " 

Beide  Tabellen  zeigen  auf  das  Deutlichste,  dass 


p'  —  n 


keines- 


wegs einen  von  der  Temperatur  unabhängigen  Gang  hat,  f&r  gleiche 
Concentration  oonstant  ist.  So  würde  man  in  der  Chlomatriumlösnng 
von  5  Proc.  aus  dem  Werthe  von  p'  —  ä  bei  19,9^*0.  für  91,2«C.  einen 
solchen  von  etwa  32  erwarten,  während  der  ermittelte  nur  15,84,  also 
wenig  mehr  als  die  Hälfte  davon  beträgt.  Andererseits  sollte  bei  einer 
Lösung  von  Kalisalpeter  von  5  Proc.  Stärke,  aus  dem  Werthe  des 
p'  —  7t  fOr  38,4«  C.  beurtheilt,  der  bei  100,6^  C.  gegen  7,7  sein,  er 
ist  aber  11,29,  also  erheblich  grösser.  Aehnlioh  verhält  sich  Natron- 
salpeter, während  die  anderen,  von  Wüllner  untersuchten  Substanzen 
sich  wie  Chlornatriumlösung  verhalten.     Jedenfalls  also  widersprechen 
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WüUner^B  UnterBUchangen  dem  Babo' sollen  Gesetse  als  einer  all- 
gemeinen Regel  durchaus.  Zu  ganz  demselben  Ergebnisse  führen 
Herrn  Tammann's^)  Ermittelungen.  Nach  diesen  giebt  es  Fälle,  in 
denen  die  relative  Spannkraftsemiedrigung  ständig  fallt,  andere,  in 
denen  sie  ständig  wächst,  wieder  andere,  in  denen  sie  erst  steigt,  dann 
fällt  und  umgekehrt,  endlich  auch  solche,  in  welchen  mit  wachsender 
Concentration  die  Verhältnisse  sich  umkehren.  Ich  führe  aus  diesen 
sehr  genauen  Ermittelungen  einige  Zusammenstellungen  auszugsweise 
an,  welche  Terschiedene  Fälle  charakterisiren.  Neben  einander  gestellt 
aind  die  Drucke  j?'  und  die  durch  die  Gleichung 

'p'  —  %  100 

definirten  Grössen,  woselbst  die  Grösse  —^r-  die  Concentration  der  Lö- 
Bung  feststellt: 


7) 


f*  = 


10 


Fluorkalium 

««f 

M 

y 

8,5 

19,41                 54,73 

73,42 

mm 

^ 

22,0 

7,48 

6,79                    - 

8,85 

41,7 

6,77 

6,80                   8,11 

8,37 

35,7 

6,73 

6,53                   7,69 

7,89 

65,3 

5,76 

6,71          1         7,53 

7,80 

104,4 

5,29 

5,87          !         7,47 

7,58 

151,2 

5,13 

6,00 

7,26 

7,36 

198,8 

5,74 

6,27 

7,30 

7,24 

302.2 

5,68 

5,91 

7,00 

7,11 

501,1 

5,33 

5,93 

6,79 

6,84 

763,3 

5,92 

6,01 

— 

— 

Für  Fiuorkalium  also  fällt  fi  bei  den  Concentrationen  54,73  und 
73,42  ständig;  in  der  Concentration  19,41  fällt  f(  bis  etwa  zu  p'  =  100 
ständig,  zuerst  rasch,  dann  langsam,  von  2>'  =  100  bleibt  /x  mit 
einigen  Schwankungen  fast  constant.  Aehnliches  gilt  für  die  Concen- 
tration 8,5  von  !>'  =65  mm  an;  doch  sind  hier  die  Schwankungen  weit 
ausgesprochener.  Das  B ab o' sehe  Gesetz  kann  hier  also  für  gewisse 
Temperaturintervalle  und  gewisse  Concentrationen  in  Anspruch  ge- 
nommen werden,  für  andere  nicht  und  im  Allgemeinen  fällt  fi  ständig. 
Aehnlich    verhalten    sich    Lösungen    von    kohlensaurem    Ealihydrat, 


^)  Wiedem.  Ann.,  Bd.  24,   S.  523  ff.;  Bd.  36,   S.  692  ff.    Siehe  dagegen 
Dieterici,  Wiedem.  Ann.,  Bd.  42,  S.  513  ff. 
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2K2CO33H2O  und  kohlensaurem  Natron;  aach  hier  haben  die  Lö- 
sungen geringerer  Conoentration  Neigung,  dem  B ab o' sehen  Greseise 
einigermaassen  zu  entsprechen,  die  höher  concentrirten  dagegen  nicht, 
bei  diesen  fällt  ^i  ständig,  während  es  bei  jenen  erst  fiällt,  dann  steigt. 
Anders  im  folgenden  Beispiel. 


P' 


Balpetersanres  NatroD. 
M 


15,20 


26,34 


52.47 


91,11 


mm 

i" 

35,0         ! 

2,44 

2,82 

2,94 

2,89 

70,2         i 

3,00 

3,46 

3,31 

2,97 

141,7         ' 

3,30 

3,40 

3,26 

2,94 

219,9 

3,53 

3,58 

3,29 

3,00 

303,9 

3,59 

3,60 

3,36 

8,04 

391,7     : 

3,56 

3,47 

3,38 

3,04 

468,4 

3,58 

3,54 

3,37 

3,05 

580,1 

3,63 

3,59 

3,37 

8.05 

642,3 

3,67 

3,59 

3,39 

8,05 

767,3 

3,55 

3,58 

3,35 

3,02 

Hier  wächst  ft  durchschnittlich  mit  steigender  Temperatur  und 
ferner  haben  hier  gerade  die  höheren  Concentrationen  die  Neigung,  dem 
B  ab  ersehen  Gesetze  zu  folgen,  die  niedrigen  nicht.  Nun  ein  aber- 
mals anders  verlaufendes  Beispiel. 


P' 


Chlorammonittm 
M 


6,06 


24,83 


28.58 


48,04 


43,2 
72,7 
99,7 

•238,8 
305,0 
366,3 
542,5 
581,8 
673,0 
768,1 


5,04 
5,44 
5,22 
4,96 
4,78 
5,09 


5,52 
5,90 
5,80 
5,75 
5,67 
5,68 
565 
5,62 
5,57 
5,50 


5,53 
5,87 
5,86 
5,87 
5,78 
5,86 
5.81 
5,80 
5,74 
6,74 


5,14 
5,24 
5,32 
5,28 
5,35 
5,87 


Aehnlich  verhalten  sich  Lösungen  von  Bromammonium ,  Rhodan- 
kalium  und  von  anderen  Salzen. 
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Mindestens  bei  den  beiden  mittleren  Concentrationen  steigt  (i 
mit  wachsender  Temperatur  sichtlich  erst  an,  um  dann  zu  fallen.  Herr 
Tammann  kommt  zuletzt  zu  folgenden  Angaben. 

Es  wächst  die  relative  Dampfdruckemiedrigung  mit  steigender 
Temperatur  bei  den  Lösungen  von 

KCIO3,  KaS04,  KNO3,  KONS,  KCl,  KBr,  KJ,  CsCl,  NaNOg, 
NaClOa.  NH4CI. 

Dagegen  fällt  sie  mit  steigender  Temperatur  bei  den  Lösun- 
gen von 

NaaCOs,  NaCl,  2KaC0s  +  3H2O,  KF,  Nag  SO4,  LiN08,LiS04+H20, 
LiCl  +  2H2O,  LiBra  +  2H2O,  LiJ  +  3H2O,  SrClj  +  GH^O, 
CaCla  +  6H2O,  MgCla  +6H2O,  BaEfg  +  2HaO,  SrBra  +  6HaO, 
CaBra  +  6HaO,  MgBra  +  6HaO,  FeS04  +  öHaO,  CuSO^  +5H3O, 
NiSO*  +  öHaO,  C0SO4  +  6H2O,  ZnS04  +  6H2O,  MnS04  +  6HaO, 
BeS04  +  4H2O,  MgS04  +  6H20,  Ala(S04)3  +  18HjO. 

Von  Interesse  ist,  dass  fast  alle  Sulfate  sich  in  der  zweiten  Classe 
befinden,  ausserdem  gehören  hierher  alle  Hydrate. 

Wenn  ft  mit  wachsender  Temperatur  wächst,  muss  der  Definition 

7t 

zu  Folge  -7-  abnehmen,  nach  der  Eirchhoff  sehen  Formel  muss  dann 

P 
beim   Lösen  der   Salze  Wärme  verschwinden,  das   soll  bei  den   erst- 
genannten Salzen    nach  Herrn  Tammann  der  Fall  sein.      Bei    den 

jr 
anderen  Salzen  würde  —  wachsen,  also  beim  Lösen  derselben  Wärme 

P 
entwickelt  werden,  gleichwohl  sollen  sich  auch  diese  Salze  unter 
Wärmeabsorption  lösen.  Zur  Aufhebung  dieses  Widerspruches 
gegen  die  Theorie  macht  Herr  Tammann  eine  Annahme,  dass  näm- 
lich diese  Salze,  welche  unter  Aufnahme  von  Wasser  krystallisiren, 
beim  Lösen  Kry stall wass er  abspalten,  und  zwar  um  so  mehr,  je  höher 
die  Temperatur  ist,  dann  würde  nämlich  der  Nenner  ilf  in  dem  Aus- 
druck für  fi,  welcher  so  genommen  ist,  wie  er  dem  freien  Salze  ent- 
spricht, also  einschliesslich  allen  Krystallwassers,  mit  wachsender  Tem- 
peratur ständig  abnehmen,  die  Grösse  ft  könnte  alsdann  ebenfalls 
wachsen.  Eine  ähnliche  Annahme,  wenn  auch  nicht  in  Verbindung 
mit  Temperaturänderungen,  hat,  wie  wir  bald  sehen  werden,  auch 
Wüllner  gemacht  0. 

Obwohl  hiernach  das  B ab o^ sehe  Gesetz  nur  beschränkte  Bedeutung 


^)   Doch  möchte  ich  hervorheben,  dass  die  Kirchhof  fache   Formel 
auf  die  Lösungs wärme  angewendet  ist,  während  sie  sich  auf  Verdünnungs- 
"wärmen  bezieht.    Ob  das  zulässig  ist,  scheint  mir  zweifelhaft. 
Weinstein,  Thermodynamik.    II.  3Q 
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haben  kann,  ist  ei  doch  nicht  ohne  Interesse,  einige  seiner  Folgenmgen 
anzuführen.  Die  erste  besteht  darin,  dass  nach  der  Kirch  hoff  sehen 
Gleichung  für  die  Verdünnungswärme  Lösungen,  die  dem  B ab o' sehen 
Gesetze  entsprechen,  keine  solche  Verdünnungsw&rme  haben,  es  ist 
für  sie  ^  =  0.  Nun  ist  nach  der  Duhem' sehen  Gleichung  79))  auf 
S.  521 : 

0 

Soll  Ä  unter  allen  Umständen  Null  sein,  d.  h.  auch  für  alle  Tempe- 
ratnren,  so  muss  -^y,>-  proportional  ^  und  einer  Function  nur  von  G\ 
ausser  von  |),  sein.     Nennen  wir  diese  ^i ,  so  wäre 

8)  |^  =  ^9'i(C',p) 

und  dann  ist  der  Elammerausdruck  unter  dem  Integral  rechter  Hand 
identisch  Null.  Ist  das  aber  der  Fall,  so  wird  nach  Gleichung  84)  auf 
S.  622  auch 

9)  X  —  I  =  0. 

Also  folgt,  dass  Lösungen,  welche  dem  B  ab o' sehen  Gesetz  entsprechen, 
immer  die  gleiche  Lösungswärme  haben,  nämlich  die  im  gesättigten 
Zustande.  Letztere  aber  erhalten  wir  in  folgender  Weise.  Wenn  die 
Lösung  und  ihr  Salz  allein  neben  einander  bestehen,  so  wird  die 
Lösung  jedenfalls  im  Gleichgewicht  mit  dem  Salz  sein,  wenn  sie  gesättigt 
ist.  Bedeutet  wie  früher  {^%)  das  Potential,  {^%)  die  Masse  des 
freien  Salzes,  so  dass 

10)  M^  =  JtfiOi  +  Jlfia>i  +  (itfa')(^i") 

ist,  so  giebt  die  Gleichgewichtsbedingung  für  constanten  Druck  und 
constante  Temperatur  genau  wie  früher  (S.  521),  wo  in  Gleichung  75) 
nur  Ä;  =  0  zu  setzen  ist,  indem  wir  von  der  Hydratisirung  absehen, 

11)  ^2  =  («>i"), 

wobei  zugleich,  weil  auch  in  der  Lösung  Gleichgewicht  bestehen  muss> 

ist  [Gleichungen  20),  S.  537].  Die  Concentration  muss  eine  Function 
Ton  Druck  und  Temperatur  sein.  Nun  können  wir  die  bei  Lösung 
einer  Masse  bM'i*  entstehende  Lösungswärme  auch  ausdrücken  durch 

—  Aö(ilfn  =  — ^*(-MS). 

Es  ist  aber  nach  Gleichung  77)  auf  S.  91  des  ersten  Bandes 


JS 
somit  bekommen  wir 


Gleichung  von  Dahem-Le  Cbatelier.  563 


=  -(—) 


Jk8iM'i')  =  -  »s(M^y 


oder  da  8  sich  darauf  bezieht ,  dass  die  Menge  SiM'i')  des  Salzes  sich 
löst ,  wodurch  M'a  übergeht  in  Jtf  g  -|-  8  (Mt),  M\  ungeändert  bleibt, 
und  (M'i')  übergeht  in  {M'i')  —  8{M'i') 

12)  JAÄ  W)  =  -  fr  (^  -  ^/l)  Ä  W). 

Da  68  sich  aber  um  eine  gesättigte  Lösung  handelt,  wofür  O2  =  {O'i') 
ist,  haben  wir,  weil  C  auch  von  %'  abhängen  mnss, 

Somit  folgt  für  diesen  Fall,  wo  A  =  A  sein  sollte, 

13)  JA=^^^_  =  _^  _  ,.  -^^-, 
und  so  hätten  wir  für  solche  Lösungen  allgemein 

wo  Q/i  und  C  im  Zustand  der  Sättigung  zu  nehmen  sind.  Die 
Gleichung  in  etwas  anderer  Form,  nämlich  für  Lösungen,  welche  den 
vanH  Hofrschen  Gesetzen  gehorchen,  rührt  von  Le  Chatelier  her, 
worüber  im  folgenden  Gapitel.     Es  ist  dann  nämlich 

m  ö^ 

Doch  muss,  worauf  Herr  Duhem^)  mit  Recht  aufmerksam  macht,  die 
Lösung  bis  zur  Sättigung  den  yan't  Hof  fischen  Gesetzen  folgen,  was 
bedingt,  dass  diese  letztere  Formel  auf  sehr  schwer  lösliche  Salze  zu 
beschränken  wäre. 

In  diesem  Zusammenhange  sei  noch  bemerkt,  dass,  da  das  Babo'- 
sche  Gesetz  immerhin  ein  Annäherungsgesetz  ist,  welches  in  einigen, 
wenn  auch  wenigen  Fällen  sogar  ganz  gut  der  Erfahrung  entspricht, 
man  versucht  hat,  die  Kirchhof  fische  Formel  dadurch  zu  oorrigiren, 
dass  man  statt  des  Boyle-Gay-Lussac' sehen  Gesetzes,  das  bei  ihrer 
Ableitung  Verwendung  findet,  ein  anderes  genaueres  einführte.  Herr 
L.  Arons^)  hat  das  unter  Benutzung  der  C 1  au sius^ sehen  Zustands- 
gieichung gethan ,  er  ist  aber  trotz  mühseliger  und  umsichtiger  Rech- 
nung zu  keinem  auch  nur  einigermaassen  günstigen  Ergebniss  gelangt. 


*)  Wiedem.  Ann.,  Bd.  25,  S.  408  flf. 

36* 


564  Dreizehntes  Gapitel. 

Zurückkehrend  zu  Herrn  Tammann's  Untersuchungen  führe  ich 
noch  eine  kinetische  Betrachtung  an,  die  er  an  die  von  ihm  erhaltenen 
Ergebnisse  anschliesst.  Steigt  Wasserdampf  von  reinem  Wasser  einer- 
seits und  von  einer  Salzlösung  andererseits  auf,  und  ist  das  Molekular- 
gewicht des  Dampfes  im  ersten  Fall  m,  im  zweiten  wl  und  die  mole- 
kulare Geschwindigkeit  v  hezw.  v\  die  Molekelzahl  in  der  Raumeinheit 
JV  bezw.  ^',  80  muss  sein 

16)  i>':;r  =  iV^-^:iV''^-. 

Da  wir  Wasserdampf  immer  wie  ein  ideales  Gas  betrachten  dürfen,  ist 

"2~  ~      2 
und  wie  bei  Gasen 

17)  p'  :n=zN',  N\ 

Also  haben  wir,  wenn  noch  eine  Lösung  in  Betracht  gezogen  wird,  für 
die  ^,  N*  sind  tt^,  JV^,  auch 

p'  :n^  =  N:  N'i, 
Somit  ergiebt  sich 

18)  (^'  _  3r)  :  (/  -  n,)  =  {N^  N')  :  {N  -  N[). 

N  —  N\  N  —  ^i  können  wir  den  Molekelzahlen  des  Salzes  in 
den  Lösungen  proportional  ansehen,  dann  wird  sein 

19)  (N  —  N')  :(N—  N[)  =  n:ni, 

wenn  n,  n^  die  Molekelzahlen  des  Salzes  in  den  beiden  Lösungen  sind, 
bezogen  auf  Raumeinheit.     Also  dass  man  bekommt 

20)  (i?'  —  7t)  :  (jp'  —  3r,)  =  n  :  n,. 

Die  Spannkraftserniedrigung  wäre  proportional  der  Molekelzahl  des 
Salzes ,  was  leicht  vorstellbar  ist.  Denn  da  die  Salzmolekeln  nicht  ver- 
dampfen, sind  sie  den  Wassermolekeln  im  Wege  und  hindern  ihre  Be- 
wegung ins  Freie,  und  hindern  sie  um  so  mehr,  in  je  grösserer  Zahl 
sie  vorhanden  sind.  Das  gälte  allgemein,  ob  Dissociation  eintritt  oder 
nicht  (die  Zahlen  n,  ni  wären  nur  richtig  anzunehmen),  falls  nicht  etwa 
die  Grösse  der  Molekeln  auch  noch  in  Betracht  kommt.  Hydratisirte 
Salze  haben  jedoch  selbst  noch  eine  Dampfspannung,  da  sie  ja  ihr 
Wasser  bei  steigender  Temperatur  allmählich  abgeben.  Geben  sie  ihr 
Wasser  beim  Lösen  vollständig  ab,  so  verhalten  sie  sich  wie  nicht 
flüchtige  Stoffe.  Behalten  sie  jedoch  einen  Theil  ihres  Wassers  in  der 
Lösung  und  geben  es  dort  erst  mit  steigender  Temperatur  allmählich 
ab,  so  betheiligen  sie  sich  zuerst  an  der  Dampfspannung,  und  verlieren 
ihren  Einfluss  erst  allmählich,  daher  erscheint  die  Dampfdruckerniedri- 
gung erst  zu  gering  und  steigt  allmählich  auf  den  normalen  Werth. 
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Berücksichtigt  man  diesen  Umstand  nicht,  so  kann  es  den  Anschein  ge- 
winnen,  als  ob  diese  Erniedrigung  mit  wachsender  Temperatur  abnimmt. 
Die  Formel  20)  wird  noch  in  folgender  Weise  verbessert.  Löst 
man  nämlich  die  n  bezw.  *»]  Molekeln  Salz  in  der  gleichen  Volumen- 
einheit Wasser,  so  wird  die  Losung  einmal  das  Volumen  V,  das  andere 
Mal  das  Vi  einnehmen.  Hiernach  ändert  sich  die  Zahl  Molekeln  Wasser 
in  der  Raumeinheit  im  Verhältniss  von  Vi  zu  F.  Wir  werden  also 
auch  haben 


21) 
oder 

22) 


(p'  —  n)  n,  F,  =  {p'  —  sTi)  nF 


iL 


nV 


M,  9»!  sind  proportional  den  gelösten  Salzmengen.  Diese  Beziehung 
seiner  Theorie  hat  der  genannte  scharfsinnige  Forscher  ebenfalls  ge- 
prüft.    Ich  theile  einige  seiner  Angaben  mit. 


Substanz 

Salzmenge 

Relatives 

V 

in 
Lösung 

in 
100  HgO 

Volumen 

=  v    1 

Chromsaures 

25,35 
38,04 

1,07 
1,10 

2,02 
2,06      , 

1,89 
1,87 

Kali 

48,90 

1,14 

2,14      ; 

1,88 

67,83 

1,20 

2,19 
2,29      ! 

1,82 

13,22 

1,03           j 

2,22 

Jodnatrium 

43,97 
57,48 

1,11           1 
1,14           1 

2,76      1 
2,90 

2,49 
2,54 

86,86 

1,21           1 

3,14      . 

2,60 

Bei    der   ersten   Lösung    fällt  die    betreffende  Grösse   etwas   mit 

steigender  Goncentration ,  aber  nur  so  wenig,  dass  sie  in  der  That  als 

constant    angesehen   werden    kann.      Aber    die  Zahlen   für  V  und    f( 

variiren  an  sich  nur  wenig  und  gleiches  findet  sich  bei  anderen  Lösungen, 

u     . 
wofür  -=-  sich  ebenfalls  als  wesentlich  constant  erweist.    Die  Lösungen 
V 

von  Jodnatrium  dagegen  zeigen  ein  deutliches  Anwachsen  des  Quotienten 

mit   der  Goncentration,   ebenso  die  Lösungen   von  Bromnatrium  und 

gerade  bei  diesen  ist  die  Veränderung  von  {l  sehr  bedeutend,  während 

die   des  relativen   Volumens  das   sonstige  Maass    nicht    überschreitet. 

Die  Erfahrung  ist  also  der  obigen  Theorie  nicht  günstig,  wenigstens 

meiner  Ansicht  nach  i). 


')  Auf  die  durchgebilcletere  Theorie  nach  Dietrici  und  Jäfi^er  komme 
ich  im  nächsten  Capitel  zu  sprechen. 
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Mit  diesen  Betrachtungen  in  einem  gewissen  Zusammenhang  steht, 
was  nunmehr  weiteres  von  Wüllner's  Untersuchungen  üher  das  Ver- 
halten der  Salzlösungen  su  sagen  ist.  Der  genannte  hat  n&mlich 
hinsichtlich  der  Ahhängigkeit  Yon  der  Concentration  aus  diesen  Unter- 
suchungen den  Schluss  gezogen,  dass  die  relative  Dampfdruckerniedri- 
gung dieser  Concentration  nahezu  proportional  geht.  So  sollte  sie  für 
Kochsalz  und  Glauhersalz  bei  Hinzufügung  von  1  Thl.  Salz  auf  lOOThle. 
Wasser  bei  allen  Concentrationen  gleichyiel  betragen,  0,00601  besw. 
0,00236.  Bei  salpetersaurem  Natron,  salpetersaurem  Kali  und  Ghlor- 
kalium  sollte  sie  mit  wachsender  Temperatur  etwas  zunehmen,  bei 
einfach  schwefelsaurem  Kali  und  bei  Rohrzucker  im  Gegentheil  etwas 
abnehmen.  Der  erste  und  zweite  Fall  ist  auch  aus  den  oben  (S.  560) 
gegebenen  Tabellen  zu  beurtheilen.  Dabei  macht  Wül In  er  darauf  auf- 
merksam, dass  man  bei  manchen  Salzen,  welche  Krystallwasser  ent- 
halten, dieses  vom  Gewicht  abzuziehen,  die  Salze  in  der  Lösung  also 
wie  trockene  Salze  zu  behandeln  hätte,  was  bei  Glaubersalz  und  Kupfer- 
▼itriol  zutrefifen  soll.  Andere  solche  Salze  dagegen  soll  man  auch 
in  der  Lösung  als  wasserhaltig  ansehen,  wie  Ghlorcalcium ,  Kalihydrat. 
Noch  andere  sind  in  der  Lösung  aJs  höhere  Hydrate  zu  berechnen, 
wie  Aetzkali,  statt  als  einfaches  Hydrat,  in  Lösung  als  fünffaches,  Zink- 
yitriol,  statt  als  siebenfaches,  in  Lösung  als  zehnfaches.  Sonst  soll  das 
Proportionalitätsgesetz  zu  unrichtigen  Ergebnissen  führen. 

Den  letztangegebenen  Berechnungsweisen  des  Salzgehaltes  wird 
man  wohl  zustimmen.  Herr  Tammann^)  ist  zu  folgenden  Ergebnissen 
gelangt 

Bezieht  man  sich  wieder  auf  die  relative  Spannkraftsemiedrigung 
/i  f ür  1  Gewichtsprocent  Salz,  so  genügt  zur  Darstellung  des  Verlaufs 
dieser  Grösse  mit  wachsender  Concentration  vielfach  eine  gerade  Linie, 
so  für  Na  Cl  innerhalb  des  Concentration sgebiets  n  =  1  bis  n  =  6  die 
durch  |X  =  5,44  +  0,199  n  dargestellte,  fürKHSO*  von  n  =  0,8  bis 
n  =  8,5  die  durch  fi  =  2,13  —  0,006  w  gegebene.  In  anderen  Fällen 
genügen  zwei  gerade  Linien,  die  in  einem  Winkel  zusammenstossen,  so 
ist  bei  KCNS  von  n  =  0,7  bis  n  =  5,3,  das  /it  =  3,07  +  0,097  w, 
dagegen  von  n  =  5,3  bis  n  =  27  das  ft  ==  3,93  —  0,063  n.  Noch  in 
anderen  Fällen  genügen  auch  zwei  gerade  Linien  nicht,  wie  bei 
CHsCOONa,  wo  von  n  ==  1  bis  n  =  9  drei  solche  Linien  gezogen 
werden  müssen.  Endlich  muss  man  bei  vielen  Salzen  zur  Darstellung 
durch  Curven  greifen,  wie  bei  LiCl,  LiBr,  HsPO«  u.  s.  f.,  und  das 
sollen  wesentlich  Salze  sein,  die  sich  in  Wasser  in  grosser  Menge  lösen, 
was  ja  auch  zu  erwarten  steht.  Tarn  mann  macht  auch  auf  die  An- 
sicht Mendelejeff's  aufmerksam,  wonach  die  Stellen  der  Aenderung  in 
der  Darstellung  (Knicke  in  den  Curven),  also  auch  der  Aenderung  der 


0  1-  c.  S.  703  ff'.    Die  Abhandlung  enthält  eine  sehr  ausführliche  Tabelle 
der  Formeln  für  die  verschiedensten  Salze. 
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Eigenschaften,  auf  Entatehung  von  Hydraten  in  den  Lösangen  hin- 
weisen sollen.  Hierüber  ist  schon  bei  anderer  Gelegenheit  gesprochen 
(S.  442).  Diese  Ansicht  soll  auch  durch  die  Darstellung  der  Grösse  ft 
eine  Stütze  erhalten. 

Eine  andere  wichtige  Reihe  von  Untersuchungen  verdanken  wir 
Herrn  Dieterici^).  Bei  den  von  ihm  untersuchten  Lösungen  wuchs 
durchgängig  die  Dampfspannungsemiedrigung  rascher  als  die  Concen- 
tration.  Das  ist  ja  auch  nach  Tammann's  Versuchen  und  Berech- 
nungen bei  einer  grossen  Zahl  von  Lösungen  der  Fall,  entweder  im 
ganzen  untersuchten  Gebiet  oder  in  einzelnen  Theilen  desselben;  so 
z.  B.  gerade  für  die  Lösung  von  Schwefelsäure  und  bei  allen  anderen, 
die  ich  mit  Tammann's  Angaben  habe  vergleichen  können.  Die  Ver- 
suche sind  sämmtlich  nur  bei  einer  Temperatur  von  0^  angestellt. 
Man  möchte  schon  aus  Wüllner's  Versuchen  schliessen,  dass  bei 
anderen  Temperaturen  die  Verhältnisse  sich  anders  gestalten  können. 
Genug,  es  giebt  kaum  etwas,  was  als  allgemein  gültige  Regel  gegenwärtig 
mit  einiger  Sicherheit  aufgestellt  werden  kann.  Und  so  spricht  zunächst 
nichts  gegen  das  Kirchhof r sehe  Gesetz,  Herr  Tammann  macht 
sogar  manches  zu  Gunsten  dieses  Gesetzes  geltend. 

Wir  haben  nun  dieses  Gesetz  so  aufgefasst,  als  ob  es  für  alle 
Concentrationen  aufgestellt  ist,  jedoch  schon  darauf  hingewiesen,  dass 
ein  entsprechendes  ohne  Beschränkung  auf  eine  Goncentration  in  der 
That  vorhanden  ist.  Herr  Planck  hat  es  abgeleitet^).  Wir  nehmen 
nur  die  Lösung  und  ihren  Dampf.  Gleichgewicht  kann  für  jede  Goncen- 
tration bestehen,  wenn  Temperatur  und  Druck  sich  entsprechen.  Wir 
können  also  eine  beliebige  Goncentration  und  diese  constant  ansetzen. 
Die  Ausgangsgleichungen  sind  die  unter  67i)  auf  S.  519;  da  0"  und 
dC  gleich  Null  sind,  haben  wir  die  erste  davon  zu  benutzen.  Diese 
giebt  für  d  C  =  0  und  indem  p  durch  TC  ersetzt  wird, 

dd' 
23)  Jri  -5-  =  SidTC 

v 

oder 

Hierin  ist  nach  66)  an  gleicher  Stelle 

_  dQ  _    dji 

""'—dMi'  ^'  —  dMr 

so  dass  fi  die  Verdampfungswärme  der  Lösung  ohne  Aenderung  der 
Goncentration,  Si  das  specifische  Volumen  des  Dampfes  des  Lösungs- 


M  Wiedem.  Ann.,  Bd.  52,  S.  47  fr.;  Bd.  62,  8.  616  flf. 
*)  Thermodynamik,  8.  186  f. 
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mittels  über  der  Lösttng  ist.  Ich  bezeichne  ersteres  mit  r^,  letzteres 
mit  v'^,  also 

^^^  (g>7c  =  ¥^' 

und  wenn  man  das  Boyle-Gay-Lussac'sche  Gesetz  auf  den  Dampf 
anwenden  darf, 

26)  '^r,=  ^^^('^). 

Die  Energieänderung  ist  also  unter  Fortlassung  des  Volumens  des  ver- 
dampften Wassers  im  flüssigen  Zustande 

Wenn  wir  andererseits  eine  Dampfmenge  yon  der  Masse  1  aus  reinem 
Wasserdampf  gleicher  Temperatur  condensiren  und  zur  Lösung  als 
Ersatz  des  verdunsteten  Wassers  hinzufügen,  ist  die  Energieänderung 

28)  ^U"^I^^^^Jll^'-,'v^^JA, 

WO  A  die  Verdünnungswärme  bei  der  Goncentration  C  und  Vw  das 
speciflsche  Volumen  des  reinen  Wasserdampfes  bedeutet.  Hiernach  ist, 
da  wir  nv^^  =  p'Vj^  anzusetzen  haben, 

2„  .^  =  |,.(^^.,^^)^, 

eine  Gleichung  für  die  Verdünnungswärme,  genau  entsprechend  der 
Kirchhof  fischen,  nur  dass  hier,  wo  die  Goncentration  willkürlich  ist, 
die  Differentiation  für  con staute  Goncentration  ausgeführt  werden  soll. 
Alle  Versuche  thun  dar,  dass  für  geringe  Goncentrationen  X  sehr 
nahe  gleich  p'  ist.  So  beträgt  die  Spannkraft  p'  des  Wasserdampfes 
bei  0^  bekanntlich  4,569  mm.  Nennt  man  mit  Dieterici  eine  Normal- 
lösung eine  solche,  die  neben  1000  g  Wasser  1  Grammmolekel  der  ge- 
lösten Substanz  enthält  und  misst  die  Goncentration  C  in  Theilen  einer 
solchen  Normallösung  (die  also  1  Grammmolekel  der  wasserfreien  ge- 
lösten Substanz  und  =  55,55  Grammmolekeln  Wasser  enthält, 
18 

Hydrat  und  nicht  Hydrat),  so  hat  man  z.  B.  nach  dem  Genannten 
folgende  zusammengehörige  Werthe: 
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H,ß04/H,C 

) 

NaCl/H.O 

c 

,  P'-^ 

p'  71 

C 

y-Tf 

n 

mm  Hg 

P' 

n 

mm  Hg 

P' 

0,0542 

0,0078 

0,110 

0,0732 

0,0089 

0,136 

0,0871 

1        0,0110 

0.155 

0,154 

0,0202 

0,309 

0,1088 

0,0157 

0,221 

0,294 

0,0431 

0,661 

0,1771 

0,0253 

0,364 

0,454 

0,0652 

1,000 

0,224 

0,0351 

0,493 

0,964 

0,1421 

2,178 

0,263 

0,0418 

0,587 

0,390 

!         0,0515 

0,798 

0,436 

0,0711 

1,000 

0,892 

0,1576 

2,216 

In  Betracht  kommt  für  uns  die  zweite  Spalte,  die  Zahlen  bei 
Hg  S  O4  erreichen  ein  Zehntel  Millimeter  erst,  wenn  auf  etwa  28  Molekeln 
Wasser  1  Molekel  gelöster  Substanz  kommt,  und  noch  geringer  ist  der 
EinfluBs  von  Kochsalz.  Für  geringe  Concentrationen  ist  also  auch  A 
klein,  d.  h.  das  B ab o' sehe  Gesetz  wird  auf  sehr  verdünnte  Lösungen 
zu  beschränken  sein.  Gleichwohl  steht  auch  dieses  nicht  fest,  da 
dieses  Gesetz,  wie  wir  gesehen,  vielfach  gerade  für  verdünnte  Lösungen 
versagt  (S.  560). 

Auch  das  Wüllner'sche  Gesetz  erweist  sich  als  Annäherungs- 
gesetz für  geringe  Concentrationen.  Nehmen  wir  nämlich  einen  iso- 
thermischen Process,  so  wird  nach  681)  auf  S.  519  wegen  dC  =  0 


30) 


dp  ^.  ^dC\ 
^'1 


also  bei  geringer  Aenderung  der  C  von  0  bis  d 


31) 


^1  R%' 


was  dem  Wülln er ^ sehen  Gesetz  entspricht.  Doch  gehört  das  schon 
nicht  mehr  ganz  hierher,  sondern  in  die  Theorie  der  verdünnten 
Lösungen,  die  in  einem  besonderen  Oapitel  behandelt  werden  wird. 

Ebenso  wird  das  Nachfolgende  erst  in  diesem  besonderen  Capitel 
seine  genaue  Ausführung  erfahren,  während  es  hier  nur  der  Voll- 
ständigkeit halber  gestreift  wird.  Multiplicirt  man  nämlich  die  Dampf- 
druckerniedrigung mit  dem  Molekulargewicht  des  Salzes  in  der  Lösung, 
so  erhält  man  die  sogenannte  „molekulare  Dampfdruckerniedri- 
gung". Herr  Tammann  hat  aus  seinen  Untersuchungen  den  Schluss 
gezogen,  „dass  die  Spannkraftsemiedrigungen,  welche  Salze,  indem  sie 
sich  in  Wasser  lösen ,  auf  die  Spannkraft  seines  Dampfes  ausüben ,  bei 
derselben    Temperatur   umgekehrt   proportional    sind    den  Molekular- 
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gewichten  bei  Salzen,  welche  eine  ähnliche  Zusammensetzung  haben", 
dass  also  unter  gleichen  YerhältniBsen  die  molekulare  Dampfspannungs- 
erniedrigung  bei  Salzen  ähnlicher  Zusammensetzung  gleich  ist.  Die 
^gleichen  Umstände*'  beziehen  sich  erstens  auf  gleiche  Temperatur, 
zweitens  auf  entsprechende  Concentration ;  letztere  wird,  wie  wir  später 
sehen  werden,  durch  die  Zahl  Molekeln  gemessen,  welche  vom  Salz  in 
einer  bestimmten  Zahl  Wassermolekeln  in  Lösung  sich  befindet.  Dieses 
kann  von  vornherein  vermuthet  werden,  da  mit  der  Zahl  Salzmolekeln 
die  Behinderung  der  Beweglichkeit  der  Wasser molekeln  wachsen  muss 
(S.  564).  Ferner  wird  als  Molekulargewicht  das  des  Salzes  in  Lösung 
zu  nehmen  sein,  denn  die  Behinderung  muss  mit  dessen  Grösse  zu- 
nehmen. Herr  Tarn  mann  hat  ohne  Kücksicht  auf  die  Molekelzahlen 
des  Salzes  in  den  Lösungen  die  relativen  Dampfdruckern iedrigungen 
für  ein  Gewichtsprocent  gelösten  Salzes  (die  Grössen  fi)  mit  den  Mole- 
kulargewichten der  Salze  im  freien  Zustande  multiplicirt.  Trotz  dieser 
doppelten  Abweichung  ergab  sich  eine  ganz  gute  Ueberein Stimmung 
mit  jenem  Satze,  wenn  man  möglichst  schwache  Lösungen  nahm.  Ich 
führe  einige  Gruppen  von  ähnlichen  Salzen  auf,  wobei  freilich  nicht 
immer  zu  unterscheiden  ist,  welche  Salze  als  „ähnlich''  zusammen- 
zunehmen sind,  m  bedeutet  das  Molekulargewicht. 


Salz 


I 


I 


Salz 


KCl  . 
KBr  . 
KJ.  . 
KF.    . 

KONS 
K,S04 
KNOa 
KCIO3 


FeS04  5H,0 
CUSO4  5HjO 
NiSO^  öHgO 
C08O4  6HjO 
ZnS04  6H,0 
MnSO^öH.O 
NaSO^öHgO 
BeSO^  4H8Ü 


74,6 

119,1 

165.5 

58,1 

97,0 

174,4 

101,2 

ll  112^ 

I  242,0 
I  249,5 
ij  263,0 
.1  263,0 
I  269,0 
'  259,0 
228,1 
177,0 


4,42 
2,71 
1,88 
5,92 
3,47 
1,99 
2,99 
2,31 


0,61 
0,53 
0,50 
0,46 
0,46 
0.42 
0,63 
0,80 


330 
322 
312 
343 
327 
347 
302 
(260) 

147 
132 
132 
121 
122 
109 
Ui 
141 


NaCl  .  . 
NaBr.  . 
NaJ  .  . 
RbCl  .  . 
CsCl  .  . 
Na,  80,  . 
Na  N  Oa  . 
NaClOa. 


i  58,4 
|i  102,7 
i|  149,9 
I  120,9 
I  168,5 
I  142,2 
I;  85,1 
,  106,5 


BaCl,  2HjO  . 
SrClj  6HsO  . 
CaCl,  6H,0  . 
MKCl,6HgO. 
BaBrt2HcO 
SrBr,6HsO  . 
CaBr,  6HcO  . 
MgBr»6H80. 


5,90 
3,49 
2,22 
2,65 
2,05 
2,87 
3,55 
2,88 


.  244,1 

1,91 

1  266,4 

1,55 

'  218,9 

1,97 

202,9 

2,27 

333,1 

1,52 

355,4      1,27 

307,5 

1,67 

291,9 

1,73 

344 
359 
333 
321 
345 
337 
302 
307 


467 
406 
422 
460 
505 
450 
513 
504 


In  jeder  Gruppe  stimmen  die  Zahlen  mit  einander  ziemlich  gut 
überein,  in  der  ersten  Gruppe  fällt  die  Zahl  für  ECIO3  etwas  heraus. 
Eine  noch  grössere  Differenz  findet  sich  für  Be2(S04)8  -|-  12H,0  mit 
mfi  =  425  und  dem  ähnlich  zusammengesetzten  Salz  Al8(S04)3  + 
I8H2O  mit  mfi  =  209.    Vielleicht  besteht  in  diesen  Fällen  die  Aehn- 
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lichkeit  nur  aasserhalb  der  Lösang,  nicht  in  der  Lösung.  Femer  sieht 
man,  dass  fftr  die  Nichthydrate  m^i  selbst  in  verschiedenen  Gruppen 
annähernd  gleiche  Werthe  hat,  und  das  gilt  auch  noch  für  andere 
Gruppen.  Die  Hydrate  aber  zeigen  davon  stark  abweichende  Werthe, 
und  zwar,  was  besonders  bemerkenswerth  ist,  nach  beiden  Richtungen 
abweichende.  Die  Sulfate  haben  viel  kleinere,  die  Chloride  und 
Bromide  viel  grössere  Werthe  als  die  Nichthydrate,  als  ob  die  Hydrate 
der  Chloride  und  Bromide  in  der  Lösung  sich  noch  starker  hydrati- 
siren,  die  der  Sulfate  dagegen  in  der  Lösung  Wasser  abspalten. 
Beides  führt  aber  zu  keiner  plausiblen  Annahme  über  die  Hydrati- 
sirung  oder  Enthydratisirung  in  der  Lösung.  Auf  ähnliche  Verhält- 
nisse im  anderen  Gebiete  wird  noch  im  nächsten  Abschnitt  hinzu- 
weisen sein. 


81.     Gefrieren  von  Misohungen  und  Lösungen. 

Im  letzten  Abschnitte  dieses  Bandes  habe  ich  von  den  Erschei- 
nungen beim  Gefrieren  von  Mischungen  und  Lösungen  zu  sprechen. 
Das  Hauptinteresse  concentrirt  sich  hier  allerdings  auf  verdünnte 
Lösungen,  welche  erst  im  nächsten  Bande  zu  behandeln  sind.  Gleich- 
wohl ist  auch  an  dieser  Stelle  einiges  hervorzuheben. 

Die  Erscheinungen  beim  Gefrieren  von  Mischungen  und  Lösungen 
sind  vielfach  sehr  complicirt  und  unübersichtlich.  Schon  die  Beispiele, 
die  im  Abschnitt  70  der  studirten  Gleichgewichte  mitgetheilt  sind, 
thun  es  dar.  Ungemein  lehrreich  in  dieser  Hinsicht  sind  Beob- 
achtungen, die  wir  Herrn  Pickering i)  verdanken.  Sie  betreffen  zu- 
nächst wässerige  Lösungen  von  Methylamin,  Dimethylamin,  Trimethyl- 
amin,  der  entsprechenden  Aethylamine,  Propylamine  u.  s.  f.,  das  sind 
Mischungen  von,  mindestens  bei  O^C,  flüssigen  Stoffen  mit  einander. 
Erniedrigt  man  die  Temperatur  unter  0^  C,  so  können  diese  Mischungen 
erstarren,  dabei  jedoch  krystallisiren  aus  ihnen  Hydrate  der  Amine 
oder  es  fällt  Eis  aus,  je  nach  Concentration  und  Temperatur.  So  haben 
wir  für  Lösungen  von  Dimethylamin  und  Aethylamin : 
(Siehe  Tabelle  auf  folgender  Seite.) 

Man  sieht  aus  beiden  Reihen,  dass  der  gelöste  Stoff  anscheinend 
überhaupt  nicht  aus  der  Mischung  ausfällt;  ob  er  bei  noch  tieferen 
Temperaturen,  als  hier  angegeben,  auskrystallisiren  würde,  weiss  ich 
nicht.  Ueber  die  Gefriertemperatur  von  Dimethylamin  habe  ich  nichts 
finden  können.  Innerhalb  des  Beobachtungsintervalls  aber  krystalli- 
siren die  betrachteten  Hydrate 

(CH3)2NH  4-  HgO  bei  —  680C., 
(CHOaNH  +  7H2O  bei  —  16,80C. 


*)  Journal  of  the  chemical  Society,  Bd.  63  (1893),  8.  141  flf. 
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D  imethy  lamin 


Gewichtsproc.   '  Kein  Gefrier- 
(CH3)8NH      I  punkt  bei  «C. 


Aethy  lamin 


Gewichtsproc.     Qefriertempe- 
OjHsNH,         ratur  bei  •C. 


Mischung  flüssig 


100,00 
91,59 
84,67 

77,82 
74,00 


—  80 

—  80 

—  70 

—  81 

—  76 


Ein  Hydrat,  2  0,HjNH,  +  H«0. 

krystallisirt  aas 


Ein  Hydrat,  (CH,)gNH  +  H8  0, 
krystallisirt  aus 


71,26 

—  67,5 

68,28 

unter  —  81 

65,08 

n      -81 

62,36 

n       —80 

Ein  Hydrat 

unbekannt) 

krystalli 

sirt  aus 

59,33 

—  45 

56,54 

unter  —  70 

53,06 

n      -70 

49,59 

-44,8 

46,47 

—  40,8 

43,15 

—  36,8 

39,26 

—  36,8 

92,56 
89,18 
83,99 
77,48 
62,78 
59,45 
56,39 
54,33 
52,03 


—  81 

—  75 

—  71 

—  76 

—  75 

—  59? 

—  59? 

—  59? 

—  47 


Ein  Hydrat,  2  O.H5NH,  + 1 1  H^O, 
krystallisirt  aus 


Ein  Hydrat,  (C  Hs)^  N  H  -|-  7  Hg  0, 
krystallisirt  aus 


35,68 
32,85 
29,39 
25,65 
26,69 
19,75 


—  20,8 

—  18,7 
-17,5 

—  16,9 

—  17,3 

—  18,12 


Eis  krystallisirt  aus 


19,75 

16,75 

13,09 

y,74 

6,23 

3,69 


—  17,07 

—  13,42 

—  8,02 

—  4,92 

—  2,62 

—  1,72 


42,63 

—  11,0 

39,90 

—    9,1 

35,12 

-    7,7.=> 

30,78 

—    7,40 

27,15 

—    8,03 

24,35 

—    9,40 

22,09 

—  11,65 

20,05 

—  13,3 

Eis  krysta 

Uisirt  aus 

17,46 

—  10,75 

13,96 

~    8,7 

12,64 

—    7,15 

9,51 

—    4,85 

6,97 

—    3,28 

4.3H 

—    1,2 
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Für  Aetbylamin  wird  als  Gefriertemperatur  —  79®  C.  angegeben. 
Von  seinen  Hydraten  krystalJisiert  das  erste  bei  — 71®C.,  das  zweite 
mit  5,5  Hg  0  bei  — 7,5®  C.  Es  wird  aucb  angenommen,  dass  die  aus- 
krystallisirten  Hydrate  wirkliche  Hydrate  waren,  nicht  Mischkrystalli- 
sirungen  mit  Eis.  Und  nun  erbellt,  dass  die  Mischungen ,  je  nach  der 
Goncentration ,  sich  ganz  verschieden  verhalten  können.  Ja,  wo  ein 
Gefrierpunkt  vorbanden  ist,  braucbt  er  nicbt  einmal  mit  der  Goncen- 
tration sieb  immer  im  gleichen  Sinne  zu  ändern.  Die  obigen  Beob- 
achtungen thun  das  ganz  deutlich  dar;  die Dimetbylaminmiscbung  von 
59,3  Gewicbtsprocent  und  die  von  46,47  Gewichtsprocent  gefrieren 
beide  im  gleichen  Hydrat  bei  etwa  — 45®,  die  dazwischen  liegenden 
Mischungen  aber  hatten  bei  — 70®  keinen  Gefrierpunkt  Ob  es  sich 
dabei  um  eine  retrograde  Verflüssigung  handelt  wie  bei  Mischungen,  wo 
retrograde  Verdampfung  vorbanden  ist  (S.  441  und  S.  554),  wird  nicbt 
gesagt.  Ferner  geht  bei  der  Aethylaminmischung  der  Gefrierpunkt 
von  42,63  bis  30,78  Gewichtsprocent  nach  oben,  von  da  bis  20,5  Ge- 
wichtsprocent deutlich  nach  unten,  um  dann  wieder  nach  oben  zu 
wandern.  Beim  Uebergang  von  einer  Hydratkrystallisation  zu  einer 
anderen  scheint  die  Gefriertemperatur  sich  wohl  plötzlich  zu  ändern, 
was  ja  zu  erwarten  steht.  Indessen  nicht  immer.  Das  Hydrat 
(GH3)aNH  +  7H2O  und  Eis  schliessen  sich  in  der  Gefriertemperatur 
fast  unmittelbar  an  einander  an.  Aehnliches  scheint  stattzufinden  beim 
Hydrat  2GaH5NH,  +  llHjO  und  Eis. 

Von  Interesse  sind  auch  noch  die  Beobachtungen  über  wässerige 
Ammoniaklösungen.  Bei  einem  Procentgehalt  an  NH3  von  47,5  bis 
30  konnte  ein  Gefrieren  selbst  bei  Temperaturen  von  —  80®  G.  bis 
—  71®  G.  nicht  festgestellt  werden.  Von  einem  Gehalt  von  etwa  30  Proc. 
an  begann  Wasser  auszukrystallisiren  und  die  Gefriertemperatur  stieg 
mit  fallendem  Procentgehalt  von  —  73,2®  G.  bis  zur  normalen,  und  zwar 
ganz  regelmässig,  wenn  auch  nicht  gleichmässig.  Ammoniak  selbst 
siedet  unter  Atmosphärendruck  bei  etwa  —  36®,  es  krystallisirt  aber 
schon  bei  — 85®.    Gleichwohl  scheidet  sich  bei  — 73®  nur  Wasser  aus. 

Weiter  führe  ich  des  gleichen  Forschers^)  Beobachtungen  über 
wässerige  Schwefelsäurelösungen  an.  Hier  findet  bei  hohen  Goncen- 
trationen  ein  Auskrystallisiren  der  reinen  Schwefelsäure  statt.  Dann 
krystallisirt  mit  fallender  Goncentration  ein  Monohydrat  der  Schwefel- 
säure aus,  und  bei  noch  weiter  abnehmender  Goncentration  ein  Tetra- 
hydrat. Zuletzt  erst  krystallisirt  Wasser  aus,  und  zwar  bei  sehr  tiefen 
Temperaturen  beginnend.  Die  Zahlen  theile  ich  nachfolgend  im  Aus- 
zuge mit: 


0  1.  C,  Bd.  57,  8.  331. 
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Gewichtfl- 

Molekeln 

Gefrier- 

Gewicfate- 

Molekeln 

Gefrier- 

procent 

H,0  in 

temperatur 

procent 

HfSO^  in 

temperatur 

H«S04 

100  HjSO^ 

•c. 

H,804 

100  H.O 

•c. 

H,S04  kryatÄÜiBirt  aus 

Tetrahydrat  krystallisirt  aus 

100,00 

0 

+  10,35 

69,14 

41,13 

—  54,0 

99,04 

5,26 

+    4,65 

65,06 

34,12 

—  39,0 

98,03 

10,91 

—    1,68 

60,08 

27,64 

—  28,5 

97,08 

16,70 

—    8,09 

56,89 

24,23 

—  25.0 

95,52 

25,54 

—  18,27 

49,72 

18,16 

—  36,7 

94,03 

34,56 

—  33,00 

44,50 

14,72 

—  49,0 

39,95 

12,21 

—  68.0 

Monob: 

$rdrat  krystall 

isirt  aus 

38,49 

11,49 

—  72.0 

93,03 

40,78 

—  32,0 

Wasser  krystalllsirt 

aus 

92,02 

47,19 

—  20,0 

91,1 

53,21 

—  12,74 

37,54 

11,09 

-71.5 

88,04 

74,01 

+    2,77 

34,87 

10,29 

—  56,5 

85,68 

91,04 

4-    8,03 

29,93 

7,84 

—  35,5 

84,00  , 

103,71 

+    8.40 

22,95 

5,45 

—  18,07 

82,04 

119,19 

+    5.Ö3 

18,01 

4,03 

—  11,26 

79,89 

137,07 

—    0.25 

11,96 

2,49 

—    5,85 

78,00 

153,70 

—    8,70 

9,97 

2,03 

—    4,60 

75,89 

173,00 

—  22,0 

7,94 

1,58 

—    3,43 

73,22 

199,24 

nicht  mehr 

5,93 

1,16 

—    2,44 

71,47 

217,37 

zu  ermitteln 

5,00 

0,97 

—    2,05 

4,19 

0,80 

-    1.69 

3,99 

0,76 

-    1,58 

3,00 

0,57 

—    1,14 

Dieses  Beispiel  ist  UDgemein  lehrreich.  Von  Lösungen  von  Wasser 
in  Schwefelsäure  scheidet  sich  Schwefelsäure  oder  ein  Hydrat  daYon 
aus,  von  Lösungen  yon  Schwefelsäure  in  Wasser  scheidet  sich  zuletzt 
jedenfalls  Wasser  aus.  Der  Uehergang  zwischen  den  beiden  End- 
gliedern wird  durch  Hydrate  yermittelt,  die  um  so  wasserreicher  sind, 
je  näher  die  Concentration  der  des  Wassers  kommt  und  um  so  wasser- 
armer, je  näher  die  Concentration  der  des  anderen  Endgliedes  kommt. 
Ein  solches  Verhalten  würde  man  erwarten,  und  es  findet  auch  bei  allen 
anderen  angeführten  Beispielen  statt  und  wird  auch  bestätigt  werden  bei 
den  bald  folgenden.  Ferner  sieht  man,  wie  auch  hier  die  Gefriertempera- 
tur keinen  einfachen  Gang  zeigt.  Von  Schwefelsäure  begonnen,  fällt  sie 
erst  so  rasch,  dass  bei  einer  Concentrationsabnahme  von  6  Proc.  sie  um 
mehr  als  43^0.  gesunken  ist.  Dann  steigt  sie  wieder,  so  dass  sie  um 
mehr  als  41®  C.  hochgeht,  wenn  die  Concentration  um  10  Proc.  fallt. 
Nun  geht  sie  aber  wieder  nieder,  und  zwar  yon  75  Proc.  ab  in  jähem 
Sturz,  um  darauf  zu  steigen,  -zu  fallen  und  zu  steigen.  Drei  der 
Uebergangsstellen  sind  durch  das  Wechseln  der  Auskrystallisirungen 
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gekennzeichnet,  und  zwar  sind  es  jedesmal  die  den  tiefsten  Tem- 
peraturen angehörigen.  Bei  den  anderen  Lösungen  findet  dies  letztere 
auch  statt,  jedoch  nur  zum  Theil.  Für  die  Maxima  der  Temperaturen 
sind  äussere  Kennzeichen  im  Verhalten  der  Lösungen  nicht  heigehraoht, 
höchstens  in  den  Endgliedern. 

Herr  Pickering  ^)  hat  auch  das  Verhalten  von  Lösungen  hei 
höherer  Temperatur  fester  Stoffe  in  Wasser  untersacht  und  ist  dahei 
auf  noch  complicirtere  Erscheinungen  gestossen,  die  sich  aher  doch 
wesentlich  den  ehen  für  die  Schwefelsäurelösungen  geschilderten  an- 
reihen. Ich  führe  kurz  seine  Beohachtungen  an  Lösungen  Yon  Natrium- 
hydroxyd in  Wasser  an,  die  Ergebnisse  für  Ealiumhydroxyd  sind  ähn- 
lich. Wir  haben  dann  alle  Fälle  belegt,  eine  Lösung  von  Gas,  Lösungen 
▼on  Flüssigkeiten,  Lösungen  von  festen  Körpern,  und,  im  Uebergang, 
eine  Lösung  eines  schon  fast  bei  Zimmertemperatur  gefrierenden 
Körpers. 

Für  Lösungen  von  Natriumhydroxyd  werden  also  folgende  An- 
gaben gemacht: 

Vom  Gehalt  83,87  bis  72  krystallisirt  das  Hydroxyd, 

die  Temperatur  sinkt  dabei  sehr  rasch  von  192<^  bis  60^ 

Vom  Gehalt  72  bis  50  krystallisirt  ein  Monohydrat, 

die  Temperatur  sinkt  dabei  Ton  etwa  64^  wohl  bis  30^ 

Vom  Gehalt  50  bis  42  krystallisirt  ein  Dihydrat, 

die  Temperatur  sinkt  dabei  von  30<^  bis  gegen  1^. 

Dann  kommt  ein  Trihydrat,  wobei  die  Temperatur  bis  — 2°  und 
der  Procentgehalt  bis  etwa  37  herabgeht.  Es  folgt  ein  a  -  Tetrahydrat, 
bei  dem  die  Temperatur  regelmässig  weiter  fällt  bis  etwa  —  20^  Zu- 
gleich mit  ihm  scheint  noch  ein  zweites  Tetrahydrat  zu  bestehen, 
welches  für  gleichen  Procentgehalt  von  Na  OH  gleichwohl  andere 
Krystallisationstemperatur,  manchmal  höhere,  manchmal  tiefere,  auf- 
weist als  das  erstgenannte.  Zuletzt  werden  noch  ein  Pentahydrat  und 
ein  Heptahydrat  aufgefühi*t,  deren  Gefriertemperaturen  etwa  zwischen 

—  20®  und  — 30®  liegen,  während  die  Procentgehalte  innerhalb  30 
bis  20  Yariiren.  Bei  weiter  herabgehendem  Procentgehalt  krystallisirt, 
nach  einem  unbekannten  Hydrat,  vom  Gehalt  18  ab  endlich  Wasser 
aus,  die  Temperatur  steigt  dabei  mit  abnehmendem  Na  GH-Gehalt  von 

—  27®  bis  0®.  Die  Auskrystallisirungen  der  verschiedenen  Hydrate 
sind  von  einander  nicht  scharf  getrennt,  sie  überdecken  sich  einander 
zum  Theil.  Und  so  i&t  der  Gang  der  Erscheinung  ein  kaum  zu  ent- 
wirrender. 

Es  mag  sein,  dass  die  Deutung,  die  Herr  Pickering  seinen  Be- 
obachtungen gegeben  hat,  complicirter  ist,  als  den  Thatsachen  ent- 
spricht; aber  dass  die  Erstarrungserscheinungen  von  Mischungen  und 


*)  1.  c,  Bd.  63,  S.  890  ff. 
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Lösungen  oft  recht  verwickelt  sind,  hat  man  ja  auch  anderweitig  er- 
kannt. Rüdor ff  schon  hat  die  „Mehrfachen  Erstarrungspunkte**  bei 
Metalllegirungen  genauer  beobachtet.  Sind  Blei  und  Zinn  zusammen 
geschmolzen  und  erkalten  sie  zusammen,  so  tritt  bei  einer  bestimmten 
Temperatur  eine  plötzliche  Yerlangsamung  der  Erkaltung  ein,  was  den 
ersten  Erstarrungspunkt  giebt,  es  scheidet  ein  festes  Metallgemiscb  aus, 
welches  eine  andere  Zusammensetzung  hat  als  das  ursprüngliche. 
Dann  geht  die  Erkaltung  weiter,  bis  sie  abermals  aufgehalten  wird, 
das  giebt  den  zweiten  Erstarrungspunkt.  Die  Verhältnisse  liegen  hier 
so  wie  bei  Mischungen,  welche  in  zwei  und  mehr  Schichten  bestehen, 
wenn  die  betreffenden  Bestandtheile  sich  nicht  in  allen  Verhältnissen 
lösen.  Bei  fallender  Temperatur  ändern  sich  die  LöslichkeitsTerhält- 
nisse,  die  Metalle  mischen  sich  nicht  mehr  in  allen  Verhältnissen  und 
80  scheidet  sich  die  ganze  Mischung,  im  einfachsten  Falle,  in  zwei 
Mischungen,  in  denen  die  Rolle  des  Lösungsmittels  unter  den  Bestand- 
th eilen  yertauscht  ist.  Die  beiden  Mischungen  können  und  werden 
verschiedene  Erstarrungstemperaturen  haben,  und  es  kann  eine  aus 
der  anderen,  die  noch  flüssig  bleibt,  als  fest  ausfallen.  Das  giebt  den 
ersten  Erstarrungspunkt.  Der  zweite  folgt,  wenn  auch  die  zweite 
Mischung  erstarrt.  Aber  selbstverständlich  können  sich  auch  Misch- 
krystallisirungen  bilden. 

Man  kann  jedoch  diese  Verhältnisse  noch  etwas  genauer  verfolgen. 
Es  hat  nämlich  Rüdorf f^)  durch  eine  grosse  Reihe  von  Beobach- 
tungen festgestellt,  dass  die  Gefriertemperatur  einer  Lösung  stets 
tiefer  liegt  als  die  des  Lösungsmittels,  und  um  so  tiefer,  je  concentrirter 
die  Lösung  ist.  Kennt  man  die  Gefrierpunktsemiedrigung  ^  %'^  und 
die  Concentration  C\  so  sollte  dabei 

1)  -p^  =  Const 

sein.  Ich  führe  einige  Zahlen  zur  Beurtheilung  an,  C  ist  gemessen  in 
G  e  wich  tspr  ocenten . 

(Siehe  nehenstehende  Tabelle.) 
Man  sieht,  die  Regel  Rüdorff*s  stimmt  ziemlich  gut,  bei  Koch- 
salz und  Chlorcalcium  steigt  die  Gefrierpunktserniedrigung  mit  wach- 
sender Concentration  rascher  als  diese,  bei  dem  Chlorbaryumhydrat 
fällt  sie  etwas,  ebenso  bei  salpetersaurem  Natron  und  salpetersaurem 
Ammoniak.  Bei  manchen  Salzen  muss  man  bei  der  Angabe  für  C*  den 
Krystallwassergehalt  zum  Abzug  bringen,  sonst  bekommt  man  für  z/^ 
eine  zu  kleine  Zahl,  so  ergab  das  Hydrat  NaCl  -f-  4H2O  des  Koch- 

Salzes  für  die  Grösse j^  nur  0,342  statt  mindestens  0,600;  ähnlich 

C 

verhielten  sich  die  Chlorcalciumhydrate,  das  Hydrat  CaCl  -|-  6  Hj  0. 


»)  Pogg.  Ann.,  Bd.  114,  S.  63  ff.;  Bd.   116,  S.  55  ff. 
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Kochsalz 

Ohlorcalciuni 

Chlorbaryumhydrat 

C 

Jd^ 

C" 

J& 

C 

J& 

1 

—    0,6 

0,600 

1 

—    0,4 

0,400 

1 

-0,2 

0,200 

2 

-    1,2 

0.600 

2 

—    0,9 

0,450 

2 

-0,4 

0,200 

4 

-    2.4 

0,600 

4 

—    1,85 

0,462 

4 

—  0,75 

0,188 

6 

—    3,6 

0,600 

6 

-    2,45 

0,476 

6 

—  1,15 

0,195 

8 

—    4,8 

0,600 

8 

-    8,9 

0,487 

8 

-1,5 

0,189 

10 

—    6,0 

0,600 

10 

-    4,9 

0,490 

10 

-1,9 

0,190 

12 

-    7,2 

0,600 

14 

-    7,4 

0,528 

12 

—  2,3 

0,191 

14 

—    8,4 

0,600 

18 

—  10,0 

0,555 

14 

—  2,65 

0,188 

15 

-    9,2 

0,613 

16 

—  3.4 

0,188 

16 

—    9,9 

0,619 

18 

—  3,95 

0,197 

17 

—  10,6 

0,623 

18 

—  11,4 

0,633 

19 

-12,1 

0,637 

20 

—  12.8 

0,640 

ergab r^  =  0,227  statt  mindestens  0,48.     Andere  Salze  dagegen 

wirken  anders.  Demgemäss  sagt  Rüdorff,  dass  einige  Salze  den  Ge- 
frierpunkt wie  wasserfreie  Salze  erniedrigen,  andere  wie  wasserhaltige, 
noch  andere  bis  zu  gewisser  Concentration  wie  wasserfreie  oder  wasser- 
haltige und  dann  umgekehrt  wie  wasserhaltige  oder  wasserfreie.  Das 
entspricht  dem  schon  Mitgetheilten ,  dass  in  Lösungen  Hydrate  als 
solche  bestehen  können,  oder  nachdem  sie  ihren  Wassergehalt  ganz 
oder  zum  Theil  durch  Dissociation  abgegeben  haben.  Rüdorff  scheint 
noch  femer  anzunehmen,  dass  Salze  im  Wasser  erst  sich  enthydratisiren 
und  dann  mit  steigendem  Gehalt  sich  wieder  hydratisiren.  So  würden 
die  mit  wachsendem  Salzgehalt  steigenden  Wertbe  der  relativen  Ge- 
frierpunktserniedrigung zu  erklären  sein.  Es  giebt  aber  auch  Fälle, 
in  denen  die  Werthe  sinken;  oben  sind  schon  einige  hervorgehoben, 
de  Coppet  hat  solche  theoretisch  vorausgesehen  und  experimentell 
nachgewiesen.  Ein  weiterer  Nachweis  ist  daraufhin  von  Rüdorff 
selbst  gegeben,  so  für  salpetersaures  Silberozyd,  für  Essigsäure, 
Rhodammonium  u.  s.  f.  Bei  Essigsäure  z.  B.  fällt  jene  Grösse  zwischen 
C  =  2  und  C  =  62  von  0,325  bis  0,237.  Hier  müssen  wir  um- 
gekehrt annehmen,  dass  die  betreffenden  Stoffe  sich  erst  mit  Wasser 
verbinden  und  dann  das  Wasser  allmählich  wieder  abgeben. 

Was  nun  aus  einer  Lösung  zuerst  ausfällt,  das  Lösungsmittel  oder 
der  gelöste  Stoff,  hängt  von  den  besonderen  Umständen  ab.  Rü- 
dorff hat  ermittelt,  dass  aus  wässerigen  Salzlösungen  im  Allgemeinen 
reines  Eis  auskrystallisirt  (wir  müssen  hinzufügen,  wenn  die  Tem- 
peratur nicht  unter  eine  bestimmte  Grenze  gesunken  ist).    Nimmt  man 
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aber  Essigsäure  als  Lösangsmittel  und  ffigt  Wasser  als  gelösten  Stoff 
hinzu,  so  findet  er,  dass  bei  100  Theilen  Essigsäure  und  10  Theilen 
Wasser  die  Essigsäure  zuerst  ausfallt,  und  zwar  bei  -|-  4,3^  C;  gleich- 
falls f&Ut  sie  aus,  wenn  24  Theile  hinzugethan  sind,  diesmal  bei  —  7,4^  C. 
Hieraus  schliesst  schon  Rüdorf f,  dass  es  eine  Mischung  von  Essig- 
säure und  Wasser  geben  wird,  welche  als  homogener  Körper  erstarrt, 
also  die  Bestandtheile  nicht  mehr  getrennt  ausscheidet. 

Bei  Stoffen,  welche  sich  in  allen  Verhältnissen  mischen,  wird  ein 
solcher  Zustand  wohl  zuletzt  erreicht  werden,  denn  scheidet  erst  der 
eine  als  Lösungsmittel  anzusehende  Stoff  aus,  so  bleibt  zuletzt  eine 
Lösung  übrig,  in  welcher  der  andere  Stoff  als  Lösungsmittel  angesehen 
werden  muss,  nun  scheidet  sich  auch  dieser  Stoff  aus  und  zuletzt,  wenn 
die  Ausscheidungen  in  demselben  Verhältniss  vor  sich  gehen,  in  wel- 
chem die  Stoffe  gemischt  sind,  verhält  sich  die  Lösung  einheitlich, 
eutektisch,  wie  auch  gesagt  wird. 

Vielleicht  aber  drückt  man  sich  schärfer  aus,  wenn  man  sagt, 
jeder  Stoff  hat  in  einer  Lösung  eine  bestimmte  Gefrier- 
temperatur, welche  von  der  Concentration  der  Lösung  ab- 
hängt. Giebt  es  Concentrationen,  bei  welchen  mehreren 
Stoffen  der  Lösung  gleiche  Gefriertemperatur  zukommt,  so 
krystallisiren  sie  gemeinschaftlich  aus.  Haben  alle  Stoffe 
in  der  Lösung,  das  Lösungsmittel  einbegriffen,  eine  solche 
gemeinsame  Gefriertemperatur,  so  verhält  sich  die  ganze 
Lösung  einheitlich,  gefriert  einheitlich  und  schmilzt  ein- 
heitlich, wie  Mischungen  bei  gewissen  Concentrationen  ein- 
heitlich verdunsten  können.  Essigsäure  hat  in  Wasser  eine 
andere  Gefriertemperatur  als  frei,  ebenso  Wasser  in  Essigsäure;  ist  die 
Concentration  derartig,  dass  Essigsäure  in  Wasser  die  gleiche  Gefrier- 
temperatur besitzt  wie  Wasser  in  Essigsäure,  so  ist  die  Lösung  ein 
einheitlicher  Körper.  Diese  Gefriertemperatur  muss  zugleich,  da  beide 
Stoffe  ihre  Gefriertemperaturen  erniedrigen,  die  tiefste  Gefriertemperatur 
sein.  Wir  können  so  die  Analogie  mit  der  Gibbs-Konowalow'schen 
Regel  vollständig  machen,  indem  wir  sagen,  wenn  die  Gefriertem- 
peratur mit  wachsender  Concentration  eines  der  Bestand- 
theile ein  Minimum  erreicht  und  dann  wieder  steigt,  so  bat 
die  feste  Phase  der  Lösung  dieselbe  Concentration  wie  die 
flüssige  und  beide  gehen  einheitlich  in  einander  über. 

Es  könnte  nun  scheinen,  als  ob  nunmehr  die  theoretischen  Erörte- 
rungen, die  S.  536  ff.  bis  S.  556  ff.,  für  die  gleichen  Verhältnisse  bei  dem 
Verdampfen  von  Mischungen  gegeben  sind,  hier  einfach  zu  wiederholen 
wären.  Das  ist  aber  nicht  der  Fall,  denn  während  zwischen  einer  Lösung 
und  ihrem  Dampf  ein  Austausch  der  Bestandtheile,  oder  doch  mindestens 
eines  Bestandtheils,  ohne  Weiteres  möglich  ist,  kann  das  zwischen 
einer  flüssigen  und  festen  Lösung  naturgemäss  nicht  stattfinden.     Die 
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flüssige  Lösung  yermag  wohl  einen  ihrer  Bestandtheile  oder  mehrere 
an  die  feste  anzusetzen,  nicht  aber  in  die  feste  zn  t ersetzen;  ebenso 
yermag  die  feste  Lösung  ihre  Bestandtheile  an  die  Lösung  nur  in  der 
Zusammensetzung  abzugeben,  die  sie  eben  an  der  Berührungsstelle 
mit  der  flüssigen  Lösung  hat.  Wir  müssen  deshalb  hier  anders  ver- 
fahren, und  zwar,  wie  leicht  zu  ersehen  ist,  indem  wir  die  Lösung  ausser 
mit  der  festen  Lösung,  die  wie  sie  selbst  zusammengesetzt  sein  soll, 
noch  mit  allen  ihren  Bestandtheilen ,  ausser  einem,  als  feste  Phasen 
in  Berührung  bringen. 

Wir  nehmen  der  Einfachheit  halber  eine  binäre  Lösung,  die 
flüssige  Phase  bestehe  aus  den  Bestandtheilen  Mi,  Mi,  die  entsprechend 
zusammengesetzte  feste  aus  denen  Mi\  M2";  die  zweite  feste  Phase 
habe  die  Mi  entsprechende  Masse  (Mi").  Da  wir  zwei  Bestandtheile 
und  drei  Phasen  haben,  kann  Gleichgewicht  nur  unter  bestimmtem 
Druck  und  bestimmter  Temperatur  bestehen.  Indem  wir  beide  als 
uuYeränderlich  betrachten  und  auch  chemische  Veränderungen  aus- 
schliessen,  haben  wir,  wenn  die  Potentiale  den  Mengen  entsprechend 
bezeichnet  werden,  als  Gleichgewichtbedingung 

2)     9iSM{  +  OiSMi  +  *i"«  Jfi"  +  9^i'SMi"  +  (*i")*  W')  =  0. 

Sind  die  Concentrationen  der  flüssigen  und  festen  Lösung  C,  C''\  so 
haben  wir  weiter,  da  nur  Massenaustausch  stattfindet,  und  da  C"  un- 
geändert  bleiben  soll, 

SMi  +  8Mi"  +  8{Mi")  =  0, 

dMi  +  dMi"  =  0, 

ÖMi" 


3) 


dMi' 


=  C" 


Ausserdem  ist,  weil  auch  in  der  flüssigen  Lösung  Gleichgewicht  be- 
stehen muss, 

Die  ersten  drei  Gleichungen  ergaben 

5)  8 Mi"  =-8Mi,8 Mi"  =  _  ^ ,  « iMi")  =^-8 Mi, 
also  geht  die  Gleichgewichtsbedingung  über  in 

6)  [0i  -  W')]  Ä  Jjfi  -f  [*i  -  J^  0i"  -  9'i-  +  ±,,  (01")]  8m;  =  0, 

woraus  folgt,  weil  8  Mi,  ö  Mi  unabhängig  von  einander  sind, 

7)  1>i  =  (Oi"), 

8.)      *i  -  «j'  =  ^,  [*;"  -  (<Pi")]  =  ^,  W  -  <P0- 

87* 
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Die  zweite  Gleichung  ergiebt  anch 

80  a>i  +  C"*<l>i  =  OT  +  C"'0'i\ 

woraus  durch  Differentiation  nach  C"  folgt 

Die  feste  Lösung  als  solche  befindet  sich  an  sich  im  inneren  Gleich- 
gewicht, für  sie  braucht  eine  Gleichung  nach  Art  der  Gleichung  4) 
nicht  zu  bestehen.    Findet  eine  solche  gleichwohl  statt,  so  folgt  aus  9) 

10)  Oi  =  0'i\ 
somit  auch 

11)  0[  =  O\" 

und  alle  Einzelpotentiale  werden  einander  gleich.  Ist  die  feste  Lösung 
aus  einem  Flüssigkeitszustande  hervorgegangen,  so  war  wahrend  dieses 
Zustandes  für  sie  eine  Gleichung  nach  Art  der  Gleichung  4)  erfüllt. 
Doch  hatten  dabei  die  Potentiale  der  Bestandtheile  andere  Werthe,  als 
ihnen  im  festen  Zustande  zukommen.  Ging  nun,  wie  vorausgesetzt 
werden  soll,  die  Erstarrung  ohne  Störung  des  Gleichgewichts  zwischen 
den  beiden  Bestandtheilen  vor  sich,  so  bleibt  auch  nach  Erstarrung  die 
Beziehung  in  Kraft.     Wir  haben  dann 

dC"  dC" 


und  es  gelten  die  Gleichungen  7),  10)  und  11).  Nunmehr  können  wir 
mit  den  Gleichungen  10),  11)  einerseits  und  4),  12)  andererseits  genau 
so  rechnen  wie  früher  bei  Verdampfung  einer  Lösung,  und  kommen 
zu  ganz  entsprechenden  Ergebnissen,  also  auch  zu  dem  Gibbs-Eono- 
walow*  sehen  Satz,  angewandt  auf  Erstarrung  einer  Lösung. 

Es  ist  also  in  der  That  die  Gefriertemperatur  der  einheitlich 
erstarrenden  Lösung  die  tiefste  aller  Temperaturen,  unter  denen  bei 
einer  der  Concentrationen  Auskrystallisiren  des  einen  oder  des  anderen 
Bestandtheiles  erfolgt,  und  daran  also  wird  diese  Lösung,  die  eutek- 
tische,  erkannt.  So  mischte  Schaffgotsch  Kali-  und  Natronsalpeter 
in  verschiedenen  Verhältnissen  und  schmolz  sie  zu  homogenen  Mi- 
schungen.    Er  fand  dann: 

Gewichtsproc.  KNOj:       0  10  20  30  40  50 

Gefriertemperatur:  313         298         281         262         244       229^  C. 

Gewichtsproc.  KNO3:  54,3  60  70  80  90  100 

Gefriertemperatur:  226         240         250         280         311       338«C. 

Die  tiefste  Gefriertemperatur  betrug  226^  C,  die  zugehörige  Con- 
centration  der  Mischung  mit  Bezug  auf  Kalisalpeter  war  54,3.      Eine 
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Mischung  von  54,3  Gew.-Thln.  KNOg  und  45,7  Gew.-Thln.  NaNO»  ist 
also  eine  eutektische,  die  erstarrte  Mischung  ist  genau  so  zusammen- 
gesetzt wie  die  flüssige  und  in  demselben  Sinne  eine  Mischung  wie 
diese  ^). 

Wenn  man  die  Gefrierpunktsemiedrigung  nicht  auf  gleiche  Ge- 
wichtsprocente ,  wie  es  von  Rüdor ff  geschehen,  sondern  auf  gleiche 
Zahlen  Grammmolekeln  bezieht,  gelangt  man  für  sehr  yerdünnte  Lö- 
sungen zu  merkwürdigen  Gesetzen,  von  denen  an  anderer  Stelle  zu 
sprechen  sein  wird.  Hier  ist  nur  zu  erwähnen,  was  sich  für  stärkere 
Lösungen  ergiebt.  Nach  Arrhenius  bezieht  man  die  Grammmolekel- 
zahlen der  gelösten  Stoffe  auf  1000  Eubikcentimeter  Lösungs- 
mittel, nach  Raoult  auf  1000  Gramm  Lösung.  Dividirt  man  die 
Gefrierpunktsemiedrigung  durch  eine  dieser  Grammmolekelzahlen,  so 
bekommt  man  für  nicht  verdünnte  Lösungen  Reihen,  welche  mit  wach- 
sender Concentration  bald  wachsende,  bald  fallende,  oder  erst  wach- 
sende, dann  fallende,  und  umgekehrt  erst  fallende,  dann  wachsende 
Zahlen  enthalten. 

Ich  theile  aus  den  sehr  umfassenden  Untersuchungen  Abegg's 
einige  solche  Reihen  mit^).  Die  Grammmolekelzahlen  n  sind  nach 
Arrhenius  gerechnet. 

Lösungsmittel:  Wasser. 


Gelöste  Substanz 


!                            ^ 

1 

2 

3 

4 

5 

' 

J» 

n 

1.91 

2.06 

2,26 

2,55 

2,87 

1,90 

2,04 

2,19 

2,83 

2,49 

1,87 

1,90 

1,93 

1,98 

2,02 

1,94 

2,12 

2,37 

2,41 

2,12 

1,84 

2,06 

2,45 

2,96 

3,28 

1,85 

1,86 

1,81 

1,70 

1,61 

Aethylalkohol    . 
Aceton     .    .    .    . 
Ameisensäure 
n-Propylalkohol 
i-Propylalkohol  . 
Propionsäure  .    . 


')  In  Winkelmann's  Encyklopädie  der  Physik,  Bd.  2,  II,  S.  629,  der 
die  obigen  Zahlen  entnommen  sind,  findet  der  Leser  noch  andere  eutektische 
Mischungen  und  Legirungen  verzeichnet. 

*)  Zeitschr.  f.  physik.  Chem.,  Bd.  15,  8.  209.  Die  an  den  betreffenden 
Stellen  gegebenen  Zahlen  stellen  zwar  osmotische  Arbeiten  dar,  diese  sind 
aber  von  den  im  Text  gemachten  Angaben  nur  sehr  wenig  verschieden. 
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n 

Gelöste  Substanz 

1         !         2 

3 

4                 5 

n 

Lösungsmittel:   Eisessig. 


Aethylformiat 
Aethylacetat  . 
Propylacetat  . 
Amylacetat 
Aethylvalerat 
Phenol.    .   .   . 


3,89 

4,06 

4,25 

— 

3,84 

4,16 

4,48 

— 

1      3,?9 

4,35 

4,77 

— 

1      4,00 

4,44 

5.00 

— 

3,81 

4.16 

— 

— 

3,70 

3,96 

4,24 

- 

Lösungsmittel:    Benzol. 


n 

GelöBte  Substanz 

0,5 

1 

1.5 

2 

1 

n 

Aethylformiat 

Aethylacetat 

Propylacetat 

Amylacetat 

Aetbylvalerat 

5,77 
5,87 
6,09 
6,16 
6,28 

5,54 
6,00 
6,18 
6,45 
6,67 

5,43 
6.10 
6,33 
6,78 
7,07 

5,35 
6,18 
6,52 
7,16 
7,48 

Im  Allgemeinen  steigen  die  Zahlen  mit  wachsendem  n,  für  Pro- 
pionsäure in  Wasser  fallen  sie.  Für  Aethylformiat  steigen  sie  in  Eis- 
essig und  fallen  in  Benzol.  Normalpropylalkohol  in  Wasser  giebt  erst 
steigende,  dann  fallende  Zahlen,  dagegen  Isopropylalkohol  sehr  stark 
ansteigende  Zahlen.  Eine  Beziehung  zur  Grösse  des  Molekular- 
gewichtes scheint  dahin  festgestellt,  dass  im  Allgemeinen  zum  grösse- 
ren Molekulargewicht  des  gelösten  Stoffes  die  grösseren  Zahlen  zu- 
gehören. So  haben  wir  für  wässerige  Lösungen: 
(Siebe  nebenstehende  Tabelle.) 
und  ähnlich  in  einigen  anderen  Fällen.  Da  indessen  die  Verhältnisse 
in  höheren  Concentrationen  sich  manchmal  umkehren,  würde  die  Kegel 
wohl  nicht  ohne  Ausnahme  bestehen  (yergl.  Aethylalkohol  und  Methyl- 
alkohol). Auch  zeigen  StofiTe  gleichen  Molekulargewichtes,  wie  n-Pro- 
pylalkohol  und  i-Propylalkohol,  ganz  verschiedene  Grösse  der  Zahlen. 
Auch  mit  dem  Molekulargewicht  des  Lösungsmittels  nehmen  die  Zahlen 


GefrierpouktterniedrigaDg ;  Abegg's  Untenachungen. 


583 


Substanz 

Molekular- 
gewicht 

n 

1 

j 

n  =  0,5 

n  =  l 

n=l,5 

n  =  2 

n  =  2,5 

Bohrzucker    .    .   . 

342 

2,26 

2,71 







LävQlose     .... 

180 

— 

2,18 

— 

2,59 

2,88 

Methylacetot.   .    . 

74 

1.91 

2,00 

2,08 

— - 

— 

Aethylformiat   .   . 

74 

2,00 

2,16 

— 

— 

— 

Methylformiat  .   . 

60 

1,87 

1,98 

2,08 

— 

— 

ZU,    denn  den   anfgefahrten   Lösungsmitteln  gehören   die  Molekular- 
gewichte 18,  60,  78  an. 

Kann  nicht  auch  eine  Erhöhung  der  Gefriertemperatur  eines 
Lösungsmittels  eintreten?  Die  Frage  ist  aus  der  Thermodynamik 
leicht  zu  beantworten.  Wir  benutzen  alle  bisherigen  Beziehungen 
und  lassen  eine  Lösung  mit  einer  festen  Phase  ihres  Lösungsmittels 
in  Berührung.  Auskrystallisiren  soll  nur  das  Lösungsmittel.  Die 
GleichgewichtsbedinguDg  giebt: 

13)  OidMi  +  iO';')d(MT)  =  0, 

14)  8M{  +  d(Mi')  =  0. 


dC 


15) 
also 

16)  0i  =  (^n. 

Nach  Gleichung  3)  auf  S.  228  dieses  Bandes  haben  wir,  wenn  die 
Menge  d{Mi')  schmilzt,  für  die  Schmelzwärme 

17i)         _  J  =  '^[S  — («")]« (Jtfi)'", 

woselbst  S  die  Entropie  des  reinen  Lösungsmittels  im  flüssigen,  (SD 
die  im  festen  Zustande  ist.  Diese  Gleichung  können  wir  auch 
schreiben : 


17,) 


-  =  -*[5?-n?]'«"' 


Nun  giebt  die  Gleichgewichtsgleichung  0[  =  (Oi') 


"*"  dd'  dC 


somit 
17s) 


—  Jl 


» 


8  (*;—<&,')    dc'd0{- 


01  bezieht  sich  auf  das  Lösungsmittel  in  dem  Zustaude,  in  dem   es 
sich  in  der  Lösung  befindet,  O  dagegen  auf  dieses  Lösungsmittel  im 
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lÖ)  "^^  —   ftAT   c,iM  y 


freien  Zustande.  Diese  beiden  Grössen  sind  also  nicht  gleich.  Wenn 
die  Lösung  sehr  verdünnt  ist,  darf  man  O  =  0[  setzen ,  alsdann  ist 

dd'  dC' 

die  Erstarrungswärme,  die  wir  L  nennen  wollen,  ist 

Diese  Gleichung  aber  können  wir  yerallgemeinem  für  jede  be- 
liebige Lösung,  indem  wir  die  Erstarrung  des  Lösungsmittels  inner- 
halb der  Lösung  vor  sich  gehen  lassen.  L  war  so  zu  messen,  dass 
es  die  beim  Erstarren  abzuführende  Wärme  gab ,  schreiben  wir  —  k' 
für  Lf  so  ist  k'  die  beim  Erstarren  entwickelte  Wärme  und  wir  be- 
kommen 

Das  Zeichen  yon  -^-^  hängt  also  ab  von  dem  Zeichen  von  k'  und  von 

dem  von  ^^,'     Ist  nun  das  Gleichgewicht  ein  stabiles,  so  haben  wir 

J2  (MO)  >  0.     Es  wird  aber 

210  i^MO)  =  ö[[Oi  -  i0T)]SMi\ 

und  weil  die  einzige  Variable  C  ist,  haben  wir 

^      ,  ist  aber  negativ,  also  muss  r-^j;  negativ  sein,  wenn  das  Gleich- 

gewicht  stabil  ist.      Demnach  bekommen  wir  -^-x-,    also    auch   tttt^ 

ö^  ÖC 

positiv,  wenn  A'  negativ,  und  negativ,  wenn  A'  positiv  ist.  Das 
heisst,  die  Gefriertemperatur  steigt  mit  wachsender  Con- 
centration,  wenn  beim  Auskrystallisiren  des  Lösungs- 
mittels Wärme  verschwindet,  und  sie  fällt  mit  wachsender 
Concentration,  wenn  dabei  Wärme  frei  wird. 

Der  zweite  Fall  ist  der  normale,  ob  der  erste  je  eintreten  kann, 
d.  h.  das  Auskrystallisiren  des  Lösungsmittels  je  mit  einem  Wärme - 
verbrauch  verbunden  sein  kann,  muss  bezweifelt  werden  (vergl.  jedoch 
S.  573  ff.).  Träte  dieser  Fall  ein ,  so  würde  es  sich  um  eine  Gefrier- 
punkts er  höhung  handeln. 

Herr  Küster  i)  hat  eine  Reihe  von  Bestimmungen  ausgeführt, 
ans  denen   er  schliesst,  dass   die  Gefriertemperatur  von   Mischungen 

*)  ZeitBChr.  f.  physik.  Chem.,  Bd.  8,  S.  577. 


